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Von Hans Geiger sind nur sehr wenig Bilder erhalten geblieben. Dieses ist eine 
Vergroperung nach einer Aufnahme, die er der Pre ubischen Akademie der Wissen- 
schaften bald nach seinem Bintritt fiir thre Bildersammlung iibergab. 


Zcitschrift fiir Physik. Bd. 124, Springer-Verlag, Berlin und Heidelberg 
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1. In einer friiheren Arbeit!, in welcher ich nur die KossELschen?2 
_theoretischen Folgerungen mit Beobachtungen unterstiitzen wollte, 
: habe ich 5 Kristallbilder publiziert, die ich als aus dem Dampfzustand 
_ gewachsen bezeichnet habe. Die Versuche konnte ich leider nicht 
; fortsetzen. Inzwischen hat Herr NEUMANN? in einer sch6nen Arbeit 
_die Bedeutung der Bewegungsvorgange in Grenzflachen bei Kristall- 
_wachstum hervorgehoben. Dabei meint er, daB alle meine Kristalle 
(von Abb. 7 bis einschlieBlich Abb. 10a) durch Oberflachenwanderung 
der Ionen entstanden seien. Ich habe meine alten Versuche mit etwas 
_ veranderter Methode fortgesetzt. Meine Absicht war, die Kristalle, 
: die aus der Dampfform und durch Oberflachenwanderung entstehen, 
weiter zu studieren. Ich habe vor allem eindeutig iiberzeugendes 
_ Beweismaterial liefern wollen, da Kristalle aus dem Dampfzustand 
_wachsen. 


} 2. Ich habe meine alte Versuchsanordnung beibehalten, also zum 
~ Schmelzen der NaCl-Perle eine elektrisch geheizte Platindrahtschlinge 
gebraucht, aber dieser gegeniiber einen feinen Platin- oder Quarz- 
_faden oder einen heizbaren Drahtbiigel gestellt. Stellt man ganz nahe 
in geschmolzenen Salztropfen oder in den aufsteigenden Rauch 
einen kalten Kérper hin, so entsteht auf dessen Oberflache ein weiBer 
_Niederschlag, wie feinster Schnee, welcher unter dem Mikroskop nicht 
auflésbar ist, da die NaCl-Kristallchen des Niederschlages zu klein 
sind. Stellt man aber in den Dampfraum einen geniigend diinnen 
'Platindraht oder Quarzfaden hinein, so bildet sich zwar zuerst auch 
‘nur ein weiBer Niederschlag, aber nach kurzer Zeit fangen einzelne 
‘Kristallk6rnchen an zu wachsen, und wir erhalten schéne Kristalle. 


* R.W. Pout zum 60. Geburtstag gewidmet. Vorgelegt der III. Klasse der 
Ungarischen Akademie der Wissenschaften in Budapest am 22. Dezember 1947. 
: 1-Gyuual, Z.: Z. Kristallogr. (A) 91, 149 (1936). 

2 KossEL, A.: Leipziger Vortr. 1928. 

3 NeuMANN, K.: Z. Elektrochem. 44, 474 (1938). 
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Damit auf dem kalten K6rper gréBere Kristallindividuen wachsen 
k6énnen, ist erforderlich, daB an der Wachstumsstelle eine bestimmte 
Temperatur erreicht wird. Unter dem Mikroskop ist es sehr leicht, 
das Wachsen der einzelnen Kristallstiicke zu beobachten. Benutzt 
man einen heizbaren Drahtbiigel, so kann man erreichen, da8 nur 
einige Individuen zu wachsen anfangen, aber bedeutende GroBe er- 
reichen k6nnen. 

Die Abb. 1 zeigt die SchweiBstelle eines Thermoelementes, welche 
mit weiBem Niederschlag bedeckt ist. Gegeniiber ist der geschmolzene 


NaCl-Tropfen. Die Distanz von der Salzoberflache bis zum Thermo- 
element ist 1,2 mm. Als das Thermoelement 200° C Temperatur zeigte, 
begannen einige Kristalle von der Oberflache her zu wachsen und 
wuchsen in den Dampfraum hinein, bis sie in 0,12mm Entfernung 
von der Fliissigkeit, welche eine Temperatur von 810°C hatte, ge- 
schmolzen sind. 

In der Abb. 2 ist ein Quarzfaden unter dem Salzkérper. Der 
Salzk6érper ist nur in der Nahe des Drahtes geschmolzen. Am Quarz- 
faden, in 1mm Entfernung von dem Salzkérper, ist in einer Zeit 
von 10 Min. nur weiBer Niederschlag entstanden, dagegen hat sich 
an der unteren Seite des SalzkGrpers ein schéner Kristall gebildet. 
Die Temperatur am Quarzfaden hat nicht die nétige Héhe erreicht, 
daB dort gréBere Individuen wachsen kénnen. 

In der Abb. 3 gebe ich einige Mikroaufnahmen, welche an der 
heizbaren Drahtschlinge (0,1mm Cekas) wuchsen. Die Anfangstempe- 
ratur des Drahtes diirfte 300 {00°C betragen. Einzelne Individuen 
erreichen eine bedeutende GréBe (Kantenlange 0,2 mm, Abb. 3a und b). 
Der Kristall der Abb. 3a wuchs an einem Quarzfaden, den man mit 
einem Mikromanipulator allmahlich von der Fliissigkeitsoberflache 
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entfernen konnte, damit die wachsenden Kristalle immer an gleich 
temperierter Stelle blieben. Es wuchsen immer neue Individuen in 
der alten Orientierung. (Fotografiert nach Abbruch des Kristalls.) 

Sehr viele Beobachtungen haben ergeben, dab meistens die Spitze 
eines Wiirfels dem Dampfraum gegeniiber vorgeschoben wird. Der 
Trager der Spitze ist eine Wiirfeldiagonale und von der Spitze gehen 
die 3 Wiirfelkanten aus. Die kondensierenden Massen lagern sich von 


Abb. 2. Salzkérper, rechts am Heizdraht etwas geschmolzen. Unten Quarzfaden, mit weiBem Nieder 
schlag bedeckt. Am Salzkérper unten ein schéner Kristall in 10 Min. gewachsen, wahrscheinlich aus der 
Dam pfforn 


der Wiurfelspitze her an den 3 Wiirfelkanten ab, und so entstehen 
3 Ebenen, welche durch die Wiirfeldiagonale und je 1 Wiirfelkante 
hindurchgehen; von vorne gesehen bilden je 2 einen Winkel von 
120°. Siehe in der Abb. 3 die schematische Skizze 3c. 

Die Zunahme der Massen an der Kante ist oft zu beobachten, 
wie ich es in meiner friiheren Arbeit (Abb. 1) angegeben habe. Wenn 
man nicht einzelne Individuen ziichten will, und die Massenablagerung 
sehr rasch vor sich geht, so wachsen im allgemeinen gleichzeitig 
mehrere Spitzen eines Wiirfels in der oben angegebenen Weise. Die 
mittlere Spitze schiebt sich am meisten vor, da sie in die groBte Dampf- 
dichte hineinwiachst. Seitlich kommen schrage Seitenzweige; so ent- 
steht eine Verzweigung, welche oft zu einem tannenbaumartigen 
Gebilde fiihrt (Abb. 4). Es ist also eindeutig klar, daB NaCl-Kristalle 
aus dem Dampfraum wachsen konnen. An kalten Korpern kondensiert 
der Dampf zu kleinen, im Mikroskop nicht auflosbaren Kristallchen, 
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welche dort einen weiBen Niederschlag bilden. Zur Bildung von 
er6Beren Kristallindividuen ist unbedingt nétig, daB an der Konden- 
sationstelle eine Temperatur herrscht, die hoch genug ist, um dee 
[onen oder Jonenpaaren eine so grobe Beweglichkeit zu erteilen, dafs 


das Zusammenordnen zu einem groBeren Kristall erméglicht wird. 


\bb \ | x3 iN 
lariibe Lit 1 
plat He 
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h 

§. In diesem Punkt gebe ich einige Beobachtungen an Kristallen. 
die an dem erhitzten Sal tropten selbst wuchsen. Det lropfen dart 
hierzu nicht bis zum Schmelzen erhitzt werden. Dabei miissen wit 


uns vor Augen halten, daB an der Salzoberflache immer eine Ver- 
dampfung stattfindet Fund War eine ziemlich starke, wie die Dampf 
druckkurve des NaCl zeigt. Die Temperatur an der Salzoberflache 
ist nicht gleichmaBig: die Stellen nachst dem Heizdraht haben hdhere 
lemperaturen, als die entfernteren. Auch die Luftstrémung tragt 
dazu bei, die Temperaturverteilung ungleichmaBig zu machen. Infolge 


dessen. ist die Verdampfung an det Nal oberflaiche raumlich nicht 
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gleichmaBig. In diesem Zustand des Salztropfens finden wir nach 


kiirzerer oder langerer Versuchsdauer an 
Kristallindividuen, 


1 der Oberflache einzelne 
welche 3 verschiedene Formen zeigen kénnen. Es 


*%) 


\ 0 , ; c ) fform ge en NaCl- Kristal Die Spitzen 


wachsen dicke, kubische Saulen, rechtwinklige, diinne Verzweigungen 
aus quadratischen Prismen, und rechtwinklige Verzweigungen mit 
spitzen Zweigen, tannenbaumartige Gebilde. 

Die Sdulen sind kurz, verhdltnismaBig breit, die kleineren voll, 
die groBeren sind nur an den Kanten ausgebildet, so daf{ nach innen 
eine treppenartige Vertiefung vorhanden ist (Abb. 5c), wie ich es 
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\bb, Sa—d. a Der Salzkérper (links dic 


Niedrige dicke Wiirfelblécke 


block und daneben eine gitterartige 
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Doppelpfeile: Diinne, senkrechte 

Verwachsung in vergré 
Wiirfelblock 


vis 
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Kristaller 


Verwachsungen 


ib. c und d 


Einfache Pfeile 


b Ein Wiirfel- 


\ufgewachsene 
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schon in der Abb. 7! in meiner fritheren Arbeit angab. In den Abb. § 


und 6 gebe ich einige Mikroaufnahmen, wo die Sadulen mit Pfeilen 
angezeigt sind. In der Abb. 5 sieht man, da® die Héhen- und Breiten 


verhdltnisse der einzelnen Gebilde auffallend verschieden sind. Die 
Abb.5b und 5c zeigen einzelne Exemplare in gr6Berem MaBstab. Die 


Abb. 6 zeigt, daB die verzweigten Gebilde auch typisch auftreten. Die 


eine Art besteht aus unregelmaBigen, rechtwinkligen Verzweigungen 


(rechte Halfte), die andere (linke) besteht auch aus rechtwinkligen, 
aber regelmaBigen, tannenbaumartigen Verzweigungen. 
Die niedrigen, breiten Sdulen entstehen durch Oberflachenwande- 


rung der Ionen. Die Orientierung der Kristalle ist meistens so, dal 


L Gyunal, Z.: Z. Kristallogr. (A) 91, 149 (19356 


8 Z. GYULAI: 


die Sdulen auf der Oberflache senkrecht stehen; der Kern, welcher zu 
wachsen anfangt, ist also nach einem Oberflichenkristall orientiert. 
Die Oberfliche des Tropfens besteht me istens aus Wiirfelchen; infolge- 
dessen stehen die daraufwachsenden kubischen 5 4julen senkrecht auf 
der Tropfenoberflache. Charakteristisch ist, daB v iele nebeneinander 
wachsende Sdulen oft gleich orientiert sind, als Zeichen dafiir, dal 
die Unterlage fiir die Saulen richtungsbestimmend ist. DaB die Ober- 
flache des Tropfens meistens aus ebenen Flachen besteht, zeigt die 
\bb. 7, welche infolge geeigneter Beleuchtung mehrere grobe Flachen 


zeigt. DaB die Saulen auf der Unterlage gleichorientiert aufwachsen, 
zeigt die Abb. 8a. Infolge der Beleuchtung sieht man, da8B die Ober- 
flache der Séule mit der groBen Flache des Tropfens Seb orientiert 
ist. Diese Abbildung zeigt noch weiter, daB um den FuB der Saule 
die Grundflache ausgehohlt ist (Abb. 8b). Der Durchschnitt der Saule 
und Oberflache ist in der Abb. 8c angegeben, als ein sichtbares Zeichen 
dafiir, dab die Saule aus der Masse entstanden ist, welche aus dem 


Raume um den Ful’ herum heraufgewandert ist. Das Bild ist also 


ein handgreiflicher Beweis dafiir, daB diese niedrigen, dicken Sdaulen 
durch die Obertlachenwanderung der Ionen entstanden sind. Obwohl 
die Oberflachenwanderung der lonen nach mehreren 
bewiesen ist, halte ich im Falle des NaCl diese 


fiir wichtig 


Beobachtern! 
Beobachtung doch 


}. Die dicke Saulentorm halte ich fiir typisch fiir die Oberflachen- 


wanderung der lIonen. Die 2 anderen Kristallformen sind nicht 


1 NEUMANN, K.: Z. Elektrochem. 44, 474 (1938 VOLMER, M. u. I. EsteEer- 


MANN: Z. Phys. 7, 13 (19414) VOLMER, M. u. ADHIKARI: Z. Phys. 35, 130 (1925) 
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typisch. Wenn wir namlich die Temperatur des Salzkérpers unter 
dem Schmelzpunkt halten und in die Nahe einen geheizten Draht 
bringen, so erhalten wir in 1—3 Stunden, auf dem Salzkorper nahe 


i regelmaBige (tannenbaumartige) Gebilde am gleichen 


srt won der Abb. 6 


um den Draht herum auch Kristalle und zwar die schon erwad hnten 
senkrechten Verzweigungen. Ich halte es also fiir mdglich, daB diese 


en den Gasraum verdickte 


Heizdraht aufgewachsene Kristalle Geg 


Abb. 10. Unten Salzkorpe ove al . 
Kopf, mit Pfeil bezeichnet. Am Salzkérper ein Individuum, von Spitz 
: Doppelpfeil bezeichnet 


I 


zu Spitze weiter gewachsen, mit 


verzweigten und tannenbaumartigen Kristallgebilde auf dem Salz 
k6rper ebenso durch Kondensation entstehen, wie die auf dem Draht 
welche man an der Abb. 6 und in 


gsewachsenen. Diese 2 Formen, 
Ob sieht, verdanken ihre 


vergréBertem MaBstab an Abb. 9a und 


10) WE GYULAL: 


: 
1 1 


” 


iuBere Form wahrscheinlich nur den d4uBeren Wachstumsbedingungen, 
Wo die Dampfdichte gréBer ist, dort wachsen breitere Kopfe, wie es 


hiufig vorkommt, wenn ein Kristall auf einem Draht in den Dampt- 


Beitrage zur Kenntnis der Kristallwachstumsvorganze. 
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raum hinein wachst (Abb. 10, Pfeil). Wo die Kristalle sich in allen Rich- 
tungen ausbreiten (Abb. 9a), dort ist die Dampfdichte gleichmaBig; wo 
aber die tannenbaumartigen Gebilde entstehen (b), dort ist die Dampf- 


dichte nach auBen immer 
kleiner. DaB die Dampf- 
dichte eine wichtige Rolle 
spielt, beweist die Tat- 
sache, daB bei wiederhol- 
ten Versuchen mit immer 
tieferer Temperatur des 
Salzkoérpers, die gebildeten 
Kristalle immer feiner und 
feiner werden. Die Abb. 11 
zeigt, daB die Kristalle am 
Salzkoérper um den Heiz- 
draht am dichtesten ge- 
lagert sind. Diese Kristalle 
sind in ungefahr 3 Stunden 
entstanden. Die Abb. 11b 
zeigt vergroBert die Fein- 
heit der einzelnen Nadel- 
chen. Hier sieht man auch 
die senkrechte Struktur der 
einzelnen Tannengebilde. 

In der Abb. 12a und b 
gebe ich 2 Aufnahmen 
von diesen 2 Gebilden. Im 
Grunde ist kein Unter- 
schied vorhanden, die spit- 
zen Saulen (b) haben auch 
quadratische Struktur, nur 
sind die Sdulen gegen das 
Ende nicht voll. Auf der 
Saulenoberflache (a) sieht 
man schichtungsartige Ge- 
bilde, wie ich es in meiner 
ersten Arbeit in der Abb. 2 


b Tannenbaumartige Gebilde aus spitzen Staben 


(Yom Objekttrager photographiert.) 


a Senkrechte, unregelmaBige Gebilde aus Stangen. 


C. 


Abb. i2a 


angedeutet habe. Die Schichtung zeigt, da bei diesen diinnen Saulen 
auch die Oberflachenwanderung der Ionen eine wichtige Rolle spielt. 
Trotzdem halte ich es nicht fiir wahrscheinlich, daB diese fein ver- 
zweigten Gebilde (Abb. 11 und 12) dadurch entstehen, dali die Massen- 
zuwanderung nur durch Oberflachendiffusion vom Salzkérper her 
erfolgt. DaB dies wenigstens nicht immer der Fall ist, dafiir gebe 


ec Die Struktur eines spitzen Zweiges. 
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ich in der Abb. 13 ein Beispiel, welches ein direkter Beweis dafiir sein 
diirfte, daB ein auf dem Salzkérper aufgewachsener Kristall durch 
Kondensation weiter wachst. Die mit Pfeilen bezeichneten 2 Ind1- 
viduen haben sich von der Spitze aus weiter sebildet. Diese Wachs- 
tumsart ist aber charakteristisch fiir dieses kondensationsartige Wach- 
sen, wie das aus den Abb. 1, 3a und b zu sehen ist. In der Abb. 13 
bei dem oberen Kristall (Pfeil 1), welcher in Richtung der Wiirfel- 
diagonale weiter wachst, halte 
ich es fiir wahrscheinlich, dah 
ein Wiirfel, welcher durch Ober- 
flachendiffusion entstanden ist, 
nach einer bestimmten Zeit 
durch Kondensation sein Wachs- 
tum fortgesetzt hat. Desgleichen 
sehen wir auch in Abb.10 (mit 
Doppelpfeil bezeichnet) am Salz- 
k6rper eine vorspringende, aus 
mehreren wiirfelartigen Indi- 
viduen bestehende Saule. Die 
Frage Wart also, ob die aus 
feinen Nadeln und Balken_ be- 
stehenden rechtwinkligen Ver- 
zweigungen und tannenbaum- 
artigen Gebilde tiberhaupt durch 
Oberflachendiffusion entstehen 


kénnen. Wenn wir diese Frage 


AD De dies ARO, SOUR SEE SteiRG EL Es auch jetzt nicht eindeutig be- 
gewachsenen Kristallblock wacl x ; 
Richtung aus dem Dampf weitere Wirt feil 4 antworten kénnen, so laBt sich 
Pfeil 2 zeigt ei hnlich il 1u let f } ) 
shure Sarath emir I ace FRESE doch die Méglichkeit, daB sie 
auch aus der Dampfform durch 
Kondensation wachsen, kaum ausschlieBen. Die grundlegende Roll 
der Oberflachendiffusion der lonen von den Ecken und Kanten het 


haben wir geniigend hervorgehobe1 \ber damit ist nicht bewiesen, 


dali’ Materienachheferung seitens des Salzkérpers nur durch Ober 


flachendiffusion erfolgen kann 


5. Im folgenden gebe ich einige Kristallbilder, bei denen die Art 


der Materienachlieferung eindeutig ist. Die in Abb. 14 wiedergegebenen 


sdulenf6rmigen NaCl Kristalle sind aus der Lésung gewachsen. Diese 


Formen wachsen nur bei duberst seltenen Bedingungen. In feuchter 


Luft, wo noch eine gewisst Verdamptung stattfindet, aber die Ober 


ganz diinnen, hdchstwahrscheinlich 
elnige Molekel dicken Lésungsschicht bedeckt ist, bilden 


flache der Kristalle mit einer 


sich diese 


Sdulen zwischen 10—20° C Temperatur. Die Verdampfung darf aber 
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nur so stark sein, daB die freiwerdenden Ionen noch Zeit haben durch 
Oberflachendiffusion auf die Spitze der Sdule zu wandern. Es ist 
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vielleicht médglich, daB das Anlagern der Ionen an der Spitze det 
Saule zuerst stattfindet und nur die Wassermolekeln, welche so ohne 


Salzpartner geblieben sind, verdampfen. Diese Wachstumsart geht, 


14 Z. GYULAT: 


wenn die Bedingungen vorhanden sind, ziemlich schnell vor sich, ist 
aber gegen die einzelnen Bedingungen sehr empfindlich. Abb. 14a 
zeigt Kristalle, die auf der auferen Oberflache eines Porzellantiegels 
gewachsen sind, in welchem gesdttigte Salzlosing war. Die Lésung 
ist nur durch die Poren nach auBen gelangt. Die Saulen der Abb. 14b 
sind an einem langen Ziegelstein gewachsen, welcher in einen tiefen 
Becher eingestellt war. Der Becher enthielt unten etwas gesattigte 


0 


Abb. 15. Nadelartige Kalzitkristalle aus der Hohle: Korarnik (aus der Sammlung von Prof. E. BALoGu) 


NaCl-Lésung. Die Lésungnachlieferung ist auch hier durch die Poren 
des Ziegelsteines geschehen. An dem Ziegelstein oben ist die normale 
Salzausbliihung vorhanden und nur unten in einer gewissen Zone sind 
die geraden Siulen gewachsen. In einem fiir diesen Zweck angestellten 
Versuche dauerte es Monate, bis die Bedingungen so getroffen waren 
daB sich die hier gegebenen Saulenformen gebildet haben (Abb. 140). 
Diese Saiulenform ist fiir uns jetzt deswegen wichtig, weil hier die 
Materienachlieferung in einer Lésungsschicht nur durch eine Art Ober- 
flachendiffusion erfolgt. | 
Dab sich diese geradlinige Form der Kristalle nicht nur auf NaCl 
beschrankt, zeigen die Berichte vom Prof. E. BALOGH! iiber Kalzit- 
bildungen in einer Hohle, wo die Héhlenwinde mit einer Art von 
weifem Schimmel bedeckt sind; dieser Schimmel besteht aus 1—3 p 
1 BaLoGH, E.: Protokalcit. E.M. E. 42, 147 (1937). 
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dicken Kalzitnadeln, welche eine Lange bis 500 uw erreichen kénnen. 
In der feuchten Luft der Héhle, wo sowohl die Wasserverdampfung 
wie der Wechsel des Kohlensiuregehaltes der Luft sehr klein sein 
dirfte, konnten wahrscheinlich an den feuchten Wanden, wo eine 
diinne Lésungsschicht immer vorhanden war, diese Saiulen wachsen. 
In der Abb. 15 gebe ich eine Mikroaufnahme von diesen feinen Kalzit- 
gebilden. Kalzit bildet sich gewéhnlich sehr leicht und in verschiedenen 


=A 


Abb. 16. Schematisches Bild fiir den Aufbau der Kristalle aus Ionenpaaren, 


Formen, aber wie man sieht, bilden sich unter gewissen Bedingungen 
nur diinne Sdulen. 

Hier mu man hervorheben, daB das Wachstumselement (Bau- 
element) dieser Formen das einfache Parallelepiped ist. Das Wachsen 
dieser Form ist aber nach den Kossetschen Regeln sehr einfach zu 
verstehen. Der NaCl-Dampf besteht aus NaCl-Ilonenpaaren. Es kénnen 
aber im Dampfraum Doppel- und Tripel-lonenpaare vorkommen und 
es kommen auch so groBe Gebilde vor, daB sie schon als Kristalle 
gelten kénnen. Diese letzte Behauptung beweist die Tatsache, dab 
um den geschmolzenen Salztropfen eine sog. ,,Dampfhiille’ sichtbar 
ist. Diese sichtbaren Teilchen, welche schon Lichtzerstreuung ver- 
ursachen, sind ultramikroskopische Kristallchen. Einige, einfachste 
Ionenpaar-Kombinationen sind in Abb. 16 angegeben. Die Kombi- 
nationen sind aber wahrscheinlich auch in der 3. Richtung geschichtet. 
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Das Weiterwachsen einer Sdule geht am leichtesten an den dunnen 
_ “ . - ' “* 

Enden vonstatten!. So ist also das Entstehen von ganz dtnnen 
Sdulen zu verstehen. An den Sdulen sind auch oft  seitliche 


’ 
OF out 


a: 


\nwachsungen sichtbar. Dies 


Erscheinung 


ist auch nach den KosskEL- 
schen Betrachtungen klar. Das Anlagern von gréBeren Gruppen ist 
ebenfalls méglich und sehr wahrscheinlich, aber diese mussen sich in 
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Been tiie Ordnung einfiigen. Dazu ist die hohe Temperatur 
r abt Es ist also sehr wahrscheinlich, daB die Temperatur- und Dampf- 
dichteverteilung fiir jeden einzelnen Fall die fiir die auBere Form 
bestimmenden Faktoren sind. 
«6. In diesem Punkt gebe ich noch eine Wachstumsart an, als Belag 
( a wie Au8erlich verschiedene Kristallformen entstehen kénnen, 
wenn die duBeren Bedingungen entsprechend sind. Wird der Salz- 
<Orper geschmolzen, so ist er mit einer heiBen Dampfhiille umgeben. 
n der duBeren Hiille der Dampfschicht sind schon kleine Kristalle 
dex Lichtzerstreuung erkennbar. Stellen wir in diese heiBe Dampf- 
schicht unseren heizbaren Drahtbiigel hinein, dann ist es ziemlich 
icht zu erreichen, daB an der Drahtoberflache eine stiirmische Kristall- 
bildung in Gang kommt. Es entstehen einzelne Zweige (Abb. 17), 
welche sich ruckweise in Sekunden bis 0,5 mm lang ausbilden kénnen. 
se Zweige bestehen aus einzelnen Individuen, welche wahrschein- 
ch Wiirfelskelette sind. Die GroBe dieser Wiirfel betragt ungefahr 4 y. 
ei 3—5 yp sieht man volle Wiirfel. Wenn also die Dampfdichte 
e niigend groB und die Temperatur und Warmeabgabe richtig ist, so 


ichsen von Spitze zu Spitze kleine Wiirfel. Verschiebt man aber 


en Draht einige zehntel Millimeter weiter, so hért die Bildung dieser - 
Formen bereits auf. 


SchluBbemerkung. 

- Nach dem Vorangegangenen diirfte wohl klar sein, daB entgegen 
der Bemerkung des Herrn E. NeuMANN, die von mir! gegebenen 
Kristallbilder teilweise, und zwar die Abb. 9 und 10a aus der Dampf- 
form durch Kondensation entstanden sind. Die Abb. 7 und 8 sind 
2wiB durch Oberflachendiffusion entstanden. Das habe ich damals 

nicht erkannt. Die Rolle der Oberflachendiffusion der Ionen diirfte 
allgemeiner sein, als man friiher gedacht hat. Die Oberflachen- 

ion der Ionen kann auf verschiedene Art vor sich gehen, teil- 

e durch héhere Temperatur, teilweise in einer molekularen Lésungs- 


Bei der Ausfiihrung der Arbeit haben mir Herr Dr. J. BARABAs 
ind Frl. M. Toronyi in dankenswerter Weise geholfen. 
eect 


~ Kolozsvar (Ungarn), Physik. Institut der F. J. Universitat, Mai 1944. 


“Gyotat, Z.: Z. Kristallogr. (A) 91, 149 (1936). 
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Optische Untersuchungen zur Struktur | 
elektrolytischer L6sungen*. . 


Von 


Y.K. Cuow und K. H. Hetiweee in Gottingen. 
Mit 3 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 28. August 1944. ) 


Das Spektrum von waBrigen Lésungen von Nd-Zn-Nitrat wird bei 11 Konze 
trationen zwischen 0,001 76 und 0,72 Mol./Liter mit dem Spektrum des 
Salzes verglichen. Bei den niedrigsten Konzentrationen ist es dem Sp 
des Kristalls ahnlich, wahrend sich seine Form bei Erhéhung der Konzent 
stark verandert. Die Oszillatorenstarke je Nd~~*-Ion nimmt mit wach de 
. Konzentration zu. Beide Anderungen beruhen auf der Stérung der nachste 
ee. Umgebung der absorbierenden Nd°*~-Ionen. Es existiert ein Gleichgewic 
ear. 7 zwischen zwei durch die Struktur ihrer Umgebungen unterschiedenen Io: 
La formen, von denen die bei hoher Konzentration tiberwiegende mindestens doppe 
so stark absorbiert wie die andere. Im Kristall ist die Gesamtabsorption | 
[hes als in allen Lésungen und von der Polarisation unabhangig. 


1. Ubersichi. 


Wahbrend die in den meisten Fallen zur Erforschung des Aut 
von Flissigkeiten angewandten Methoden nur Aussagen iiber ge 
integrale Effekte oder statistische Mittelwerte zu machen gesta’ 
wie z. B. kalorische Untersuchungen, Dichtebestimmungen, Messungt 
oe der elektrischen Leitfahigkeit usw., werden in neuerer Zeit in zunehmet 
dem MaBe auch optische Methoden benutzt, die fiir manche i cl 
groBe Vorteile bieten. In Lésungen z. B. kommen die optischen Eig 
schaften im allgemeinen ganz bestimmten Bestandteilen, etwa einer 
bestimmten Ion eines gelésten Salzes zu, und ihre Untersuchu 
stattet Schliisse auf die Situation dieses Ions in der Lésung un 
Wechselwirkung mit der Umgebung. Dabei sind besonders g i 
Versuchsobjekte solche Ionen, die erstens ein besonders fein st 
turiertes Spektrum haben, und deren Spektrum zweitens im. 
kristallisierten festen Salz bereits genau bekannt ist. Man kann 
diesem Fall hoffen, Aufschliisse iiber die Veranderungen zu erha 
die die Umgebung dieses Ions’ beim Auflésen des Kristalls erle 

Beide Voraussetzungen werden von den dreiwertigen Ionen d 
seltenen Erden erfiillt, deren Spektren wegen der Schirfe ihrer Lini 


* Herrn Prof. R. W. Pont zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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allgemein bekannt sind. Fiir die Zwecke der Lésungsspektroskopie 
teilt man sie zweckmaBigerweise in 2 Gruppen ein}, 

Die 1. Gruppe enthalt die fluoreszierenden Ionen von Sm, Eu, Gd, 
Tb, Dy. Diese zeichnen sich dadurch aus, daB der Beitrag der 4f- 
Elektronen zu dem von der speziellen Elektronenverteilung, d. h. dem 
Term mit der Konfiguration 4f", abhangigen Anteil der chemischen 
Bindung und damit auch die Linienbreite besonders klein ist. Sie 
eignen sich besonders zur Untersuchung der statischen Eigenschaften 
der Umgebung des Ions, z. B. ihrer Symmetrie. 


Die 2. Gruppe enthialt die nicht fluoreszierenden Ionen von Pr, Nd, 
Ho, Er, Tm. Hier sind die chemischen Bindungskrafte hGherer Naherung 
wesentlich starker und von groBer Bedeutung, 
da sie das Auftreten von neuen Absorptionen 
bewirken, die in den Spektren der 1. Gruppe 
nur mit kaum merklicher Intensitat auftreten. 
Diese neuen Absorptionen liegen im Abstand 
der Gitterschwingungsfrequenzen [(0—1)- und 
(4 —0)-Ubergange]? oder ihrer Kombinationen 
[z. B. (0—2)-Ubergange]* von den durch Elek- 
tronenspriinge in der 4f-Schale der SE-Ionen 
bewirkten Absorptionen [(0—0)-Ubergange] 
entfernt und werden einer Uberlagerung von 

-Grund- bzw. Kombinationsschwingungen des 
Gitters iiber die Elektronenspriinge zugeschrie- 
ben, d. h. bei ihnen erfolgt gleichzeitig mit dem ayy, 4. Term- und Ubergangs. 
Elektronensprung eine Anderung des Schwin- case wae cA A 
‘gungszustandes im Gitter (s. Abb. 1). 


_ Verbunden mit dieser stérkeren Kopplung an das Gitter ist eine 
entsprechend groBe Linienbreite. Deshalb sind die Spektren dieser 
Ionen zur Erforschung der statischen Eigenschaften der Umgebung 
weniger gut geeignet, als zur Untersuchung der dynamischen Verhaltnisse. 
Aus der 1. Gruppe ist das Eu~*-Ion bereits Gegenstand einer 
anzen Gruppe von Arbeiten von TOMASCHEK*, sowie FREED und 
itarbeitern® gewesen. Das Ergebnis dieser Arbeiten ist: 
1 HEeLLWEGE, K.H.: Ann. Phys., Lpz. (5) 40, 529 (1941). 
2 Joos, G. u. H. Ewan: Nat. 25, 636 (1937). — Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, 
ath.-physik. Kl. 3, 71 (1938). — Ewan, H.: Ann. Phys., Lpz. (5) 34, 209 
1939). — HertiwecGe, K.H.: Z. Phys. 113, 192 (1939). 
3 Hertwece, K.H. u. A. RoEveR: Z. Phys. 114, 564 (1939). 
4 TomascHEK, R.: Ergebn. exakt. Naturw. 20, 268 (1942). 
‘5 FREED, S. u. Mitarbeiter: J. Chem. Physics 7, 824 (1939); 8, 227, 291, 840 
4940). — J. Amer. chem. Soc. 63, 1079 (1941). 
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1. In Lésungen von Eu-Salzen hat die Umgebung jedes Eu-Tor ons 
eine wohldefinierte Symmetrie. 

2. Diese hingt ab vom Lésungsmittel, vom Anion und von der 
Konzentration. | 

3. Durch (0—1)-Ubergiange angeregte Schwingungen coutaeitens einen 
Bereich von mindestens einigen Koordinationsschichten um das Ion. 

In der vorliegenden Arbeit wird dagegen tiber Untersuchungen an 
einem Vertreter der 2. Gruppe berichtet, dem Nd~~-Ion. Zur Deutung 
der Messungen werden die ebengenannten Ergebnisse am Eu™™ 1 it 
herangezogen. : 

Bei Zimmertemperatur wurde die Absorption im Bereich der Gruppe D 
(vy ~ 17700 cm=}) eines trigonalen Kristalls von Nd,Zn,(NO3),2* 24 H,O 
im ordentlichen wie im auBerordentlichen Spektrum sowie von 11 Lésun- 
gen desselben Salzes mit Konzentrationen von 0,00176 bis 0,72 Molen 
des wasserfreien Salzes je Liter Lésung untersucht. Dabei wurden di¢ 
Konzentrationsbestimmungen iiber Dichtemessungen durchgefiihrt. Es 
wird versucht, die experimentellen Ergebnisse unter einem einhe 
lichen Gesichtspunkt zu diskutieren. 


2. Experimentelles. ’ 


Die Spektren wurden photographiert an einem ZeifSschen Drei- 
prismenspektrographen mit Autokollimation (f = 130 cm), der im be. 
nutzten Spektralbereich eine Dispersion von 44/4/— 6,5 AE/mm hat 
Die Platten wurden sofort nach der Spektralaufnahme in einem HANSEN- 
schen Stufenblenden ondensor von ZeiB mit Schwarzungsmarken ver 
sehen, wobei das Licht durch ein Gelbfilter (Schott GG) ging. Wegen 
ihrer Feinkérnigkeit wurden Agfa-Isopan-F-Platten verwandt und in 
Final-Feinkornentwickler entwickelt. Da die Empfindlichkeit dieser 
Platte gerade im untersuchten Spektralgebiet stark von der Wellen- 
lange abhingt, muBte bei jeder Aufnahme auch das Kontinuum sorg- 
faltig durchphotometriert werden. Da es kiirzere Belichtungszei rer 
erforderte als die Spektren, war fiir das Kontinuum eine besonder 
Aufnahme von Schwirzungsmarken nétig. Die Spektren wurden da nn 
mit dem ZeiBschen Mikrophotometer durchphotometriert, auf molar 
Absorptionskonstanten umgezeichnet und planimetriert. Jedes Spek 
trum wurde 3mal aufgenommen und alle 3 Aufnahmen wurden un 
abhangig voneinander ausgewertet. Der Mittelwert wurde benutzt 
Die Genauigkeit ist auf diese Weise sehr groB in der Mitte der Ab- 
sorptionsbanden, aber natiirlich klein an den Fliigeln, wo sich ein 
gewisse Willkiir beim Abschneiden der Bande vom Untergrund ni 
ganz vermeiden abt. Aus diesem Grunde sind auch die Angaben tibet 
die Flache der Banden, d.h. die /-Werte nur bis auf einige Prozen nt 
zuverlassig. 
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CLAS 
Die Bahamas am Kristall wurden an Einkristallen von 2 04, mm 
Dicke im polarisierten Licht gemacht. Zu den Aufnahmen der Lésungs- 
" spektren dienten Kiivetten von 0,2 bis 2000 mm Dicke. Die langsten 
_ waren einfach Glasrohre, auf die mit Siegellack Glasfenster gekittet 
wurden. Die Konzentrationen wurden so bestimmt, daB zunichst ein 
gewogener Einkristall von Nd,Zn,(NOy),. - 24 H,O in einem abgemesse- 
_ nen Volumen Wasser gelést und diese Lésung dann schrittweise durch 
% Auffiillen mit destilliertem Wasser in geeichten MeBkolben weiter ver- 
, diinnt wurde. Bei jeder Konzentration wurde die Dichte gemessen. 
Die Wagungen wurden auf einer Sartrortusschen Dampfungswaage 
‘ -ausgefiihrt, die Volumenbestimmung mittels eines geeichten MeB- 
_kolbens, dessen Volumangabe so korrigiert wurde, daB er bei der durch 
einen Thermoregler aufrecht erhaltenen Zimmertemperatur von 21° C 
im Wagezimmer fiir doppelt destilliertes, ausgekochtes Wasser die 
Dichte 0x,0 = 0,9980 g/cm? gab. 


4 3. Absorptionsmessungen, Ergebnisse. 


Der obere Teil der Abb. 2 zeigt die Spektren der Kristalle. Auf 
Grund der obengenannten Untersuchungen von Joos und Ewa tp, 
_-Ewap und HELLWEGE lassen sich die einzelnen Maxima der Banden 
in folgender Weise deuten: Die gesamte Bande gehért zu einer Linie 
‘oder zwei Linien des freien Ions. Beim Einbau in den Kristall spalten 
diese Linien in 2 Gruppen D und D’ auf (innerkristalliner Starkeffekt), 
die bei Zimmertemperatur wegen der relativ groBen Linienbreiten nur 
-teilweise aufgelést werden kénnen. Die von ihnen tiberdeckten Frequenz- 
bereiche werden durch Klammern mit dem Symbol », [reine Elek- 
tronenspriinge, (00 -Ubergange] gekennzeichnet. Diesen reinen Elek- 
tronenspriingen folgen auf der hdherfrequentigen Seite im Abstand 
der Schwingungsfrequenzen die durch Klammern mit dem Symbol 

V, ay vy, gekennzeichneten (0—1)-Uberginge, durch die das Gitter 

zu Schwingungen angeregt wird. 

Auf der niederfrequenten Seite liegen entsprechend die (1—0)- 
Jbergange (v,—v,), die bei sinkender Temperatur verschwinden, da 
sie von angeregten Schwingungszustanden ausgehen. Ihnen iiberlagern 
sich mit groBer Wahrscheinlichkeit noch reine Elektronenspriinge (v;), 
die von den ebenfalls erst bei Zimmertemperatur besetzten hdheren 
Starkeffektkomponenten herrithren. Abb. 1 zeigt die hier beschriebenen 
pecegange in einem willkiirlich gezeichneten Termschema. 

- Im unteren Teil der Abb. 2 sind die Spektren der einzelnen Lésungen 
w ae Wir vergleichen zunachst das Spektrum der am stark- 
sten verdiinnten Lésung (die unterste Kurve) mit den Kristallspektren. 
Vie die vertikal eingezeichneten gestrichelten Linien zeigen, kann man 


ohne all zu groBe Willkiir ‘Sie ‘Buckel ar Beata (cana 
Kristallbande zuordnen, mit Ausnahme der Gruppe D’. Doch méch’ en 
i wir dieser Zuordnung keine groBe physikalische Bedeutung zuschreiben, 
pA da sich, wie Abb. 2 zeigt, die Form der Lésungsbande sehr stark mit 
der Konzentration andert und da auBerdem eine spektrale Verschiebung 3 
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Abb, 2. Absorptionsspektren des NdZn-Nitrats. Oben: Trigonaler Einkristall von Nd,Zn,(NO,),_ +24 H 
im 0, und ao, Spektrum, ©G = Strahlvektor, € = elektrischer Lichtvektor. Unten: Losungen, — 
Konzentrationsangaben in Mol des wasserfreien Salzes je Liter Lésung. 
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der ganzen Bande nicht ausgeschlossen werden kann. Die Formiande: 
rung erfolgt von der Form der Kristallbande weg, und es ist nicht 
einzusehn, weshalb gerade in der am starksten verdiinnten Lés ing 
die Absorption der des hoch konzentrierten Kristalls am ahnlichster 
sein sollte (s. S. 26). Wir benutzen deshalb im folgenden die vertikale 
Zuordnung der Buckel 1 bis 5 der Lésungsbande zu den Ma xim 
der Kristallbande nur als Hilfsmittel der Bezeichnung. és 
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Die Anderung der Absorption mit steigender Konzentration de 
Lésung wird durch folgende beiden Angaben charakterisiert: 
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; 1. Es undet sich die Flache der Aeeentoacburee Die Oszillatoren-. 
fark Resp (je Nd°**-Ion, nicht je Salzmolekiil berechnet) 


a f= Amd ey 5.5 [h() dy (1) 
: v = Frequenz {sec~) ¢ = 3-10" [cm sec-] ¢ 
k(v) = molare Absorption aa e = 1,60- 10-1® [Amp. sec. ] . i 
Mol em f 


— 3 : a} 
Amp. sec a = 1000 [cm3/Liter] 


eis. Volt cm Ny = 6,02 - 1078 [Mol-] 
uF a 1 —9,03-10-* fe) A = 1077 [Watt sec/erg] 


nimmt mit der Konzentration stark zu. Der Gang von / mit der Konzen- 
tra ition ist in Abb. 3 aufgetragen. 
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3. Oszillatorenstarke f und Absorptionsverhaltnis kp: kp aA der Lésungen als Funktionen 
der Konzentration, 
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.. Die Zunahme der Oszillatorenstarke erfolgt im wesentlichen zu- Fags 
sunsten des Buckels 4, der bei groBter Verdiinnung zundachst niedriger 
Is der Bereich zwischen den Buckeln 2 und 3 ist, bei héchster Konzen- 

tion jedoch wesentlich iiber diesen hinauswachst (Abb. 2). Um 
en, die Form der Bande verandernden Gang quantitativ zu erfassen, 
das Verhaltnis der Absorptionskonstanten bei der Frequenz des 
cels 4 und einer Frequenz zwischen den Buckeln 2 und 3 gebildet 
wegen der Bedeutung dieser beiden Frequenzen im Spektrum 


<ristalls als ky: ky , 5 bezeichnet, ebenfalls in Abb.3 als Funktion 


- Sowohl die Kurve fiir / wie die Kurve fiir k,:k, 4, steigen bei 
es “Shien Konzentration von etwa 0,15 molar steil an!, wodurch 
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-bewiesen ist, daB die Verformung der Br edeee und die Ver- 
groBerung ihrer Flache durch denselben ProzeB hervorgerufen werden. 

Wenn man den Kristall als Losung des wasserfreien Salzes in seinem 
Kristallwasser auffaBt, ergibt sich seine Konzentration als die einer 
1,24-molaren Lésung, also weit hdher als die Konzentration einer be! 
Zimmertemperatur gesattigten Lésung!. Trotz dieser hohen Konzen- 
tration ist die Oszillatorenstarke im Kristall jedoch noch wesentlich 
kleiner als selbst in der verdiinntesten Lésung. Das in der Lésung 
geltende Gesetz, daB die Oszillatorenstarke mit der Konzentration 
ansteigt, erstreckt sich also keineswegs auch auf den Kristall. Nach 
den Formeln von HELLWEGE? miiBte die Oszillatorenstarke fiir Dipol- 
strahlung wegen der Anisotropie des Kristallbaus als der Mittelwert 


| ja Amegd- 5.212 [hy (nav + + [Ri (pdr 
aus den beiden in allen Teilen meBbaren Gleichungen 


f si 80-4 90h Ae ce = fh (x)dy [SGLX, LX] 
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berechnet werden. Tatsichlich ist diese Mittelwertbildung aber tibe: 
fliissig, da beide gemessenen Gesamtabsorptionen innerhalb der Fehler- 
grenzen sehr genau denselben Wert haben, so daB einfach die An- 
wendung der Gl. (1) auf jedes der beiden Spektren bereits den richtigen 
f-Wert gibt. Die Auswertung liefert / = 2,80 bzw. 2,785-10-®. Dies 
Ubereinstimmung ist keineswegs zufallig. Sie ist der direkte Ausdruck 
des allgemeinen Summensatzes, nach dem die Aufspaltung eines be- 
liebigen entarteten Uberganges durch eine beliebige Stérung zwar ver. 
schiedene Intensitaten einzelner Komponenten in den drei zueina a 
senkrechten Schwingungsrichtungen liefern kann, die Summe der Intensi 
piv taten aller Komponenten fiir jede der 3 Schwingungsrichtungen jedoch 
denselben Wert haben mub. 

* Alle gemessenen und aus den Messungen berechneten Zahlenwert 
By sind noch einmal in Tabelle 1 zusammengestellt. Dabei gehéren die 
‘ 


zur Berechnung der Spalte 5 benutzten Dichtewerte der Spalte 4 z 
einer, die fiir Spalte 5 nicht ausgenutzten Dichtewerte zu einer zweiten, 
. weniger genauen MeBreihe. 


4. Diskussion der Ergebnisse. a 
An Lésungen von Europium-Nitrat haben FREED und Mitarbeiter 
(l. c.) gezeigt, da® in der Lésung ein Gleichgewicht von 2 Arten 


. ' PRANDTL, W. u. H. Ducrue: Z. anorg. allg. Chem. 150, 105 (1926). 
’ 2 HeitwecGe, K: H.: Z. Phys. 121, 588 (1943). 
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er 4 
Eu™ ae onen existiert, wobei ay die 2 Ionenarten endnte’ durch: 
die Symmetrie im Aufbau ihrer nachsten Umgebung unterscheiden. 
ana Bei der starkst verdiinnten untersuchten Lésung (0,0007 molar) ist 

praktisch nur die eine, bei gesattigter Losung praktisch nur die a 
Form vorhanden. , 
Obwohl wir nicht das analoge Neodym-Nitrat sondern das Na-Zn- 1 
Doppelnitrat untersucht haben, méchten wir doch annehmen, daf auch - 
hier zwei (oder mehrere) durch ihre Umgebung unterschiedene ,,onen- 
formen‘‘ existieren. Nimmt man nun an, da die bei hoher Konzen- 
; tration vorwiegende Form etwa um den Faktor 2 starker absorbiert : 
als die andere, so ist damit zwanglos der Anstieg der Oszillatorenstarke — 
af 3 mit der Konzentration erklart. 2 
ae Andererseits ist aber eine verschiedene Starke der Absorption bei 
verschiedener Umgebung des Ions nicht nur méglich, sondern sogar 
auBerst wahrscheinlich. Denn nach HELLWEGE! absorbiert die unter- 
suchte Bande erzwungene elektrische Dipolstrahlung, und deren Int n- 
sitat wird nach VAN VLECK? gerade durch das von der Umgebung des_ 
Pe. Ions auf die 4f-Elektronen ausgeiibte elektrische Stérfeld, d.h. von 
eee. der Struktur der Umgebung bestimmt. Auf diese Weise mu8 auch 
oe , die Tatsache erklart werden, daB in der Lésung die Absorption immer 
LAA,» _ viel starker ist als im Kristall. : 
ah Da nicht bekannt ist, ob tiberhaupt eine der in der Lésung vor- 
kommenden Ionenformen dieselbe Symmetrie hat wie das Ion im> 
_ »  Kristall, k6nnen, wie schon oben bemerkt, die einzelnen Maxima der 
Lésungsbanden nicht eindeutig denen der Kristallbanden zugeordnet 
__werden. Insbesondere kann also nicht entschieden werden, ob tiberhaupt 
aA oder mit welcher Wahrscheinlichkeit Ubergainge mit Anderung des 
Ba Schwingungszustandes [(1{—0)- und (0—1)-Ubergange] in der Lésung 
a auftreten. Da aber einerseits FREED derartige Absorptionen an Lésun- 
gen von Eu-Salzen beobachtet hat, und andererseits nach oe 
beim Nd*** derartige Ubergange sehr viel wahrscheinlicher sind a 
beim Eu***, mu8 man wohl als sicher annehmen, da8 auch in Lésungen a 
das Nd-Ion eine schwingungsfahige Umgebung besitzt, deren Koppluns 
an das Zentralion so stark ist, da8 Schwingungen durch Lichtabsorption 
in der 4f-Schale des Ions angeregt werden. Es ist also sehr wahrschein- 
lich, daB (0O—1)- und (1—0)-Ubergainge merklich an der Absorption 
beteiligt sind. 


Géttingen, II. Physikalisches Institut, Juni 1944. 


} HeLtwece, K. H.: Z. Phys. 117, 198 (1941). 
® van VLECK, J. H.: J. Amer. chem. Soc. 41, 67 (1937). 
* HELLWEGE, K. H.: Ann. Phys. Lpz. (5) 40, 529 (1941). 
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Teil Ill. Rechnerische Durchfiihrung zu Teil II: 
_ Der Fall des einfach periodischen Potentialfeldes. 
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Zur Stiitze der anschaulichen Betrachtungen des Teiles II! werden im Unterteil A 
einer Hilfsbetrachtung die Interferenzen einer von auBen auf einen Halbraum 
einfach periodische.n Potential auffallenden Elektronenwelle untersucht. Die 
srbei gewonnen Ergebnisse werden im Unterteil B bei der Behandlung der 
ellenvorgange benutzt, die von den koharenten ebenen Gitterquellenim Potential- 
Voo (2) hervorgerufen werden. Es ergibt sich in Ubereinstimmung mit Teil I 
starkung der Gitterwellen durch Interferenz, wenn entweder die auf die Ober- 
chen-Enveloppe fiihrende Bedingung (3.602) oder die auf die Raumgitter- 
- Enveloppe fiihrende Bedingung (2.301) erfiillt ist. th, 
in den Unterteilen A und B verwendete Verfahren besteht in der Verall- c 
meinerung der Darwinschen Methode zur Behandlung der Réntgenbeugung auf 
Elektronenbeugung. Um die Betrachtungen mit verhaltnismaBig einfachen 
ematischen Mitteln durchfiihren zu k6nnen, werden die Wellenvorgange nur 
_ in der Nahe der Talsohlen des Potentialfeldes Vj, (z) behandelt. 
1 mathematischen Anhang werden die Wellenvorgange im einfach periodischen ~ 
entialfeld auBerdem durch Lésung der ScuHrOpINnGERschen Differential- 
b ing an allen Stellen des Potentiaifeldes V,,(z) rechnerisch behandelt. 


1. Vorbemerkungen. 


“a) Ableitung des Dispersionsgesetzes. Ehe die Elektroneninterferenzen 
1 einfach periodischen Potentialfeld V,9(z) rechnerisch behandelt 
de en, soll in diesem Unterabschnitt a die im folgenden viel benutzte 
Formel (3.104) hergeleitet werden, welche die Wellenzahl k = 2a/h 
ler einfallenden Elektronenwelle mit dem Quotienten ¢ 


z es qg=—V/E (3.101) 
vorn an Kristallpotential V und Energie E 
es SL ale ae, | (3.102) 
2m 


a 17, Phys. 124, 154 (1947). Die erste Ziffer der Formelnummernvon Teil IL 
t stets eine 2, z. B. (2.503). 
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1 
der (im allgemeinen schief) auf den Kristall auffallenden Elektron en | in 


Verbindung setzt. e. 
Zu diesem Zweck forme man die bekannte Beziehung 


ae 
150 Volt 
‘e =|— “40-8 cm, 


welche die Wellenlinge 4 der einfallenden DE Brociir-Welle mit. der 
in Volt angegebenen Elektronenenergie E verkniipft, dadurch um, da £ 
E mittels (3.101) durch g und V ausgedriickt und gleichzeitig die Wellen- 
lange A durch 22/k ersetzt wird. Dann ergibt sich, nachdem beide 
Seiten der so erhaltenen Gleichung mit der Gitterkonstanten a des. 
Kristalles multipliziert wurden: 


ee 
kage= an-|/ vy -a- 108. (3.103) 
oom 


Da gréBenordnungsmaBig a = 3 - 10-* cm, V =—415 Volt ist, so v ird 
die rechte Seite der Gl. (3.103), die mit C bezeichnet werden soll, 


fisenn ae 
C =2n-|/ ta. 108 ay 22 (3.103’) 
oe k-a-gh=C w2a. (3.404 
Obwohl bei harten Kathodenstrahlen (E = 50 kV) g eine Sebi kleine 
GroBe qg 2-104 3.10 5) 


ist, darf in spiteren Rechnungen die GréBe g nicht gegen 1 vernach. 
lassigt werden, wenn sie in der Kombination (3.104) vorkommt. Det 
innere Grund hierfiir ist, daB in (3.104) die Energie E der auffallenden 
Kathodenstrahlen herausgefallen ist, weil einerseits nach (3.102) R 
proportional £! und andererseits nach (3.101) die GréBe g proportio ral 
E~‘ ist. Der wesentliche Fehler in den LAMLAschen Rechnungen! be- 
steht darin, daB trotz Bestehens der Gl. (3.104) Glieder der Gestalt 
k-a-q' gegen 22 gestrichen wurden, wie im Teil IV, Abschnitt 7 
gezeigt werden wird, 

Mit der Abkiirzung (3.101) erhalt man aus der Formel (1. 301) d des 
Teiles I? fiir den mittleren Brechungsexponenten 7 des Kristalles: 


n=Vitqei+g. (3.106) 


Setzt man auf der rechten Seite von (3.106) den Wert (3.104) fiir g e nt 
so wird wegen k = 22/A: ao 


— C ce al 
ST oat 1 gare ee 
‘i 


1 Vel. FuBnote 4 der S. 156 von Teil IT. z. Phys. 124, 154 (1947). 


* Z. Phys. 124, 80 (1947) Die erste Ziffer der Formelnummern von Teil Ti ist 
stets eine 1, 2. B. (1.403). 
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Ersetzt man hierin C durch die rechte Seite von (3.103), so ergibt sich 
— schlieBlich m 
: ae 1018 -V . AB 
_ 300 Volt ~cm+* 


ee (3,107) 


Da (3.107) die Abhangigkeit des mittleren Brechungsexponenten ” 
des Kristalles von der Wellenlinge 4 der auffallenden Kathoden- 
_strahlen angibt, so stellt (3.107) das Dispersionsgesetz des Kristalles fiir 
Kathodenstrahlen dar. 


b) Reduktion auf eindimensionale Betrachtungen. Im vorliegenden 
Teil III sollen die im Abschnitt 3 des Teiles I] nur in groben Umrissen 
_ skizzierten Vorgange rechnerisch ausfiihrlich behandelt werden, welche 
| die Beugungswelle (m,, m,), d.h. die in einer B. R. (ni, mg)! des Ober- 
_ flachenkreuzgitters verlaufendeWelle unter dem EinfluB des gemittelten, 
| einfach periodischen Potentials V,,(z) hervorruft. Wegen der Unab- 
_ hangigkeit des Potentialfeldes V)9(z) von x und y kann diese Beugungs- 
_welle keine Anderung der x- und y-Komponenten k, + 22 m,/a bzw. 
k, + 22 m,/a ihres Wellenvektors erfahren. Sieht man deshalb von der 
durch die Funktion exp {i[ k, + 22 m,/a) x + (k, + 22 m,/a)y]} dar- 
gestellten Fortschreitung dieser Beugungswelle (m,, m,.) senkrecht zur 
z-Achse ab, so verhalt sich diese schrag im Potentialfeld Vp 9(z) ver- 
laufende Beugungswelle (m,, m,) genau wie eine senkrecht (in z-Richtung) 
_veriaufende Welle, deren Wellenzahl &,,,,, im Vakuum gleich der 
_2z-Komponente des Wellenvektors der schrag austretenden Beugungs- 
welle (m,, ms) im Vakuum ist. Deshalb werden wir aus ZweckmaBig- 
_keitsgriinden die Vorgange der im Potentialfeld Vy (z) schrag verlaufen- 

den Beugungswelle (m,, m,) durch die Vorgange dieser senkrecht (in 
z-Richtung) austretenden Welle beschreiben. Hierdurch sind die im 
Abschnitt 3 des Teiles II nur kurz skizzierten Interferenzen, welche 
die in der B. R. (m,, mz) verlaufende Beugungswelle unter dem Einflu8 
des Halbraumes z<.0 mit einfach periodischem Potential Vo9(z) her- 
| vorruft, auf eindimensionale, nur von z abhangige Wellenvorginge re- 
- duziert und somit der rechnerischen Behandlung leichter zuganglich 
| gemacht worden. Der Halbraum z< 0 mit einfacb periodischem Poten- 
; 
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tial V,(z) soll im folgenden mit § bezeichnet werden. Bei Variation 
der Einfallsrichtung f' = (k,, k,, k,) der Primarwelle andert sich 
: gemaB (2.203) auch die z-Komponente m,m, Ges Wellenvektors 
j n,m, der B.R. (m,, me) im Vakuum und somit auch die kinetische 
Energie E, = 2? Bin, m,/(2m) der zugehorigen senkrecht austretenden 
Welle, so daB mit steiler werdendem Austritt der eigentlichen Beugungs- 
welle (m,, mz) die Energie E,, der zugehérigen senkrecht aus- 


_tretenden Welle wachst und umgekehrt. Die kinetische Energie E 


“mM, Ms 


1 B.R. ist Abkiirzung fiir Beugungsrichtung. 
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der in (2.501) angegebenen z-Komponente der meee der zugehGrigen 
Beugungswelle (m,, mz). uN 
c) Zur Methode, Definition der Talwelle. Bei der rechnerischen 
Behandlung der senkrecht austretenden Welle beschranken wir uns 
nur auf die an den Stellen z =— va (v ganz) befindlichen Talsohlen 
des gemittelten Potentials, wo die Welle nach Teil II, Abschnitt 5 2 1s 
die Superposition einer einzigen aufwarts (in Abb. 1 nach links) id 
einer einzigen abwarts (in Abb. 1 nach rechts) laufenden ebenen Welle a an 
gesehen werden kann. Diese ebenen Wellen sollen die der B. R. (m,, m; ») 
zugeordneten Talwellen (m,, m2) genannt werden. Die Talwelle (1, mg) 
ist demnach die z-Komponente der Beugungswelle (m,, mg) am Orteé 


Vog (2) 


e-e vk 
Abb. 1. Die von den koharenten Gitterquellen (3.109) induzierten Elektroneninterferenzen. Die Well 
des Halbraumes § sind nur in unmittelbarer Nahe der Talsohlen M, von Vyo(z) eben (= T: 


der Talsohlen M, des gemittelten Potentials ¥)9(z). Diese Methode 
Talwellen wird in der vorliegenden Arbeit benutzt, weil es erste 
mit ihrer Hilfe méglich ist, die komplizierten Wellenvorgange it 
Potentialfeld V9(z) in verhialtnismaBig einfach iibersehbarer Foal 
darzustellen. Zweitens hatten wir zum SchluB des Abschnittes 5 von 
Teil II erkannt, daB die Kenntnis der Wellenfunktion an den Talern 
des Potentialfeldes Vg9(z) ausreicht, um die Wellenintensitat an aller 
librigen fiir den StreuprozeB wesentlichen Stellen beurteilen zu kénnen. 

Die Wellenzahl g,,,,,, dieser (ebenen) Talwellen (,, mg) ist wegen 
der in den Abb. 2 und 3 des Teiles I mit GS bezeichneten Potential- 
schweHe der Hoéhe Wy verschieden von der Wellenzahl Rn, m, im 
Vakuum. Zwischen gj, und ,,, besteht die Beziehung 


Sn.m, = VB. m, + 2m Wl? (2.503) 
Die kinetische Energie dieser Talwellen ist daher EL) = A? g2, ,,./(2m). 
mm, ie. 


Nennt man die komplexen Amplituden der beiden am »-ten Minimum 
nach rechts bzw. nach links laufenden Talwellen 6”) bzw. c\”), so kann 


die Talwelle (m,, m,) in der Nahe des »-ten Minimums z = — va ge- 
schrieben werden in der Form: * 
—_ 4. a > *8in, my (2 + va) ae co”) ei Sm, m, (z + va) BA 08) 
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R. ia), me sine ist, aus einer aufwarts (nach links) laufender 
ebenen Welle const. - e'*™™ . Eigentlich hatten in (3.108) die Ampli- 
tuden 6”) und c”) mit einem auf die zugehérige B. R. (m,, ms) hin- 
weisenden Index (m,, m2) versehen sein miissen. Der Einfachheit halber 
aben wir diesen Index stets fortgelassen. Aus demselben Grunde 
wollen wir im folgenden den Index m,, mg an den z-Komponenten 
bzw. EB, ay der Energie fortlassen, also an Stelle dieser 
GréBen einfach E, und E! schreiben. 

Die Beugungswelle tine Mz) entstand nach Teil II dadurch, daB 
jeder als Kreuzgitter wirkenden Netzebene z =— va aus der 


Primarwelle (©) in die B. R. (m,, m,) eine auf- und eine abwirts- 
laufende intensitatsarme ebene Welle abgebeugt wurde. Diese ab- 
_gebeugten Wellen konnten im TeillI als koharente ebene Gitterquellen 
der Beugungswelle (m,, m,) angesehen werden und sind in unserer 
dimensionalen Betrachtungsweise nunmehr als intensitatsarme ko- 
hadrente ebene Quellen der (senkrecht verlaufenden) Talwellen (m,, m2) 
aufzufassen. Man hat sich also an jedem Tal M, des Potentialfeldes 
Voo (2) eime mit Wellenzahl g,,,,, und Amplitude ¢, aufwarts (nach 
links) und eine mit derselben Wellenzahl und Amplitude 6, abwarts 
(nach rechts) strahlende ebene Gitterquelle angebracht zu denken, 
wobei, weil intensitatsarm, |¢,|)<1, |6,)}<1. Da die Primar- 
we ee’ (©) durch die Abbeugung der intensitatsarmen Beugungswellen 
(= ebene Gitterquellen) nicht merklich geschwacht wird, so setzen 
si die Intensitaten | «, ? bzw. | 6, der an verschiedenen Talsohlen M, 

uf- bzw. abwarts (nach rechts bzw. nach links) strahlenden ebenen 
G terquellen gleich, also |e,| = |e! und |6,)=|6| von » unabhan- 
gig. Die Phasen je zweier benachbarter Gitterquellen unterscheiden 
sich um die Phasenverschiebung k,a, welche die (ungestérte) Primar- 
welle e'(t®) beim Fortschreiten von einer Netzebene zur benach- 
barten erfahrt, so daB die komplexen Amplituden der am y-ten Minimum 
befindlichen Gitterquellen 


Pye cadet are ot i eo ee ae (3.109) 
sind (Abb. 1). Genau wie in (3.108) hatten auch hier ¢, und 6, einen 
Index m,, m, tragen miissen. Dieser wurde auch hier der Einfachheit 


h alber fortgelassen. 
oj 


A. Hilfsbetrachtung. 

Die auf ein eindimensionales Gitter auffallende Elektronenwelle. 

a » Problemstellung. Die Superposition der von den koharenten ebenen 
Gitterquellen (3.109) der Abb. 1 im einfach periodischen Potential- 

feld V,o(z) ausgehenden Talwellen (m,, m,) fiihrt zu komplizierten 


en ire!) ase: 


4 ee era aa Bibs ; ‘ow Sota: Me ‘i 
x 2. , : j Ya Oe 
teed t 32 Mies Meee - 
“ae Wellenvorgangen, die erst im Unterteil B hefiindett Sade oe on. 
5 . AG 
aae Um ein Verstandnis fiir diese Wellenvorgange zu gewinnen, ist 


erforderlich, zunachst in einer Hilfsbetrachtung andere, einfacher 
iibersehbare Wellenvorgange zu untersuchen. Zu diesem Zweck legen 
wir ein eindimensionales Potentialfeld (Abb. 2) zugrunde, das fur 
z <0 mit dem bisher betrachteten einfach periodischen Potentialfeld 
Voo(z) (= Halbraum §) identisch ist, das aber fiir z > 0 nicht mehr 
wie in Abb.1 allmahlich auf Null ansteigt, sondern fiir z > 0 konstan 
gleich dem negativen Potential —W ist, den das periodische Potentia 1 
. Voo(z) an seinen Talsohlen annimmt; das Gebiet z > 0 wird spaterhi in 


Vg (2) 


Abb. 2. Die durch auBere Einstrahlung entstandenen Wellenvorgange im eindimensionalen Gitter Voge 3); 
das durch keine Potentialschwelle vom AuBenraum z> 0 getrennt ist. Die Wellen des Halbraumes § 
sind nur in unmittelbarer Nahe der Talsohlen M, von V,,(2) eben. (= Talwellen). 


als Hilfsraum bezeichnet. In diesem Potentialfeld lassen wir von ink <s 


(z = + co) die ebene Talwelle e ‘Sm.m2* einfallen [vgl. (3.108)] un nd 
untersuchen die von ihr hervorgerufenen Wellenvorgange (Abb. 2) 
Diese Welle wird von der Gesamtheit der rechts von z = 0 befindlichen, 
+m im gleichen Abstandea aufeinanderfolgenden Potentialberge B, beei 1- 
fluBt. Um die hierdurch entstandenen Wellenvorgange mathematisch 
zu behandeln (Abschnitt 3), ist es erforderlich, zunachst die Reflexion 
und den Durchgang einer ebenen Welle an einem einzelnen Berge B 
dieses Potentialfeldes Vo9(z) (also anschaulich an einer einzelnen Netz- 
ebene) zu studieren, was im folgenden Abschnitt 2 geschehen soll: 


2. Durchgang und Reflexion an einer einzelnen Netzebene. a 

a) Definition von Durchgangs- und Reflexionsamplitude D und R 
Man denke sich einen einzelnen Berg %, des periodischen Potential- 
feldes Vo9(z), welcher der Einfachheit halber symmetrisch zum Ma 


te mum A angenommen werden soll!, an den beiden benachbarten Talern 

: M, und M,.,, begrenzt durch ein homogenes Medium (Abb. 3) vom 
(konstanten) Potential —W4. - 

my ' Die Betrachtungen lieBen sich auch ohne die Voraussetzung der Symmetrie 


eines einzelnen Berges durchfiihren. Um méglichst einfache Endformeln zu ge- 
winnen, wird nur der Fall der Symmetrie, der sicher weitgehendst den wirklich on 
Verhaltnissen entspricht, behandelt. , 


AY , ¥ Sa) cae i ; “A } 
a Fine “yon Stink ieenkacets} antfallenas: Bak Welle = mem Sen! 
itude 4 wird dann vom ip B, in eine mit Amplitude 


ay : = |D}:eé4 | (3.201) *. evar 
ch h rechts durchgehende ebene Welle und eine mit Amplitude . i 
ee : ay 
a =|R|«eP <5 (3. 202) 


ch links reflektierte ebene Welle aufgespalten. Eine in M, auffallende 
te Welle der Amplitude 1 besitzt daher am nichsten Minimum 
M, 41 ‘die komplexe Amplitude D-¢e&™m*, Wegen der Symmetrie 

ines einzelnen Berges gilt gece lis fiir eine von peels auf %, auf- Pee 
Iende Welle. i 
Im Unterabschnitt c werden die Absolutbetraige {D und R! der Se 
As aaa (3.201) baw. (3.202) als Funktion der Wellenzahl Bol he ae 
4 Dotentia! ee 


——— — + / t 
if ae ek e 
; : : . Rw Ke3 
“’ ef ; : . My My.; : re 
“ -* Abb: 3. Durchgangs- und gece moe D und R am einzelnen Berg! ? f ree 
M+ F “* a ys 


be echnet Pete ess wird die entsprechende Berechnung der Phaseny ja) 
( . P als Funktion von g,,,,, wegen mathematischer Schwierig- Ses 
Eee n nicht durchgefiihrt. Denn in den Abschnitten 3—5 kénnen =~ 
-wesentlichen hier interessierenden Fragen ohne die explizite = = =~ 
ntnis der GréBen 4 =A (g,,,,.) und P= P(g,, »,) gelést werden, appayes 
zwar allein unter Verwendung der sogleich herzuleitenden er aay 
Hiehong (3.204) zwischen P und raf 
b) Beziehungen zwischen R und D. Wir setzen im folgenden die 
ellenzahl g,,,, der einfallenden Welle stets als reell voraus, weil _ 
za einer komplexen Wellenzahl g,, ,,, gehdrige inhomogene Welle ee ps 
en des raschen’ exponentiellen Abklingens keinerlei physikalischh == 
nteressierende Interferenzen hervorruft. Setzt man auBerdem vor- 
at , daB keine Absorption herrscht, so ist aus Griinden der Energie- 


[R?+|D? = 1 (Energiesatz). (3.203) Ri 


wy fie im Abschnitt a des mathematischen Anhangs gezeigt wird, 
gil ft auBer (3.203) aus Griinden der Energieerhaltung noch die Be- ‘chs 
hung zwischen R und D: ; ps, 
: P=A + Bm, 4 + n/2, (3.204) ‘ x fe 


im beitolgcudies ‘Abschnitt benutzt wird. : eat 


schrift fiir Physik. Bd. 125. 3 a 


» 
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c) Berechnung von |D| als Funktion der Energie E.. Nach dem — 
W.K.B.-Verfahren! ist naherungsweise ; 


D\=exp{|/32 [ mjz—W—Totash +.  (.205) 
0 


wobei E, die in (2.502) definierte kinetische Energie der senkrecht 
auf den Berg %, auffallenden Welle ist. [Der in (2.502) auftretende 
Index (m,, mz) an E, ist im vorliegenden Teil III der Einfachheit 
halber stets fortgelassen.] Wir kénnen daher |D) als Funktion von 
E*, oder wegen (2.505) auch als Funktion der in der Abb. 4 des Teiles If 
als Ordinate aufgetragenen GroéBe w auffassen. Im Grenzfall EF; = 0 
(+ w = —2mW,]A?) hat der Radikand E;—W,—Vo, (2) von (3.205) — 
die GréBenordnung —W,; d.h. nach Abb. 2 und 3 des TeilesI die 
GroBenordnung 3V. Der Exponent von (3.205) hat demnach die ~ 
GréBenordnung J6mV-a/k. Ersetzt man hierin V mittels (3.104) 
durch £ und driickt sodann E mittels (3.102) durch & aus, so wird — 
nach (3.103’), (3.1404) der Exponent . 


|/ 6mV.a/A gréBenordnungsmaBig )3- kagi= )3- Cx )3- 22 (3.206) 


also 


{\D\}e, -o we V8 C0. (3.207) 


Da W, + — 3V ist, so ist nach (3.206) gréBenordnungsmaBbig 

2. 3c* 122° 

he? ws ae — et > (3-208) “* 
wie in den Abb. 3—5 des Teiles II benutzt wurde. 


Um |D| als Funktion von E; zu berechnen, benutzte man die Tat-_ 
sache, daB Vy9(z) nach Abb. 2. negativ ist. LaBt man daher EF; vom — 
Werte 0 (bzw. w vom Werte —2m W,/A*) anwachsen, so fallt der 


Exponent | sm VE:— We—Voo(2) dz von (3.205) monoton, bis er fiir 

0 . 
E, > Wy (w > 0) den Wert 0 annimmt. Das hei8t nach (3.205): |D|- 
wachst vom Wert (3.207) fiir E, = 0 (w =— 2m W,/A?) monoton zum — 
Werte |D|=1 fiir FE} > W, (w > 0).. Da (3.205) nur eine Naherungs-— 
formel ist, so erreicht, wie hier nicht naher gezeigt werden soll, |Di* 
in Wahrheit den Wert |D| = 1 noch nicht ganz im Punkte EF; = Wy 
(w = 0), sondern erst asymptotisch fiir E;{-—> oo, bzw. w—> oo. Auf 


1 Vgl. SOMMERFELD, A,: Atombau und Spektrallinien. Bd. 2, S. 707, Braun-— 
schweig 1939. > 
+ Jim bedeutet: ,,lmaginarteil von“. 
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diese Weise erhalt man die in Abb. 4 aufgezeichnete Abhangigkeit 
der Funktion |D| =|D (E)| bzw. |D| =|D(w)|. Diese Funktion 
hangt selbstverstandlich von der jeweiligen Form des Potentialberges 


%, ab und ist fiir den Spezialfall eines rechteckigen Potentialberges 
z. B. von MADELUNG! angegeben. 


Betrachtet man nicht wie hier die senkrecht auf den Berg 8, auffallende Tal- 
welle, sondern wie im Teil I? die zugehérige unter dem Winkel # gegen die Netz- 
ebene schrig auf den Berg (= die Platte) auffallende Welle, so besteht zwischen 
der Wellenzahl & und der e-Komponente gy, , des Wellenvektors dieser Welle 
ersichtlich die Beziehung sin? = Sm, m./R; oder wenn man hierin £m,m, Mittels 
(2.509) durch die Energie E, der zugehdrigen Talwelle und k mittels Ga 02) durch 
die Energie E der schrag einfallenden Welle ersetzt: sin = (E/E)}. Den im Teil I 
auftretenden Grenzwinkel der Totalreflexion Ferenz erhalt man, wenn man auf 
der rechten Seite E; durch W, 
ersetzt: sin ®grenz = (W/E). D(Ez) 

Da nach Abb. 4 die GréBe | D (gebundenes Elektron) (treies Elektron) 
praktisch gleich Null fiir E; < 
%°W, ist, so bedeutet dies A 
nach dem Vorangegangenen, 
daB Dio (d.h. Total 2-0 fy Ez bam W 
reflexion am einzelnen Berg) w--2mW,/h°  w=-0 


| 


gE: 3 ; a x 
fiir 0 << = 4 Ogrenz ist, wie im h Een 


Abb. 4. | D} als Funktion von teh —*_ baw. w. 
0 


Teil I vorweggenommen wurde. 2m 


3. Verhalten des Halbraums §. 


a) Definition der Reflexionsamplitude rz. Nach diesen Vorberei- 
tungen kommen wir zum eigentlichen Problem des Unterteiles A, 
namlich zur Behandlung der Interferenzen, welche die aus dem Hilfsraum 
z>0, also aus dem Gebiet konstanten Potentials —W, einfallende 


ebene Welle ¢ °°™:" im Halbraum § (z< 0) hervorruft (Abb. 2). 

Genau wie in Abb. 1 entsteht infolge Wirkung der von auBen auf- 
fallenden Welle auch jetzt (Abb. 2) im stationaren Zustand an jedem 
Tal M, des gemittelten Potentialfeldes Vj(z) eime nach rechts und 
eine nach links laufende ebene Talwelle mit Amplitude b”) bzw. ce”? 
und Wellenzahl g,,,,,,. Im Hilfsraum z> 0 tritt neben der Einfalls- 
welle ¢ °%™.* eine nach links laufende ebene Welle 19° ef8mm:* auf, 
Wir nennen daher 7g die Reflexionsamplitude einer ebenen Welle am 
Halbraum §. rs ist also eine komplexe Zahl: 


19 =(|r"9\-e°. (3.301) 

b) Aufstellung der Koeffizientengleichungen (3.302), (3.302'). Unter 
Benutzung der im Abschnitt 2 (Abb. 3) eingefiihrten Durchgangs- 
und Reflexionsamplituden R und D am einzelnen Potentialberg 


mas MavpeE.unc, E.: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Berlin 1936. 
2 Z. Phys. 124, 80 (1947): Die erste Ziffer der Formelnummern von Teil I ist 


stets eine 1, z. B. (1.302). 
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; . , ‘ aN, a Ae 
lassen sich folgendermaBen die Amplituden 0b”, 
# aus dem Hilfsraum z > 0 auffallenden Welle an de 
-——- Potentialfeldes Vjo(z) berechnen: : 4 

Im stationiren Zustand setzt sich (Abb. 5) die am Tal nee 
pat aN" Amplitude c) nach links laufende Talwelle aus zwe1 Talwellen z 1 
Sn! sammen: a) aus der Welle R- 6, die durch Reflexion der in M, nae it 
Yoo (@) ae ¢ we 


Be Ymymz 7 .¢ Or) 


11e 
Aix 


Phasenverschiebung langs der Strecke a. Daher ist 
cf RD 4D ce emims SeU TN 


Yoo (Z) 


D-e 9m,mz,° -6™ 


me at 8 C. z j ; Abb. 6. Zur Ableitung von (3.302’). 
aay ; : free 
ey Entsprechend entsteht (Abb. 6) im stationaren Zustand die am 


ae Tal M,,, nach rechts laufende Talwelle 6°*" durch Super Dosit ‘iol 


2% der vom Tal M, durch den Berg 8, durchgehenden Welle D- e'&»,m,%.5™ 
pues und der Welle R:c’”*"), die durch Reflexion der nach links laufen Jen 
a . Welle c+" am Berge %, entstanden ist. Folglich ist ne ~ 
: ot) — Re PHM 4 1. ibm, m 2. 5) % (3.3 0 


Da die Koeffizienten R, D, e'&m,m.* als bekannt vorausgesetzt we ( 
so ist das uns interessierende Problem der Berechnung der Amplitud 
b,c” (Abb. 2) auf die Lésung der beiden linearen Gleichungss 


as 
‘ 


02), 63.302’) fir die eas Sater von Unbekannten 0), ¢ 
kgefiihrt. 


c) Losung der Kishsiowaciackanees (3. 302), (3.302'). Unter 
E itzung einer zunachst noch unbekannten GréBe %m,m; lOsen wir ae 
das System (3.302), (3.302’) durch den Ansatz Oe ee 
gee A. etm, m,°. PA oe o 2 Pit hy ‘ (3. 303) if vs uy ‘ 
7 ‘Da sich zufelge (3.303) die gesamte Talwelle beim Fortschreiten | “aN 
v on einem Tal M, zum benachbarten M,,, mit dem Faktor e**mm* ae 
: multipliziert, so ist Mars. & die im Teil II, Abschnitt 3 definierte 
\arakteristische Phasenverschiebung bzw. %»,m, der charakteristische 
Exp onent. Da die Amplitude der einfallenden ebenen-Welle e~ * 8mm # 
uf 1 normiert war, so ist in (3.303) 


(pM = 4 304) 


ma setzen. Da die am obersten Recent M, nach inks laufende Welle 
der _komplexen Amplitude c sich ungestért in den Hilfsraum z>0 
ausbreitet, so ist c\°) gleich der in (3.301) eingefiihrten Reflexions- 
am amplitude rs einer ebenen Welle am periodischen. Halbraum §: 


fe ; = 75. pin 23.305) 3.05 ae 


etzt ‘man G. 303), (3.304), (3.305) in (3.108) ein, so lautet daher die 
mte Talwelle /”) in der Nahe des »-ten Tales: 


> = ; ne ig Cs ae Behar os (z + #a) we eitm, oe (z+ ¢2)} : (3.306) 3 


“1 


- 


ais - Setzt man ferner (3.304) u. (3.305) in (3.303) ein und driickt mittels 
des so modifizierten Ansatzes (3.303) in (GB. 302) und ‘(3.302’) alle «°° ~ 
moo durch 1s und %,,™, aus, so erhalt ‘man nach Division durch 
msm! bzw. e” *1)%m,m,* die folgenden beiden Gleichungen fiir die _ 
beiden | Unbekannten x,,,, und 75: 1) aise 


Be rpc R 4 D-dtom ttt 75 


1 = Rory + Deel tm tml 


(3,307); 


Pie. ee a 
‘ 


is 


sure man aus (3.307) die GréBe 75, so erhalt man die folgende 
panpesgleichung FE Kogiine 
, D-¢ 248m, m,% == [2 4: 1 


“ain ; Ree th Ts 5 Ds ett m,* 


ie man .hierin D und R mittels (3.201) und (3.202) durch |D\, 
RI; mA, P aus und in der so entstandenen Gleichung mittels (3. Ny ; 5 
a die GréBe |R) durch |D| und die Phase P durch A, ee 


x 


a 5 Teas 7. ae b . 


-erhalt man in dem hier allein interebashentaa Fall reeller in 
folgende Bestimmungsgleichung fiir %,,.,: 


Tal "COS: (Sm, m, 4 4). 


ohn COS, 2 = 


Ist %m,m, eine Loésung von (3.308), so erhalt man aus (3.307) die Re 
flexionsamplitude 7g entweder in der Form ais 


R «sal 
Loy (3-309) 

€ 5 pas «bm > Xm, m,)% : 

f . 

; oder in der Form #75 ; 
7 4—D-¢ mms *m,m,)% 63 . 
2 x ; : +p i™ 

ae 53) 1—D-e Emm. *m,m,) + ee 


1 


Durch (3.308), (3.310) sind die beiden Grofen, welche die Reflexion ein 
ebenen Welle an einem Halbraum § mit einfach periodischem Potentia 
es kennzeichnen, némlich charakteristischer Exponent %»,™, und Reflext 
et amplitude ry, durch die Durchgangsamplitude D =|D\|-e4 an 
einzelnen Potentialberg B, ausgedriickt. ; 
. Da |D| und A in (3.308) als Funktion der Wellenzahl g,,,,,, auf- 
eae gefaBt werden kénnen und da g,,, ms nach (2.502) bzw. (2. 505) eine 
---—- Funktion der kinetischen Energie E; der Talwelle bzw. der GroBe : 
j oa ist, so gibt (3.308) auf analytischem Wege die bereits in Abb. 3 d es 
Wea’). Teiles IT aufgezeichnete Abgangigkeit des charakteristischen I 
tau nenten x,,,, als Funktion von w an. Durch Diskussion der Gl. 
werden wir im folgenden Abschnitt nachtraglich zeigen, daB die Funl 
tiON %m,m, = %m,m,(@) tatsachlich die in Abb. 3 des Teiles | be 
nachst ohne strengen Beweis eingezeichnete Gestalt besitzt. Wie ) 
auf S. 33 bemerkt, braucht 4 = A (g,,,,,,) nicht explizit bekannt zu s ei 
sondern es geniigt allein die Kenntnis der Beziehung (3.204). 


d) Zusammenhang mit DARWINs Methode. Die vorangegange 
; * Rechnungen sind eine Verallgemeinerung der Betrachtung Hanan 
as welcher das KRoniNGsche (unstetige) Potential* zugrunde liegt, auf einen 
ae beliebigen kontinuierlichen periodischen Potentialverlauf Voo(). 
BO die HARDINGsche Methode in einer Ubertragung eines von Da 
fiir den Fall der Réntgenbeugung entwickelten Verfahrens auf den 
der Elektronenbeugung besteht, so ist die Methode des vorliegendet 
Unterteils A im Grunde genommen eine Verallgemeinerung de 
Darwinschen Methode auf einen beliebigen periodischen Poten: 
verlauf Vj9(z). Hierbei beschranken wir uns nicht wie HARDIN 
den Fall, da die kinetische Energie E, des (senkrecht) oe 

1 HARDING, J.: Philos. Mag. (7) 23, 271 (1937). 


cm 2 Kronic, R. DE L. u. W. G. PENNEY: Proc. Roy. Soc. A 130, 109 931 
3 Darwin, C. G.: Philos. Mag. 27, 315, 675 (1914). 
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Be ckérons groB gegen die Gipfelhbhe W des Potentialgebirges Vo 9 (z) 
ist, was der Darwinschen Naherung entspricht, daB die ititeay 


_ Roéntgenwelle jede einzelne Netzebene fast ungestért durchsetzt (|\D| x 
_ sondern unsere Betrachtungen gelten ganz allgemein: und es Se a 
_ Hinblick auf die Verhaltnisse beim tangentialen Austritt einer Elektronen- 


. 


welle aus einem Kristall (KikucHI-Enveloppen) sogleich insbesondere 


_ die Verhiiltnisse erdrtert, die eintreten, wenn die Energie E, der (senk- 


~~ =” = 


——=— =i —<— <--" - -- — —= 


4 


_ recht) einfallenden Elektronen von der GréBenordnung der Gipfelhdhe 


W, des Potentialgebirges V)(z) oder wesentlich kleiner ist und nihe- 
rungsweise Totalreflexion an einem einzelnen Berg &, (|D|~0) ein- 
tritt. Um diesen wichtigen Fall E}<W, mit verhaltnismaBig ein- 
fachen mathematischen Hilfsmitteln zu behandeln, werden die Wellen 
nur in der Umgebung der Talsohlen des gemittelten Potentials Vj, (z) 
behandelt (Methode der Talwellen). Die Schwierigkeiten, die bei der 
Behandlung der Wellenvorgange an allen Stellen des Potentialfeldes 
Voo(z) mittels Lésung der zugehérigen ScHRODINDERschen Differential- 
gleichung auftreten, sollen im Abschnitt c des mathematischen Anhangs 
aufgezeigt werden. 


4. Diskussion der Losungen (3.308) bis (3.310). 

a) Verbotene und erlaubte Energiebander. Die Gl. (3.308) hat stets 
zwei sich nur durch das Vorzeichen unterscheidende Lésungen + %,,, ,,,4 
mod 27. Je nachdem der Absolutbetrag der rechten Seite von (3.308) 
bei vorgegebenem g,,,,, (bzw. E, bzw. w) gréBer oder kleiner als 1 ist, 
fallen die zugehGrigen ~,, ,,.-Werte komplex oder reell aus. Dies ergibt 
die in TeilI und II eingefiihrte Fallunterscheidung in verbotene und 
erlaubte Energiebander. 

Im Falle komplexer ~,, ,,,4 (verbotenes Energieband) ist nur der Wert 
mit positivem Imaginarteil beizubehalten, damit nach (3.303) die Intensi- 
tat der Kristallwellen fiir z+ — co (d.h. y- oo) nicht, was physikalisch 
sinnlos ware, exponentiell anwachst, sondern exponentiell verschwindet. 
Im Abschnitt b des mathematischen Anhangs wird gezeigt werden, daB 
bei komplexen ~,,.,,, der Wert (3.309) bzw. (3.310) fiir 75 den Absolut- 
betrag 1 annimmt (Totalreflexion). 

Im Falle reeller x,,,,,,4 (erlaubtes Energieband) ist das Vorzeichen 
VON %»,m,4@ Zunadchst noch unbestimmt. Mit Hilfe von (3.308), (3.309) 
wird im Abschnitt b des mathematischen Anhangs nachgewiesen werden, 
daB der zugehérige Wert fiir |vs| beim positiven Vorzeichen <1 und 
beim negativen Vorzeichen > 1 ist und daB daher auch hier aus Griinden 
der Energieerhaltung nur das positive Zeichen beibehalten werden darf. 


b) Freies und gebundenes Elektron. Um aus (3.308) die GroBe xy, », 
als Funktion von g,,,,, (bzw. E, bzw. w) anzugeben, fiihrt man genau 


Rta ee ai ts an i cae ate is Se ae % N Mabel Riis 

Pray ss mee, nbn Oe eee eee rie ote id eh that pt ingots 

Be tes Pte aK : ee aes). 3 a4 Nets i ys T5 5: oS Hi m2 ‘ Ee é £ a 

Wy? | a Me et ; . Kurt ARTMANN Waseca 

ni, wie im Abschnitt 5 des Teiles I die Fallunterscheidung El 1 

it ; EL >> W, ein. , ; 
a Im 1. Fall E> W, (freies Elektron) geht die Welle praktisch un- 
win -gestért durch einen. einzelnen Berg 8, des Potentialgebirges Voo(2) 
‘e “i hindurch. Es ist daher in. nullter Naherung D|) = 1 (vgl. Abb. 4% 
ts und A =0, so daB in nullter Naherung die Lésung von (3.308) Hm, ms = = 
eK, m,m, lautet. Beachtet man, da® in Wahrheit A nur naherungsweise | 
si ivi = 0 und |D| nur naherungsweise = 1 ist, so lefert eine elementare, 
Fi kM | hier zu itbergehende Stérungsrechnung die Abhangigkeit (2.507) des 
_ charakteristischen Exponenten %»,m, VOD Sm,m, bzw. w. Da |D\ nach 
| We { Abb. 4 nur wenig unterhalb 1 liegt, so fallt die rechte Seite von (3.308) 
ie ig nur fiir ein kleines in der Nahe von Lm,m,4 = 7 (uw ganz). gelegenes” 
= hy Intervall der GréBe g,,,,, gréBer als 1 aus. Dies bedeutet schmale 
Ri -verbotene Energiebander bei hohen Energien E;. Mit kleiner werdenc der 
eT Energie FE, weicht die GréBe D | nach Abb. 4 immer starker nach 
pe ta unten vom Werte 1 ab, so daB das in der Nahe der Stelle g,, ,,.@ = = ba 
Sb (u ganz) gelegene g,,,,,,-Intervall, innerhalb dessen die rechte Seite von 
* ae (3.308) gréBer als 1 ausfallt, anwachst. Dies bedeutet eine Verbreiterung 
a der an den Stellen g,,,,,@ =a liegenden verbotenen Energiebande: 
at f mit fallender Energie E’. 

Sige; she Im 2. Fall E;< W, (gebundenes Elektron) ist nach Abb. 4: |D) <4 
re oe Sieht man zunadchst vom Sonderfall a 
ee ATT 

is 3 &m,m, 4 +A es (u + 4)a (u ganz) (3.401) 
; i ie ab, so hat die rechte Seite von (3.308) die GréSenordnung | D/- >1 
ig sae; , Daher kann die Gl. (3.308) bei kleinen Energien FE; < W, nur dann er- 
ke nf fiillt werden, falls eet 
ve Xm, m, imaginar (3.40: 

: ist. Da |D! nach (3.207) mit der in (3.103 ') definierten Konstantems : 
, " ; (der Gré8enordnung 22) im Zusammenhang 'D! = e-l3-C  steh 
wey I SO hat x», @ nach (3.308) bei kleinen Energien tie Grétenordnung 
a Xm, m, @ Rb, \3Cinw 4,403. 


(3. 403 


(Wegen des Fortlassens des negativen Vorzeichens vgl. den 2. Absa 
dieses Abschnitts 4.) Das hei®t nach (3.303) die Intensitat der Kris all- 
wellen klingt auf die Linge von ungefahr einer Gitterkonstanten exponen 
tiell ab. (3.402) bedeutet, da bei kleinen Energien E! mit Ane 
des sogleich zu erérternden Ausnahmefalles (3.401) Totalreflexion 
(\7|= 1) (verbotenes Energieband) vorliegt. og 

Im Ausnahmefall (3.401) fallt | cos Noe oy | A also x» me sell 
aus, obwohl ‘D <1 ist. paar shad in der Abb. 3 des Teiles II die 
kleinen Energiewerte nicht ausnahmslos verboten, sondern — durch, 
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oe nale edlaubte Wneteebander by getrennt. Wegen (3.204) _ 
nin mmt die Phase P der Reflexionsamplitude R (Abb. 3) im Falle (3.401). es 
den 1 Wert P=(u +1) mit ganzem uw an. Das heiBt, es ist Gas i : 
A ont iP 4 im Falle (3.401). (3.404), on 
_ Da P in (3.202) als die Phasenverschiebung einer am einzelnen Potential- 5 oie 
berg By der Abb. 3 reflektierten Welle gegeniiber der auffallende Welle 
: ae wurde, so erfahrt eine Welle, die zwischen zwei Potential: == ; 
ergen des Feldes ¥,.(z) einmal hin und her reflektiert wird (Abb. 7), a 
die Aare age: 2P. (3.404) sagt also | aus, daB eine zwischen pe 
faq (Z) 


Abbz. Zur Diskussion der Bedingung (3.404) fiir die Eigenschwingung der Einzelmulde. Die Phase der : . 
ersten Male auf den Berg 3%, auffallenden Talwelle im Tale M,, wurde willktirlich gleich 0 gesetzt. Die . ee cats 
Phasen der hieraus durch Reflexion an den benachbarten Besse, entstandenen Wellen betragen im Tale , 
eA, og M, dann P, 2P,... 


den Wanden eines einzelnen isoliert gedachten Tales hin und her reflek- 
tierte Welle mit der urspriinglich auffallenden Welle in Phase steht. 
‘Da im vorliegenden Falle E{ << W, die Durchlassigkeit des Berges 
|Di x ~ 0 ist, so wird eine solche Welle zwischen den beiden Bergen 
naherungsweise totalrejlektiert. Somit ist (3.404) (zusammen mit der ee 
ey Nebenbedingung D #0) die Bedingung dafiir, daB die Wellen, die* | ~* oe 
wischen den beiden Wanden eines einzelnen isoliert gedachten Tales sola 
es Potentialfeldes V,,(z) verschieden oft totalreflektiert wurden, = 
m iteinander in Phase stehen. te Ae ite 
s Das bedeutet: (3.404) zusammen mit 1D; ~0 ist die Bedingung fir 4)" 9 a 
eine Eigenschwingung eines einzelnen isoliert gedachten Tales des pertodt- saree “Sai . 
schen Potentialfeldes Voo(z). (3.404) ist also die Verallgemeinerung der | Aa 
‘Phe senbedingung (1.601) fiir die Raumwelle, wenn an Stelle des ab- ea ra, 
schnittsweise konstanten periodischen Potentials Vj9(z) (Teil I) ein Pe 
beliebiges periodisches Potential Vj, (z) (dieser Teil III) zugrunde Rie 5 
g gclegt wird. Daher ist, wie im Teil II, Abschnitt 5 bereits erwahnt Shae 
ide, die Lage der untersten schmalen erlaubten Energiebander durch et pik 
ie Eigenschwingung eines einzelnen isoliert gedachten Tales des Poten-. Beners: 
tia is Voo(z) gegeben. ie 4 


a 


Im Ubergangsgebiet ™~0,5:W<E,< %2-W, zwischen Fall 1 ey 
nd 2, in 1 welchem: die GréBe |D| weder nahe bei 0 noch nahe bei 1 liegt, ee, 


Setzt man in (3.308) in der Nahe dieser Grenze: »,...,@ = 


treten weniger emdach: estes ea Varcateneee auf. ] th Ex 
polation aus den soeben behandelten Grenzfallen des freien baw. 
gebundenen Elektrons heraus erkannt man, da die erlaubten un 
botenen Energiebander in diesem Ubergangsgebiet angela 2 
breit ausfallen miissen. 

c) Diskussion der Funktion %,m,—= %m,m,(@). Um die in. AbD. 
des Teiles II bereits aufgezeichnete Funktion x,y, 9, = %m,m, (2 
durch Rechnungen zu stiitzen, soll diese Funktion an der Grenze eines 
erlaubten und verbotenen Energiebandes, d.h. in der Nahe der Stel le 
COS %m,m,4 = 1 in eine TAyLor-Reihe entwickelt werden. Da dies 
Funktion analytisch durch (3.308) gegeben ist, so gentigt es, dic 
Gl. (3.308) in der Nahe der Stelle x».».,@ = (wu ganz) zu disku- 
tieren, was jetzt geschehen soll: 

Es sei Z,m, der Wert, den die Wellenzahl g,,,,,,, an der Gre 
erlaubten Energiebandes, d. h. fiir x,,,,.@ =7 annimmt, ant 


(3-308) 


+1 =|D)+.«cos @n,m, 4 + A). : 


2m, mz = Emm, + y/4 mit |E|, | |< 4, so miissen € und » der Gleichung 


+4 &/2 =|Dj}1cos (Gin, m, 4 + A +7) 
ey |D 4 {cos (&m,m, 4 + A) —9° SiN (Sn, m, +A)} 
gentigen. Da die rechte Seite dieser Gleichung wegen (3.405) ded We 


+1—n|D|+-sin (Gn, m,4+4)=+1+7°'D\- y1—1D yy 
annimmt, so folgt | es 
f= 2/0): =. 6.406) 


Dies bedeutet, daB die zu diskutierende Kurve x»), mn, = %m,m, (in, ms 
bZW. % p.m, = %m,m, (@) in den Punkten A, bzw. B, mit den Ab 
SZISSEN Xp, m, = A/a (u ganz) (Abb. 6 des Teiles II) die Grenze « 

erlaubten Energiebandes beriihrt, und da8 der Kritneniacipsr alten 
in diesen Beriithrungspunkten i in alleiniger Abhangigkeit von der Dure 
lissigkeit |D|? eines einzelnen Berges ce 


i? 
‘1 
> 
ae 
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‘ 

1 
D 


0, proportional | D|7y1— -|D/? om 


ist, da® also die Berithrung um so inniger ist, je eee |D| ist, 
nach Abb. 4 je kleiner die zugehérige Energie E” 2 


Bei groBen Energiewerten E, >> W, (|D| & 1) ist a Kriimmu 
radius o, nach (3.407) ungefahr Null, also die abbr sehr schw 
Da die hohen verbotenen Energiewerte wegen ihrer bist 
die vorliegenden Betrachtungen und ihrer geringen Breite in den A 
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bis 5 des Teiles II nicht mit eingezeichnet wurden, so ist diese schwache 
Beriihrung konsequenterweise in den Abb. 3—5 des Teiles II auch nicht 
mit beriicksichtigt worden. 


Wie eine dem Leser iiberlassene Diskussion der Gl. (3.308) lehrt, und 
wie im Grenzfalle E,>W, unmittelbar aus (2.507) ersichtlich ist, 
fallt die GréBe %m,m, Sanz allgemein auch fiir kleine w (d. h. kleine E%) 
monoton von (#-+1)z/a nach wa/a, wenn das durch die verbotenen 
Energiebander «+41 und yu begrenzte erlaubte Energieband von oben 
nach unten durchlaufen wird. Somit ergibt sich aus diesen Betrach- 
tungen ganz zwangslaufig die in Abb. 3 des Teiles II dargestellte Funk- 
tiON %»,m,—=%m,m, (W): eine innerhalb des Intervalles wa/a<= TP Piha 
<(u-+1)z/a vom Punkte B, der unteren zum Punkte 1A eget CEE 
oberen Grenze des erlaubten Energiebandes monoton wachsende 
Funktion, die an den beiden Enden dieses x,, ,,,-Intervalles die Grenzen 
des Energiebandes beriihrt und dann in das nachste erlaubte Energie- 
band springt, und mit wachsendem w sich immer mehr an die Parabel 
(2.507) anschmiegt. In den verbotenen Energiebandern (,,, ,,, komplex) 
existieren keine Kurvenpunkte. Im untersten schmalen erlaubten 
Energieband ist die Beriihrung so innig, daB hier die Kurve 2%, m, = 
%m,m,(@) fast zu einer Geraden parallel der x,, ,,-Achse degeneriert. 


B. Die von den koh4renten ebenen Gitterquellen erzeugten Talwellen. 

5. Aufstellung und Lésung der Koeffizientenglerchungen (3.504). 

a) Aufstellung der Koeftizientengleichungen. Wir kommen nunmehr 
zum eigentlichen Problem des Teiles III, namlich zur rechnerischen 
Behandlung der von den koharenten ebenen Gitterquellen (3.109) im 
periodischen Potentialfeld V,,(z) hervorgerufenen Talwellen (m,, mz) 
(Abb. 1). Die Interferenzen dieser Talwellen unterscheiden sich von den 
im Unterteil A behandelten Vorgangen allein durch das Vorhandensein 
der Gitterquellen (3.109). Deshalb unterscheiden sich die Amplituden b”, 
c”) der Abb.1 von den in (3.302), (3.302’) errechneten Amplituden 
(Abb. 2) allein durch die Amplituden der Gitterquellen (3.109), so daB 
entsprechend (3.302), (3.302') jetzt die b® und cl” der Abb. 1 dem 
folgenden Gleichungssystem geniigen: 

co” ae oe p”) is yee ei tm,m, 4 ol”? 1) 4g: thd ose 
p” = R ‘ cl” t 1) > D ; ge &m,m,% pb” Hf, 6 ; Pde La 

Da (3.302), (3.302’) und somit auch (3.501) nur im Kristallonneren 
also nicht am obersten Minimum M, (Oberflache) gilt, so miissen Zur 
Aufstellung der noch fehlenden Gleichung fiir den Index y= 0 die Re- 
flexionsvorgange am obersten Minimum Mg, d.h. in der Nahe der 


(3.504) 


CB i Sk i ined 
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Kristaltoberilaiche gesondert behandelt” Herdetis. Das ee 
ist nach links durch die Potentialschwelle S gegen das Vakuum be 
grenzt, und nach rechts schlieBt sich der Halbraum mit einfach 
periodischem Potential V,,(z) an. La8t man am obersten Minimum I, 
von rechts her auf diese Schwelle eine ebene Welle e'%m:™* der Ampli- 
tude 1 auffallen, so nenne man Rg die Amplitude der nach rechts 
reflektierten ebenen Welle Rg +e ‘!:m™* (Abb. 8). Teilweise geht die 
einfallende Welle durch die Schwelle ins Vakuum durch und besitzt 
dort die VON {yy m, _-verschiede e 
nen Wellenzahl &,,, Man > 
nenne extapteciont. 3. 301) 


Kent ae 


ah Potential 


Re — {Re} . Pe (3.502) 


; 
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; die Reflexionsamplitude einer 
sm a Ramet Bem Se Tost chenen Welle am. der Polenta 
Potentialsprung. schwelle S. Re! = | bedeute x 

. Totalreflexion an der SchwelleS. 
Da im stationaren Zustand die am obersten Minimum M, nach_ 
rechts laufende Welle b'°) der Abb. 1 durch Reflexion der nach links 
laufenden Welle c an der Potentialschwelle GS entstanden ist, so muB- 
unter Benutzung der in (3.502) eingefiihrten Reflexionsamplitude Re 
an der Feoteauiatschwelle S sein: i, 


b) — Rg-c — (Grenzbedingung) 1. (3.503 ) 


b) Lésung der Koeffizientengleichungen. Unter Benutzung von f inf 
_ willkiirlichen Konstanten U, V, u, v, x lést man (3.501), (3.503) durch 
den Ansatz 5 
bh) = U + ef? 41 yy e—tvhga - )~ vee 
4 : aii 4) 

cl”) = V- eta 1 yy. e—ivhkza : hy 


\ 
i‘. 


Hrs Durch Einsetzen von (3.504) in (3. 501) erhalt man die beiden System 7 
pes von Gleichungen i 


BR, 

chen é’"*(V-R-U—D-eemmt™* 7) 

yee: =e ly R-u—D-e! Gmm—) 4. ye), ee. 
A i(v+1)xa ile —x)a (3-505) 
a e [U—R:V—D-e'¥m™ -U] ~ ae 
e.: Ree RINE ies bet bie |e 

mee 

My ‘ Eine am obersten Minimum nach rechts strahlende Gitterquelle e cistie ert 
o * ersichtlich nicht, weil hier die Primarwelle e!(t®) noch keine der als Kreuzgit tter 
ny. wirkenden Netzebenen durchsetzt hat. 
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tas tie ate faie's y = 0) gleichzeitig bantanee atch: wenn eA 
le der vier eckigen Klammern verschwindet: 


“alee Roy —D- mmo b)* yp gy | we 
a “if ( +hy)@ (3,506) ri 
4 u—R-yv—D.- ef Emmis -u=6; | 

Ba es OB ye een Vee 0: Nise 
ee U—R-V—D-~ Em. msi— 1%, U=0. G5 7) “ae 


(3. 506) ist ein System. von zwei linearen inhomogenen Gleichungen 
- die beiden Unbekannten uw, v. Setzt man D = |D|-e e'4 und fihrt 
Fe dette. (3 308) den charakteristischen Exponenten x des Potentials 
Voo(z) ein, so lautet die Lésung von (3.506): 


mm: ime 


he : —prpalicp.é en ale 


~~ 2|D|>+ [cos xm, m, @ — cos k; a] 
Emm, + ¥s) 4 


eo Sms” aye) ¥ 


y) : o 
b G:508) 5 
SOARES ee oi mm + 4) Saree 
Sy sere 2|D\- = [COS Xm, ey 2 — COS Kya] : ae, OS) a at . aes 


2; | | 
res -Denkt ‘man sich ferner die beiden GI.’ (3.507) durch U dividiert,~ . 
‘so wird (3.507) mit (3.307) identisch, falls ag 


See VIU=15, ee 
ae Soe ae ee, we aie (3. 5410). 
stat wird. Hierbei bedeutet 1s die in (3. 301) definierte ened ut Ae ‘ 
plitude am periodischen Halbraum § und z,, ,,, den zugeh6rigen, in 


303) definierten charakteristischen Exponenten. 
Um U und JV einzeln zu bestimmen, setze man in (3. 503) die Werte 


( 04) fir b° und c® ein: 
U+tu=Re(V+2). 


‘Ersetzt man hierin mittels (3.509) die GréBe V durch 75: U, so erhalt Gy cae 
‘manschlieBlich , ‘aaa 


‘ 


a, mlkero— te = Re: yu : x 
ny pre Mee EE Pre V=15° ‘oo he 19’ (3.541) Aes 
w wobei man sich auf der rechten Seite fiir w und v die bekannten Werte “= : i 
Pe) eingesetzt zu denken hat. - a . soy 


| 6. Diskussion der oS et (3.508), (3.510), (3.541). 


a) Raumwelle und Oberfléchenwelle. Durch (3.508), (3.510) u. (3.541) 
die zur Losung von (3.501), (3.503) benubzten fiinf seit eavlilien 
y meter U;,¥ 4, 4, H als Funktionen bekannter Groen, namlich der | se . 


ar 


denpotentediclaes Voo(2) charakterisierénden GréBen, R, D, 1s, F 26 Ym 1 mi 


physikalischen Parameter ausgedriickt. 


- deren Intensitat exponentiell von der Oberflache (vy = 0) aus abk in et 
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berechnet. Somit sind die durch die koharenten Gitterquellen GBA 
im Potentialfeld V,(z) angeregten Talwellen durch die vorgegebenen 


‘a A 
Nach (3.504), (3.108) besteht die Talwelle (m, mg) an jedem Tal M 
aus zwei Anteilen: erstens aus einer Raumwelle + 


(3.6 1) 


FY a rhea (y Pr i fm,m, (2 +4) Ans iy ei km; (z+ Aus 

(mit uw, v aus (3.508)) 
deren Intensitat von der Nummer »y des betrachteten Minimums M, 
unabhangig ist. Denn es ist k,.reell, und z + va ist von der Nummer + 
des Minimums unabhangig, inde y um 1 abnimmt, wenn z um a@ zu- 


nimmt. Zweitens besteht die Talwelle (m,, m,) an jedem Tal M e 
einer Oberfldchenwelle 


(7S 2 iv yn, my ~ig m, (2 > va) tz (z+ va) 
Ig =e Ce ao + Vermm: ; 


(mit U, V aus (3.511)) 


(3.60 501" 
Se 


wenn % = Xm,m, komplex ist, also die Energie E, der Talwelle einem 
verbotenen Energieband des gemittelten Potentials Vj,(z) angehért 
Beim Ubergang von einer Netzebene zur benachbarten nimmt di 
Amplitude der Oberflachenwelle zufolge (3.601) ersichtlich um d ler 
Faktor e** (x komplex) ab. 

b) Der beidersettig unendlich ausgedehnte Kristall. Im Falle e : 
auch in Richtung der positiven z-Achse unendlich ausgedehnten 
sind die Grundgleichungen (3.501) wegen Fehlens einer Ober 
(Potentialschwelle S) ausnahmslos, also auch fiir » = 0 giiltig, <a 
Grenzbedingung (3.503) fallt fort. Wie eine einfache Uberlegung “igt, 
wird dann das System (3.5014) an Stelle von (3.504) durch den einfacheren 
Ansatz 6”) = + e—*"*s4; cl”) — y-e-*"** geldst, wenn w und v aus 
(3.507) entnommen werden. Das hei8t die Oberflachenwelle fallt fort 

Genau wie im Unterteil A beschrinkten wir uns auch hier auf die 
Wellenvorginge in der Nahe der Minimalstellen M, von V,,(2). D e 
Behandlung der Elektroneninterferenzen auch an den iibrigen P 
des gemittelten Potentials Vj, (z) soll im Abschnitt d des mathematisc hen 
Anhangs durchgefiihrt werden. mt 

c) Die beiden Resonanzbedingungen (2.301) und (3.602). Da ‘die E Be. 
triage |e|, |6| der Quellenamplituden (3.109) klein gegen 4 sind, 
sind die ihnen zufolge (3.508), (3.511) proportionalen amplevcanal 
V, uw, v der Talwelle ebenfalls klein gegen 1 mit Ausnahme der beiden 
Falle, daB die in (3.508) bzw. ~ 511) auftretenden Nenner COS Hyp, 


~ 
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_ klein sind oder verschwinden. Die Bedingung fiir das Verschwinden des 
ersten Nenners: 


COS Hm, m, @ — COSk,a=0, 


' ist ersichtlich die bereits im Abschnitt 3 des Teiles II diskutierte modifi- 


zterte BRAGGsche Bedingung (2.301), welche die Raumeitter-Enveloppe 
charakterisiert. Die Bedingung fiir das Verschwinden des zweiten Nenners 


| Re-rat (3.602) 


werden wir im folgenden Unterabschnitt d als die bereits in den Teilen I 
und II diskutierte Bedingung fiir das Bestehen der Oberflachen-Eigen- 
schwingung (TamMMsche Oberfldchenwelle > Oberfldchén-Enveloppe) er- 
kennen. Hierdurch sind die anschaulichen Betrachtungen des Ab- 
schnitts 3 von Teil II durch Rechnungen hinreichend gestiitzt: denn 
es wurde im vorliegenden Unterteil B auf exaktem Wege gezeigt, daB 
dann und nur dann, wenn die Bedingung (2.301) oder (3.602) erfiillt 
sind, eine Verstarkung der von den koharenten ebenen Gitterquellen 
hervorgerufenen Talwellen, die der B. R. (m,, m,) zugeordnet sind, 
infolge Interferenz eintritt. Falls die Nenner in (3.508) bzw. (3.5414) 
verschwinden, werden die Amplituden u, v, bzw. U, V der Talwelle 
(m,, m,) sogar unendlich. Nach den Rechnungen des Teiles IV fallt die 
Intensitat der Talwelle (m,, m,) im Falle (2.301) bzw. (3.602) endlich 
aber wesentlich gr6Ber als 1 bzw. groB gegen 1 aus, wenn die hier ver- 
nachlassigte Riickwirkung der B.R. (m,, m,.) auf die wbrigen B. R. 
(m,, ms) += (m,, m2) mit beriicksichtigt wird. Es tritt also speziell im Falle 


’ (3.602) eine anomale Intensitdtsanreicherung der Talwelle (m,, mg) ein, 


die aber, wie wir sogleich sehen werden, auf die Nahe der Kristallober- 
flache beschrankt bleibt. 

d) Beweis, daB (3.602) die Bedingung fiir die Oberfléchen-Eigen- 
schwingung ist. Um diesen noch ausstehenden Beweis zu erbringen, 
zerlege man in der Gl. (3.602) die Reflexionsamplituden 7g und Kg 
nach (3.301) und (3.502) in Absolutbetrag und Arcus: 


Re|«|rg|-2 PSD) =1, (3.602’) 
Dazu kann (3.602’) ersichtlich nur dann erfiillt werden, wenn gleich- 
zeitig 
|Re|:|7s|=1 (3.603) 
und 
Pg+03=22¥ mit ganzem » (3.604) 


ist. Da die beiden Reflexionsamplituden Rg und ry ihrer Bedeutung 
nach absolut genommen <1 (Energiesatz) sind, so ist (3.603) nur dann 
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der Talwelle (m,, m) am obersten Minimum M, fleiner als die Hohe 1, 


_ ist identisch mit der Phasenbedingung (1.602) des Teiles I fiir die Ober. 
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ist. : 
Die erste Bedingung fiir das Eintreten der anomalen Intensitats ts- 
anreicherung der Talwelle (m,, m2), Re =1, bedeutet, daB ‘die am. 
obersten Minimum M, von rechts gegen die Potentialschwelle S (Abb. 8) 
laufende ebene Welle von dieser totalreflektiert wird. Dies tritt bekann * 
lich nur dann ein, wenn die kinetische Energie EL = h? 2, m,/ (2m) 
der Potentialschwelle S ist und klassisch zu ihrer Uberwindung nic r re 
ausreicht. Die Wellenzahl ,,,,, der Welle im Vakuum ist dann nac ho 
(2.503) imaginar. Das hei8t im Vakuum tritt eine inhomogene Wel : 
auf, die auf die Lange einer oder einiger weniger Gitterkonstanten 
exponentiell abklingt. Es wird keine Energie ins Vakuum ausgestrah Ms 


Die zweite Bedingung fiir das Eintreten der anomalen Intensitéts- 
anreicherung der Talwelle (m,, m2), 73 = 1, bedeutet, daB die in Abb. 2 
von M, nach rechts laufende Talwelle (m,, ms) vom periodisc mn 
Halbraum § totalreflektiert wird. Dies tritt nach Abschnitt 4a nur dai in 
éin, wenn der Energiewert E; = /? gi, ,,,/(2m) der Talwelle (m,, My) 
einem verbotenen Energieband des gemittelten. Potentials V,,(z) angehért. 
Da die kleinen Energiewerte nach den zu (3.402) gehérigen Rechnunge n, 
deren Ergebnisse in Abb. 4 des Teiles II dargestellt sind, praktisch a e 
verboten sind, so ist die Bedingung (3.606) bei denjenigen kleinen Energ e- 
werten E; < Wy, fiir welche nach dem letzten Absatz die Bedingung 
(3-605) ausschlieBlich befriedigt werden kann, von selbst erfiillt, wenn 
man von den schmalen unteren erlaubten Energiebandern absieht, 
Da die Intensitat der Kristallwellen nach der auf (3.403) folgenden Be~ 
merkung auf den untersten verbotenen Energiebandern auf die Lange 
einer oder einiger weniger Gitterkonstanten ins Gitterinnere fort- 
schreitend exponentiell abnimmt, und da die Welle nach dem voran- 
gegangenen Absatz auch im Vakuum exponentiell abklingt, so mim "i 
die Intensitat dieser anomal starken Talwelle (m,, my) nach beiden Sei 
der Kristalloberfldche exponentiell ab (Oberflachenwelle). on 


Die dritte Bedingung fiir die anomale Intensitdtsanreicherung dies 
Oberjflichenwelle, Pg + rs = 22, bedeutet, daB zwei am oa no 
Minimum etwa nach. links laufende Wellen, die verschieden oft zwischen 
der Potentialschwelle S und dem periodischen Halbraum § hin und. 
her reflektiert wurden, in Phase stehen (Resonanz). Diese Bedingung 


[ldchen-Eigenschwingung, Im Teil I, Abschnitt 6 wurden auch bereits. 
die beiden SB HA a 4 (3.605) und (3.606), d. h. Totnes 
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’ an den beiden Begrenzungen der obersten Potentialmulde als notwendig 
fiir das Bestehen der Oberflaichen-Eigenschwingung erkannt. 


_  €) Anschauliche Ableitung der Bedingung (3.602) fiir die Oberfldchen- 
. Eigenschwingung?. Die im Abschnitt 5 gegebene Herleitung der Be- 
dingung (3.602) fiir das Auftreten der Oberflachen-Eigenschwingung 
War zwar mathematisch streng, aber physikalisch wenig durchsichtig. 
Deshalb soll das Auftreten des Resonanznenners 1—Rers in (3.511) 
‘noch auf eine anschaulichere Methode gezeigt werden, die im Gegensatz 
zu den Betrachtungen des Abschnitts 5 nicht vom stationaren Zustand 
_ausgeht, sondern die Ausbildung der Oberflaicheneigenschwingung im 


Yog (2) 


CR a er aa 


Abb. 9. Zur Ableitung der Bedingung (3.602) fiir das Auftreten der Oberflacheneigenschwingung. 


Laufe der Zeit darstellt, und sich auf diese Weise enger den Unter- 
suchungen der Zickzackreflexionen der Teile I und II anschlieBt. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke die Wellenvorginge, die eine 
einzige der intensitatsarmen kohdrenten Gitterquellen (3.109), namlich 
die am obersten Minimum nach links strahlende Quelle «é - e*8m,m 7 
(@ <1) in der Nahe des obersten Minimums hervorruft (Abb. 9). 
Diese (Tal)-Welle fallt von rechts auf die Potentialschwelle S auf und 
tritt teils durch die Schwelle hindurch ins Vakuum ein. Teils wird diese 
Welle jedoch zufolge (3.502) mit Amplitude ée - Rg nach rechts reflektiert 
und fallt nun auf den Halbraum § mit periodischem Potential V,,(z) auf, 
an welchem durch Reflexion zufolge (3.301) eine in My nach links 
laufende Talwelle der komplexen Amplitude e- Rg +7 entsteht. Diese 
Welle fallt nun noch einmal auf die Schwelle S auf und wird mit Ampli- 
tude ¢- R&-7s nach rechts zuriickreflektiert. Nochmalige Reflexion 
dieser Welle am Halbraum § ergibt fiir die nachste in M, nach links 
ufende Welle die komplexe Amplitude ¢-R%-7r%,. Daher ist in 
ortfiihrung dieses Verfahrens die komplexe Amplitude der zum »-ten 
ale in M, nach links laufenden Talwelle ¢-(Rg-75)’. Durch Inter- 
erenz aller dieser verschieden oft zwischen der Potentialschwelle © 


a ee ee rT rey ae 


len stint il 


z Unterabschnitt e kann zunichst ausgelassen werden, ohne da das Ver- 
ndnis fiir die folgenden Betrachtungen verlorengeht. 
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reflektierten fatensitmsabmens etwa_ nach Ree intorden ‘Talwe n 
entsteht schlieBlich im stationaren Zustand am obersten Minimum 
eine einzige nach links laufende Talwelle der komplexen Amplitude 4, 
die gleich der Summe dieser komplexen Einzelamplituden ist: 


co 
& 


a=) (Re- aa ~ 4—Rerg’ De 

v=0 a 

Da Le| <1 war, so ist auch « <1 mit Ausnahme des Falles 3. 502) 
say diese Weise ist das Auftreten des Resonanznenners 1 — Ret. ‘ 
n (3.511) auf optischem Wege verstandlich gemacht. ye 
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C. Mathematischer Anhang. 
a) Beweis von (3.204). . 


Zur Ableitung der Beziehung (3.204) zwischen den Phasen P ind. 
von reflektierter und durchgehender Welle beim einzelnen Berg lass 


Potential 


a, 
Diy 


O*e -Ym, mz & a 
F § 
RR*.00* vi ee RE De Sema? + R D* eS ms : 


M, M, x ~ r 
Abb. 10. Zur Ableitung von (3.204). 4 : 


oe 


man sowohl von rechts als auch von links eine ebene Welle der Wellen 
zahl g,,,, auf einen einzelnen Berg By der Abb. 3 auffallen (Abb. 10 
Jede dieser Wellen wird am Berg in eine reflektierte und eine durch 
gehende Welle aufgespalten, so daS man neben den beiden einfallende: 
Wellen zwei vom Berge nach rechts und zwei vom Berge nach link: 
fortlaufende Wellen erhalt. Sowohl die beiden nach rechts, als auch | Lie 
beiden nach links fortlaufenden Wellen interferieren miteinand 
Forderung, daB die gesamte auf den Berg auffallende Intensitat gl 
der gesamten vom Berge fortlaufenden Intensitat sein muB, here ) 
die Bedingung (3.204) zwischen den Phasen P und J, wie jetzt in| Einze 
heiten durchgefiihrt werden soll: ce 

Die erste auf den Berg auffallende Welle sei R* e~ 8m, m:* +. Diese 
Welle fallt also von links auf den Berg 8, auf. Sie tritt teils als e 
Welle R*D + e~*%m,m,* durch By nach M, hindurch, teils wird sic 
ebene Welle R- R* + e!Sm.m* nach links reflektiert. Die kom 
Amplitude der durchgelassenen Welle in M, baw. die komplexe Ampli 
der reflektierten Welle in M, betragt demnach R*D > e&m,m,4 b v 


+ Der Stern (*) bedeutet das Konjugiert-Komplexe. 


¢. . 


We 
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eh es ey 
ity Die ‘zweite einfallénde ebene Welle pe e8m,ms* fallt von rechts- 


= Bo auf. Sie besitzt also am Minimum M, die komplexe Amplitude 
Ds -e— 'Sm,m.*, Sie tritt teils durch den Bere Xo als ebene Welle hin- 


durch, die wegen der Symmetrie des Berges 8) am Minimum M, die — be Ba 
a beaplexs gag oie D- D* besitzt. ~Teils wind die einfallende Welle 1 Se 
_D * ef &m,m.* nach rechts derartig reflektiert, daB ihre ebene Reflexions- or Din Mf 
= e am Minimum MM, die ktonipiexe Amplitude RD*-e-*&m,m% eS, 


_ desitzt. 
Durch Superposition der beiden von ®, nach rechts laufenden eat ae 
x Vellen mit gleicher Wellenzahl g,,,,,, erhalt man eine einzige von 8 =, | > 
x nach rechts laufende ebene Welle, deren komplexe Amplitude am Mini- 
mum M, R*D - é*8m,m.* + RD* e— *8m,u,* ist. Entsprechend erhalt 

rt man am Mian M, eine von %, nach links fortlaufende chene Welle a 
der komplexen Arophitnds RR* + DD*. ota 

a? Da die gesamte, durch die beiden einfallenden Wellen R* e~?8in,m# 0 
und D* ¢e‘&m,m.* transportierte Intensitat ebenfalls RR* + DD* be- SO ae 

~ trug, so muB die Intensitat der nach rechts fortlaufenden Welle aus Ne figs @ 
igri der Energieerhaltung gleich Null sein: 


. Bie t ‘ R*D- eomm.* 4 RD*e~ *&mm,%_ 9, 
ry \ 
re i 
i _ Oder wenn man mittels (3.201), (3.202) die GréBen R und D in Absolut- oe Oe 
 betrag und Arcus zerlegt und durch |R|-|D_ dividiert: Bis 


plePs+ AF Emm,” 1 ¢ i(P—A—8y 1m, %) vey; te tat ‘9 a ae 
? 2. 


it 


wo ras unmittelbar (3.204) ae 


= 5) Nachweis, daB das Reflexionsvermégen | iro? des periodischen Halb-. 
_raums gleich 1 oder kleiner als 1 ausfallt, je nachdem zy, »,, konvplex Pie 
i, 2%, oder’ reell ausfalit (Zusatz zu Abschnitt 4). ate 


Tee 

a) Komplexes %m,m,- Da ganz allgemein die Funktion cosz der | | ee 
x komplexen Veranderlichen z bekanntlich nur dann reell ist, wenn ent- a 
_ weder z reell ist oder der Imaginirteil von z ein ganzzahliges Vielfaches ie 


von x ist, und da die rechte Seite von (3.308) stets reell ist, so ist x,,,, mye’ 
im vorliegenden Falle « bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von x rein 

ime gindr. Da x,,,,,4 in der sogleich zu benutzenden Formel (3.309) nur 

‘in ‘der Kombination e=**%n,m,* yvorkommt, so sind diese Vielfachen von z 

2h das folgende unwesentlich, so da8 z,,,,,,, im Falle « als rein imaginar 

3 _vorausgesetzt werden darf. Geht man in (3. 309) zum Quadrat des Abso- | 

rn Pett ase> tiber, so wird bei sreellcnn: oo. und imaginérem 2, > ° 


eke a pee p ‘Ri Cio 


; + 2ix a : , tm m, 4 
1+ |D|?-e Metta 29) De ™ 


“COS (Ly, rity a 5 4) 


4* 
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oder wenn man im Zahler die GréBe Rj? mittels (3.203) durch |D|? 


und im Nenner den cos (g,,,,,@ + 4) mittels (3.308) durch %p,,, @US- 
driickt : ‘ 
7 Ler |D) ° es 
ae # i ae ae 
| 1+|Dite pee hy 2 b|Dite ei%m, ms 4 COS Xm, mz 4 


was zu beweisen war. 

B) Reelles x» m,- Bildet man bei reellem %», ys, und reellem 2. m, 
von beiden Seiten de Formel (3.309) das Quadrat des Absolutbetrages, © 
so kommt 

ae RP 
79 ~ 1+ |D|4¥ — 2|D|- cos (gm, m, a + A+ Xm, m: 4) 
Rr? 
~ 41+/|D|?—2|D|- {sos (em, ma + A) + COSHm, me a +sin (2m, mz @ + A) * SiN Xm, mg a} 3 


Driickt man hierin mittels (3.308) die GréBe z,,,,, durch g,,,, aus, 
so erhalt man wegen der aus (3.308), (3.203) folgenden Beziehung 


i 4 yr,* 7S 
Sin %mm,@ = + | D? mJ COS? (Em.,m, 4 + A) te 
Vhs ae ; (3.a0 
= + sin? (Smm, 4 + 4)— | RP? : 
den Wert % 
R 2 

> 1, ae st 2 a oe ee 
9| —|R|?+ 2:sin (gm, m, a+ A)- {sin ( Sm, m, a+ « 1) = sin? (2m, m, a + A) Re) (3.20 
Nach Einfiihrung der Abkiirzung & =|R/+- sin (g,,,,,@ + 4) geht oS 
(3.a02) wiber in S 
al = CRY ee". (3-203) 


Da nach (3.308) unter Beachtung von (3.203) bei reellem x,,.,,, stets 
& > 4 ist, so ist die rechte Seite von (3.a03) gréBer oder kleiner als 4 

je nachdem in (3.a01) das negative oder positive Vorzeichen gewahlt~ 
wurde. Da physikalisch sinnvoll nur der Wert 7, 2 <1 ist, so darf 
in (3.a04) nur das positive Zeichen beibehalten werden, was zu zeigen War, 


c) Die Wellenfunktion im eindimensionalen Gitter beim Fehlen von ink 
Gitterquellen (Zusatz zu Unterteil A). 


Beim Fehlen von Gitterquellen geniigt bekanntlich die Wellen- 
funktion f(z) einer Materiewelle, welche im Vakuum (V9(z) = 0) -die . 


Wellenzahl &,,.,,, hat, im einfach periodischen Potentialfeld Vgq(z) der ~ 
gewohnlichen (SCHRODINGERschen) Differentialgleichung . 
Ce 

d? {,2 2m , ¥ 

er: am | Romy Os Toole)| #=0. (3.a04) vag 
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Wahrend wir im Unterteil A die Gl. (3.a04) auf anschaulichem Wege nur 
in der Nahe der Talsohlen M, des Potentialfeldes Voo(2) lésen konnten, 
und aus den Intensititen b™2, cl)? der hier verlaufenden ebenen 
(Tal)-Wellen aus Stetigkeitsgriinden auf die Intensitaten der Gitter- 
wellen an den iibrigen Punkten geschlossen hatten (Abschnitt 5 des 
Teiles IT), soll jetzt die Gl. (3.204) auch an den iibrigen Punkten des 
Potentialfeldes V,,(z) rechnerisch behandelt werden, an denen keine 
Darstellung von /(z)’als Summe zweier ebener Wellen mehr moglich ist. 
Zu diesem Zweck denkt man sich das einfach periodische Potential 
Voo(z) durch die Fourierreihe 
22 
Sa Pope 2) (3.205) 


(“) 


gegeben und erhalt so nach Einfiihrung der beiden Abkiirzungen 


q = Uo/R* (3.206) 
Bu = Yy/% (3.a07) 
die folgende Differentialgleichung fiir f(z): 
2% 
d*f 2 , a adel 
ae + [im +a SB |i=o (3.a08) 
(#) 


Die GroBe g ist wegen (3.102), (3.a05) der bereits in (3.101) eingefiihrte 
0 


Quotient des mittleren Potentials —— f (Voo(z) dz = h* v,/(2m) und 
Energie £ der im allgemeinen schief (d.h. unter einem Winkel #: sin 0 = 
Ry m,/%) einfallenden Welle. 

Zur Lésung von (3.a08) macht man iiblicherweise mit einer noch zu 
bestimmenden Konstanten x und unbestimmten Koeffizienten «, den 
Ansatz 


2% 
—~n% 


foei*t Saye a ; (3.209) 


(n) 


Da sich die Lésung (3.a09) beim Fortschreiten ins Gitterinnere um die 
Strecke a mit e’** multipliziert, und wegen (3.306) auch die nur in der 
Nahe der Minimalstellen M, giiltigen Lésungen des Unterteiles A 
diese Eigenschaft besaBen, so ist x identisch mit dem in Formel (3.303) 
bzw. Abschnitt 5 des Teiles II eingefiihrten charakteristischen Expo- 
nenten %»,, des Potentialfeldes Vj,(z). Durch Einsetzen von (3.209) 


+ Soweit nicht anderes vermerkt ist, sind in dieser Arbeit alle Summen von 
— co bis + oo zu erstrecken. 
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i “Ee, in (3. 408) erhalt man das Nolrende Syste von ante sinendlienV vielen g 
Beacipsy _ linearen Gleichungen fiir die unbekannten Koeffizienten «,, x = mst 
ra: a, ' \ 
Pega. {se = an n) — Rin Oy — he 9: > Bai ty = 0. (3.210) . 
Ri ikee ns e 
2 Bas = (#) Tae > 
jon - _Damit dieses Gleichungssystem eine nichttriviale Lésung besitzt, ma 
om ah die zugehérige Determinante verschwinden: : 
fo 5 
ni tae: Det| (nm — == 8) — Rinzm| 8: — 2° Bn —n| = 0 4. (3.24) 
a ps ‘Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir den charakteristischen Expo- — 
de nenten %,,,,- Sie entspricht der Gl. (3.308). Durch Einsetzen der aus _ 
ee. Rete, +) (3-241) erhaltenen Lésung(en) x = Ho in (3.a10) erhalt man cia 
e i ae Verhaltnisse der gesuchten «,, 
case Da es sich in (3.a10) um die Peng von unendlich vielen Greichungleg 
A fiir unendlich viele Unbekannte handelt, so laBt sich das soeben ange- 
‘i - ". gebene Lésungsverfahren in der Praxis nicht in aller Strenge durch- 
Scie mc fithren, sondern man ist auf Naherungslésungen angewiesen, die da 
oy - bestehen, daB im System (3.a10) alle x, bis auf eines oder zwei wegen 
i. gq <1 gleich Null gesetzt werden. Wie im Abschnitt 4 des Teiles Iv" 
rh ___ gezeigt werden soll, ist dieses Naherungsverfahren in dem uns im Hin-— 
oe ~ blick auf die Kixucui-Enveloppen besonders interessierenden Fall 
a Net We NE ec A, (d. h. tangentialer Austritt der eigentlichen Beug ae 
or _ | welle (m,, m,)) nicht mehr statthaft, sondern in diesem Falle mii 
ne ‘3 mehrere a, (etwa 5) als von Null verschieden angenommen we 
aRS. x n. (Vielstrahlproblem). Wegen mathematischer Schwierigkeiten kann aie 
> a __ Lésung in diesem Falle nicht mehr mit einfach itbersehbaren Formeln 4 
x '¢ : _ angegeben werden. Wie im Teil IV gezeigt werden soll, ist die Kenntnis — 
_ der expliziten Lésung des Systems fiir die rechnerische Behandlung rat: 
eee Kikucui-Enveloppen nicht erforderlich, sondern es geniigt allein, ne 
‘ irs wichtige Eigenschaft dieser Lésungen herzuleiten. er 4 
ay + Da namlich die aus den Lisungen x = x,,,,., %, Von (3.a10) ge- 
san ar bildete Funktion (3.a09) eine Lésung der Differentialgleichung (3. a04) 
Sop | ist, und da (3.a04) die Interferenzen einer mit der Wellenzahl k,, , — 
| * (senkrecht) aus dem Vakuum (Voo(2) = 0) auf den Halbraum § Tare 
_-periodischem Potential V),(z) auffallenden ebenen Welle beschreibt, 


so ist f(z) an den Talsohlen M, identisch mit den im Unterteil A auf 

mAs anschaulichem Wege behandelten Talwellen. Daher laBt f(z) an den : 
aE Talsohlen M, von Vo9(z) die dort angegebene Darstellung (3.306) zu, 
‘ wenn wie im Unterteil A die Amplitude der einfallenden Welle nach 
(3.305) willkiirlich auf 4 normiert ist. Setzt man die Amplitude ice 


+ on =1 fiir »=y, 6} =0 sonst ist das Kroneckersymbol. 
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. lender Welle nicht mehr aletch 1, sondern gleich einer willkiir- 
- Zahl I, so lautet die Talwelle (3.306) an den Talsohlen M: 


ff), sey e” “mm, ° {e~ Sm, m, (5+ 4) Lt 5 e' Sm, my (F ae Aly . (3. a2) 
aay man diesen Schlu8 um, so haben wir den folgenden im Teil IV 
oY benutzenden Zusammenhang gewonnen: 
' Die aus den Lésungen x = Muwiss Oy aes ihesveh Gleichungs- 
tem (3. a10) gebildete Funktion G. 409). kann in oer mlens der Tal- 


sohlen 1 der Funktion V,,(z) = — og 2; B,: "* dargestellt 


ce 
Re 


werden in der Form (3.a{2), wenn I” eine.  villkiirliche Konstante 
bedeutet und Sim, ms in (2.306) definiert ist: also 


ae y= xh a oes — Fn m,)/(2 m) <0 


der. Wert von V49(z) an seinen Talern M, ist. rg ist die in (3.301) 
definierte Reflexionsamplitude am periodischen Halbraum §. 


a oA Die Wellenjunktion im eindimensionalen Gitter beim Vorhandensein 
ae von Strahlungsquellen (Zusatz zu Unterteil B). 


at Im Unterteil B wurde der Fall behandelt, daB im Inneren des 
periodischen Halbraums § Strahlungsquellen angebracht sind (Abb.1). OSs 
Dann ist die Gl. (3.a08), welche die Interferenzen der Materiewelle = 

im periodischen Potentialfeld V,,(z) beschreibt, auf der rechten Seite 
durch ein Zusatzglied Q(z) zu erganzen, wobei Q(z) die Ergiebig- 
keit der im allgemeinen kontinuierlich verteilten Strahlungsquellen 
ist!, Da die Phasen der an zwei verschiedenen Talsohlen M, und 
M, 41 angebrachten Gitterquellen sich um k,a unterscheiden, so mu8 
ee) die Gestalt 


Q (2) = gq ehe*- P(2) (3.213) 
besitzen, wenn oe 
ae P (2) =P-ce” (3.214) 
A “t ‘ (n) 


eine mit der Gitterkonstanten a periodische Funktion von z ist. Wie 
_ spater (Kleindruck) gezeigt werden soll, ist der Absolutbetrag der 
Funktion P(z) bei flachem Austritt der B. R. (m, mz) von der GroBen- 
ordnung der Betrage der in (3.109) definierten Quellenamplituden 
le, | baw. '6,!. 

Die um die Quellenergiebigkeit (Q(z) modifizierte Gl. (3.208) lautet ; 
-dann explizit ta 
: apes ; 22 eee i tn i e 
Ge + iam BO Boe a ae eee pba at 22S 805) Re 
Leg (H) i ai 


ay. hierzu M. v. Lave: Ann. Phys. (5) 23, 705 (1935). 
t ’ « + 


+d, 
Die allgemeinste Ldsane dieser ke adie -Differentialglei chi as 
2. Ordnung ist bekanntlich gleich der allgemeinsten Lésung der homo 
genen Gl. (3.a08) vermehrt um eine spezielle Losung von GB. 5 
Fiir diese spezielle Lésung macht man mit noch zu bestimmen 
unbekannten Koeffizienten «, den Ansatz yt 


und erhalt durch Einsetzen von (3.a16) in (3.a15) das folgende Sys 
von unendlich vielen linearen inhomogenen Gleichungen fir eb ens 
viele Unbekannte «,, die hieraus eindeutig bestimmbar sind : aa ) 


14 


Bel eget 2h \ 20 ta 2 an ry 
oy (eee ny HO hq: DB aya Rg-B. (3.aM7 
a: 
SONA Genau so wenig wie die Lésung von (3.a10) laBt sich auch ii 
* _ Lésung von (3.a17) mit einfachen Formeln angeben, wenn der Fall 
«EB < W, vorliegt. Daher wollen wir genau wie im Abschnitt c hier 
‘ nur eine im Abschnitt 5 des Teiles IV zu benutzende Eigense naf 
der aus den Lésungen (3.a17) gebildeten Funktion (3.a16) herleiten 
Da diese Funktion im Gitterinneren die Interferenzen der We ez: 
beschreibt, die von den Gitterquellen (3.103) bzw. (3.a13) hery 
alr wurde, wenn man sich das Gitter voriibergehend auch nach 
ug = -+co unbegrenzt denkt, so ist F an den Talsohlen M des 
meh es, Boies pobeavals V,o(z) identisch mit den far den Fall eines bei 
toy re. - seitig unendlich ausgedehnten Gitters im Abschnitt 6 behand 
ves Talwellen. Nach Abschnitt 6, b 1l48t F(z) an den Talsohlen M, von Voq (2 

die Darstellung (3.601) zu. Da, wie unten (Kleindruck) zu zeigen, di 


4 n (3.601) auftretenden Quellenamplituden e bzw. 6 die Gréfen 
rm nung der Funktion P(z), d.h. ihrer Fourierkoeffizienten P el 
a sitzen, so hat F(z) an den Talsohlen von V9(z) die GréBenordnung 
a der P,/(cos %,, @—cosk,a). Kehrt man diesen Schlu8 um, ;s c 
' 4 haben wir den folgenden Zusammenhang gewonnen, der im 1 rv 


Vad benutzt werden wird. 4 
ese) e Die aus den Lésungen «, des linearen Gleichungssystems (3.a17 
er gebildete Funktion (3.a16) kann in der Nahe der ae : 


der (reellen) Funktion Vj9(z) = —*r sg p> B,,- , dareeg 
m 


werden in der Form (3.601). Hierbei sind he u, v fest vorgegebe ne 
Konstante, welche die es te der P,/(COS Xm. m, @ — cos k 
besitzen. —W, = A? (g°, ,,, — R2, ,m,)/(2m) <0 ist der Wert 
Voo(2) an seinen Talsohlen M,. %m,m, ist der zum Potentialfeld V 
gehorige charakteristische Exponent. 
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Es mu8 nun noch der Nachweis gefiihrt werden, da8 die in (3.a14) definierte 
Funktion P(z) beim flachen Austritt der B. R. (m, mg) von der GréBenordnung 
der Quellenamplituden ¢ und 6 der Abb. 1 ist. Zu diesem Zweck denken wir uns 
genau we in Abb. 3 einen einzelnen Berg 8, des Potentialfeldes an seinen benach- 
barten beiden Talsohlen begrenzt durch ein homogenes Medium von konstantem 

_ Potentia!—W,. Innerhalb dieses Einzelberges denken wir uns kontinuierlich ver- 

_ teilte Strahlungsquellen angebracht. Ihre Ergiebigkeit Q mége innerhalb des 

_ Ejinzelberges mit (3.a13) iibereinstimmen und mége 0 auBerhalb des Berges (d. h. 
im Gebiet konstanten Potentials —W,) sein. Infolge der Strahlungsquellen lauft 
vom Berge nach rechts eine ebene Welle fort, die wir, um Ubereinstimmung mit den 
Bezeichnungenvon Abb. 1 zuerreichen, d-e  ‘*”.™:* nennen miissen (= Amplitude 

_ der nach rechts strahlenden Gitterquelle). Entsprechend lauft nach links die ebene 
Welle ce e'S.™:* yom Berge fort. 

Bezeichnet V(z) den Potentialverlauf der Abb. 3, so lautet die Differential- 
gleichung dieser Wellenausbreitung 


zat {Fans — rs Vial} F =2 ak aoe 


Thre Lésung lautet nach Obigem in den Gebieten rechts bzw. links vom Berg 
(wo V(z) = —W, = const. und Q = 0): 


—i z tg z 
F=6-e Som, mz bzw. F=e-e ™™ 


(3.a19) 


AuBerdem betrachten wir einen anderen Wellenvorgang, namlich die in Abb. 3 
dargestellt - Reflexion und den Durchgang einer Welle der Amplitude 1 am Einzel- 
berg, der keive Quellen enthalten soll. Dieser Vorgang wird durch die Differential- 
gleichung}| 


2m 


Rik WY {dae = Via)} #=0 ~ (3.420) 


beschrieben. Die Lésung dieser Differentialgleichung links bzw. rechts vom Einzel- 
berg lautet entsprechend Abb. 3 


pee oem? Rp. 2) Sm,m, ig eae f22De em tas (3.a21) 


wobei R bzw. D die in (3.202) bzw. (3.201) definierte Reflexions- bzw. Durchgangs- 
amplitude am Ejinzelberg ist. 

Multipliziert man (3.a18) mit / und (3.a20) mit F und zieht die so umgeformten 
beiden Gleichungen voneinander ab, so folgt 
d dF = OF 
He RS Ss F ame = =f 3 
dz ( 7) Q-r 
oder wenn man diese Gleichung iiber den Einzelberg (von der Stelle z, bis zur 
Stelle z,) integriert: 


zg 
“a 


{pS eI f at —F 21 = [ o-taz. (3.a22) 


4¢ 


Setzt man hierin auf der linken Seite fiir F die Werte (3.a19) und fiir f die Werte 
3.a21) ein und beachtet, daB | R| und | D| < 1 sind, so hat die linke Seite von 
3.a22) die GréBenordnung gym, m, € DZW. Em, m, 6. Da f(z) die GroéBenordnung 1 hat 
Reflexion einer Welle der Amplitude 1 am Einzelberg), und da 4—%,=a= 


Ses : “ate ’ ~) 
| Gitterkonstante tty, so ligt: ae peatetet 2 aeeeeee (3.422) die G : rSBe 
Q-a, oder wegen (3. cay die GréSenordaung Haq Pl), so daB groBenor 
: > 
, & bow, ok ~ pactink q+ Pla) Sat, m6) 
em, my wae 
ist. : tie 
ee Es mu8 nun sch die in (3. a23) auftretende Wellenzahl Em, ms abgesch 
werden. Bei dem hier vorliegenden flachen Austritt der B. R. (m, mg) ist d 
Komponente E; = hi? gy, ,/(2m) der Energie der Beugungswelle von der GréB 
ordnung der Gipfelhohe W, des Potentialgebirges Voo(z), d.h. nach Abb. 2.8 
_Teiles I von der GréB8enordnung 3V = 3(V. /E)-£. Ersetzt man hierin V/E m 
tels (3. 101)durchg, und Edurch die rechteSeitevon(3. 102), sowird 3V V =3 ghh?/( m1) 
Zusammen mit der Forderung hh? Eile m) ~ 3V bedeutet dies, daB bei 1 lz 
Austritt gréBenordnungsmaBig gp», m, = \3%@ ist. Setzt man- diesen Wert 
Sm, ms in (3. a23) ein, so wird groBenordnungsmabig 


kaa® «ko? “P(z) - 
‘V3 k-g? ° 


oder wegen (3.104) SME Sayer ¥ 


é bzw-.6 = 


e bzw. 6 ars P(s) = 2 Pla); 
3 


oh: tiewF ind el diac pantete der Bc (mm) von der 
nung der Fourierkoeffizienten P,, der in (3-a14) angegebenen Funktion ne 
earl zeigen war. ; 


a] 


Hamburg, Institut fiir Theoretische Physik der Nae s 
versitat, Juli 1944. 


Die Energieverteilung thermischer Neutronen*. 
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(Eingegangen am 17. November 1944.) 


Rds 


id Zusammenfassung. 


Es wird die Energieverteilung der Bremsneutronen untersucht: A fiir Streuung 
n freien Protonen mit Maxwettscher Geschwindigkeitsverteilung, B fiir Streu- 


verteilung bis zu Energien von etwa 2&T praktisch mit der Maxwe.t-Verteilung 
aes und fiir hohe Geschwindigkeiten in das FrrRmische 1/v?-Gesetz 
geht. Bei B ergibt sich eine starke Abhangigkeit des scheinbaren Streu- 
Begochaiitts der Protonen von der Geschwindigkeit der Neutronen. Diese Ab- 
hangigkeit wird bei kleinen Energien durch die gittermaBige Anordnung der 
Protonen bedingt, wahrend fiir gréBere Energien die hier mit beriicksichtigte 
Bindung der Protonen an die C-Atome eine Rolle spielt. Das fiihrt 
, daB sich die Neutronen bei tiefen Temperaturen nicht mehr mit dem Gitter 
minesaische Gleichgewicht setzen k6nnen, sondern nur bis etwa 100° K ab- 
: gekihlt werden kénnen. 


Einleitung. 
in & Das Neutron hat in der Kernphysik bekanntlich insofern eine 


Wirksamkeit, im Gegensatz zu den geladenen Teilchen, mit abnehmen- 
der Geschwindigkeit, haufig umgekehrt proportional dazu, zunimmt?. 
eee ist es von groBer Bedeutung, die bei Kernreaktionen ent- 
stehenden mehr oder weniger energiereichen Neutronen auf irgendeine 
Weise abzubremsen. Durch Zusammentreffen verschiedener giinstiger 
Umstande, — Massengleichheit, verhaltnismaBig grofer Streu- und 
einer Einfangquerschnitt — sind Protonen, und allgemein wasser- 
stoffhaltige Substanzen, dazu besonders geeignet. Eine interessante 
Problemstellung, die im Zusammenhang damit auftaucht, ist die folgende: 
Eine punktformige Neutronenquelle befindet sich in einem unendlich 
ausgedehnten wasserstoffhaltigem Medium (meist dient dazu ein Wasser- 
trog oder ein Paraffinblock). Wie gro8 ist nun die Anzahl der Neu- 
tronen mit einer bestimmten Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung 


*. DA..4945- 
1 Vgi. Amaxpr, E.: Phys. Z. 38, 692 (1937). — Betux, H.: Rev. mod. Physics 
9 age — Sotomon, J.: Protons, Neutrons, Neutrinos, Paris 1939. 


ung im Paraffingitter bei T = 0°. Bei A ergibt sich, daB die Geschwindigkeits- 


eue Lage geschaffen, als in vielen Fallen bei Kernreaktionen seine - 


. gungsquanten anzuregen, sich die Protonen praktisch wie frei v 


bx) bes ts, 

TA ; Z KOPPE: a mss 
’ P 3.6 ie 
in einer gegebenen Sa ae von der NUtoneauelle rs Die 
antwortung dieser Frage st68t auf erhebliche Schwierigkeiten. 
ergebnisse sind von Fermi und Fitcce} erhalten worden. Bintang er 

ist die Anzahl der Neutronen mit bestimmter Geschwindigkeit, o 
Riicksicht auf Bewegungsrichtung und Ort zu bestimmen. Wea 
Atome, an denen Kernreaktionen ausgelést werden sollen, gleichm, 
verteilt sind, z.B. in Form einer waBrigen Lésung vorliegen, da 
geniigt die Kenntnis dieser Geschwindigkeitsverteilung auch vo LF 
kommen. Sie ist erstmalig von FERMI? unter der Annahme, daB d 
Neutronen mit freien, urspriinglich ruhenden Protonen insane en, 
berechnet worden. Unter diesen Voraussetzungen kann das Ergebnis 
natiirlich nur richtig sein fiir Energien, die gréBer sind als die det 
chemischen Bindung und der thermischen Molekularbewegung der he 

tonen. Die gleichzeitige Beriicksichtigung dieser beiden pie? vii 
nun ziemlich schwierig sein. Es zeigt sich aber, daB es zwei praktisch 
bedeutungsvolle Grenzfalle gibt, in denen nur jeweils einer der bei de 
eine Rolle spielt. Betrachten wir zunachst Wasser von Zimmertempe- 
ratur als Streumedium. Da wegen des ungiinstigen Massenverhalt 
nisses zwischen einem Neutron und einem H,O-Molekiil als Ganzem 
(ganz abgesehen von der Assoziation) die Translationsfreiheitsgrad 
des Molekiils nur wenig Energie aufmehmen kénnen, mu8 das Neut Ol 
seine Energie gréBtenteils an die gequantelten Schwingungs- un 
Rotationsfreiheitsgrade abgeben. Um einen Uberblick iiber solche S: oB- 
prozesse zu bekommen, ist von FERMI® der Fall des raumlich isotropen 
Oscillators durchgerechnet worden. Es hat sich dabei gezeigt, da 


solange das Neutron noch geniigend Energie besitzt, um einige Schw n. 


halten. Naturgema8 kann das Neutron nur gequantelte Energiebeti rige 
verlieren, aber die Wahrscheinlichkeit, mit der das geschieht, ist etwa 
gleich der iiber das einem Schwingungsquant entsprechende En rg gie 
intervall integrierten Wahrscheinlichkeit der Energieabgabe an 
Protonen. Sobald allerdings die Energie des Neutrons unter die eit 1€ 
Schwingungsquants gesunken ist, sind naturgema8 nur noch elastisch 
St6Be méglich. Ahnliche Verhaltnisse sind offenbar auch bei den 
Rotationsfreiheitsgraden zu erwarten. Nun hat ein -H,O-Molek il 
3 Schwingungsfreiheitsgrade mit Frequenzen von 1595, 3600 und 
3756 cm™ bzw., denen charakteristische Temperaturen von etwa 3 000 


1 FERMI, E.: Ric. Sci. 2, 13 (1936). — Frtcer, S.: Z. Phys. 111, 109 (4 
Wegen der Analogie der Neutronenstreuung zum Strahlungsgleichgewicht 
auch E, Hopr, Radiative Equilibrium, Cambridge mathematical Tae 
bridge. 

a FERMI, “E.} Riv, Sci.) 2,093) (4936) 6 — ZEEMANN-Festschrift, den 
Si.428 + 1935. 

8 Fermi, E.: Ric. Sci. 2, 13 (1936). 


Die Energieverteilung thermischer Neutronen. 61 


_ bzw. 5000° entsprechen. Die Anregung der drei verbleibenden Rota- 
tionsfreiheitsgrade vollzieht sich demgegeniiber in wesentlich kleineren 
_ Quantenspriingen, denen eine charakteristische Temperatur von etwa 
_ 100° entspricht. In dem dazwischen liegenden Energieintervall ver- 
aga sich die Protonen demnach fiir die Halfte der Freiheitsgrade 
_ wie frei, und fiir die andere Hialfte wie starr gebunden. Fiir die Ver- 
ete der Neutronen wird das etwa darauf hinauskommen, daB 
ean nur mit der Halfte der Protonen rechnet, diese aber als frei be- 
handelt?. Da auch in Paraffinkristallen die CH,-Gruppen rotieren, 
sind hier ahnliche Verhiltnisse zu erwarten. Nun benétigen die Neu- 
tronen nur etwa 15 —20 StéBe, bis ihre Geschwindigkeit der der Pro- 
tonen vergleichbar wird. Da sie dann immer noch in Mittel etwa 
100 St6Be erleiden, bevor sie eingefangen werden, ist anzunehmen, daB 
sie sich mit den Protonen ins thermische Gleichgewicht setzen, und 
da8 fiir kleine Energien an die Stelle der FERMischen eine MAXWELL- 
“sche Energieverteilung tritt. In der vorliegenden Arbeit wird in Ab- 
schnitt A gezeigt, daB das auch tatsiachlich weitgehend der Fall ist. 
Man hat von dieser Tatsache ausgiebig Gebrauch gemacht, und 
4 auch versucht, durch Anwendung von Kaltebadern die Neutronen 
noch weiter ,,abzukiihlen“*. Dabei hat sich aber gezeigt, daB das nur 
bis zu einer gewissen Grenze méglich ist. Nun kann bei sehr langsamen 
Neutronen die chemische Bindung auf keinen Fall vernachlassigt werden. 
Dagegen spielt wegen der Nullpunktsbewegung in einem Kristallgitter 
die Temperatur keine groBe Rolle, solange sie nur hinreichend niedrig 
ist. Man kann sich demgem48 auf den Fall T= 0 beschranken. Die 
entsprechenden Rechnungen werden im Abschnitt B durchgefiihrt. 
Fiir die Abhangigkeit des Streuquerschnitts eines Protons gegeniiber einem 
Neutron mit der kinetischen Energie E ergibt sich bekanntlich die auch experi- 
mentell gut bestatigte Beziehung* 
_ 4ah? {1 fi tb Mae. | 
“my \4 (Es) +42) 4 [Ei] +48S’ 
wobei E;, E, bzw. die Energien des Grundzustandes, bzw. eines angeregten Singu- 
lettzustandes des Deuterons sind. Solange E < E, ist, und das ist im thermischen 
Gebiet immer der Fall, ist der Streuquerschnitt von der Geschwindigkeit des 
Neutrons praktisch unabhangig. Zusammen mit der Tatsache, daB die Streuung 
im Schwerpunktsystem kugelsymmetrisch ist, bedeutet das, da® sich die beiden 


Teilchen wie elastische Kugeln verhalten. 
Die Lebensdauer von Neutronen wird in wasserstoffhaltigen Substanzen durch 
Finfangung unter Bildung von Deuteronen begrenzt. Da der Einfangquerschnitt 


1 Bei raumlich anisotropen Oszillatoren hat N. ArLey |Math. fis. Meddelser 
16, 1 (1938)! gezeigt, daB eine solche , Neuverteilung‘‘ der Freiheitsgrade auf die 
Atome auf das Endergebnis keinen groBen EinfluS hat. Genauer kann inan mit freien 
Neutronen, aber mit tensorieller Masse, rechnen, vgl. Sacus, R. G..u. E. TELLER: 


Phys. Rev. 60, 18 (1941). ; 
2 Sotomon, J.: Protons. Neutrons, Neutrinos. S. 117. Paris 1939. 


- a 
rhe: umgekehrt peNa etiesF der Geschwindigkeit Na Lane ; ist die ois bn 
Zeiteinheit eingefangenen Neutronen als Produkt aus Stromdichte und Einfa 
querschnitt von der Geschwindigkeit, und damit auch von der Temperatur u 
: abhangig. Eine Abhangigkeit von der chemischen Bindung ist wegen der etl Ben 
a Ae bei dem KernprozeB freiwerdenden Energie nicht zu erwarten. 


Pah 


A. Die Geschwindigkeitsverteilung von an freien Protonen ul 
f gestreuten Neutronen. eg 
om 


1. Integralgleichung der Geschwindigkeitsverteilung. 


In einem unendlich ausgedehnten Medium der Temperatur T, welches 
N Protonen im cm? enthalt,,mégen in der Zeiteinheit Q ee 
mit der Geschwindigkeit vy entstehen. Im stationaren Gleichgewi 2 
sei die Anzahl der Neutronen mit der eis a Vp gleich « 
sie ERS sich aus der Gleichung: 


Q= 2 + wyZr. | 7 


Dabei bedeutet + die mittlere Lebensdauer eines Neutrons, mee 
die Anzahl der St6Be, die ein Neutron je Sek. erleidet, welche offenbs 
mit der Tartschen StoBzahl identisch sein muf?. 

Die Anzahl der Neutronen mit einer Geschwindigkeit merit 1 
und v+dv sei w(v)dv. Dann gilt fiir w(v) die Gleichung 


a 
ts 
2° 


7 


Ht w (v) {Zz (v) + +\_ [z (v’, v) w (v!) dv’ = wyZ (v4, 0). 


Dabei ist Z(v, v’) dv’ die Anzahl der St6Be, die ein Neutron mit dei 
Geschwindigkeit v’ in der Sekunde erleidet, und bei denen es nach 
dem StoB eine Geschwindigkeit zwischen v’ und v’+ dv’ besitzt. Die 
Berechnung von Z (v, ’) ist im Zusatz 1 wiedergegeben, das Ergebr nis 
lautet mit 
2 2kT v v” 
eMC TEN be LE ct 


. rot» }. ae 
Sinha eae ee 
2NoU, = e—"—*) B(x) fir x= y. 1% 


Dabei ist mp die Masse des Protons, o der Streuquerschnitt eines fi id " 
Protons, und @(x) das Gausssche Fehlerintegral ; 


x 


Da)= 2 afore a | 


yas « 1 Jeans, J. H.: Dynamische Theorie is Gase. S. 323. be betes 1926 
: : Tart, P. G.: Edinburgh Trans. 33, 74 (1886). f 


+ > Se Zs, y) ae Not, Vial oa ; ‘ i Se Z 
‘ Zr > A ies 
x J |x (4) 
| | v(x) 2 — + [a (x +) ® (2) | 
Ubereinstimmung mit dem bekannten Ergebnis von Tait. Die 
Pur map W(x) ist bei Jeans! tabelliert. Mit Z) = Non-! schreiben wir 
| 2 (x,y) =2Zq-Z'(x, 9) oy a 
Zz (x) =Zy-Z4(x). me (eee 
eichnet man mit m(x) die MAxwext-Verteilung, (an dieser Be- 
zeick nung wird in der Folge festgehalten werden) 


a 


peed m (x) = iE woes ely kis 
stitigt man leicht die Beziehung ese = 
Bye . m (x) Z (x, y) = m(y) Z(y, x) (Hee 
die ein 1 Ausdruck des : sog. Prinzips des mikroskopischen eee. bigs eri 
(principle of detailed balance) ist. a 


_ Wir fiihren auch in Gl. (1) und (2) die dimensionslosen Veins is 
if | y ein, und dividieren gleichzeitig durch Z). Dann ergibt sich 
ss op Os uy 
ES One rere Peery 


e ~~ 


| w(s) Zr ot} =2f 79,9) wy) dy = 20/2 ley 9). 2!) 


om ng 


ae bes 2. Ndherung ix grofe Geschwindighkeiten. , tis 
re Fir groBe Neutronengeschwindigkeiten tiberwiegt die Wahrschein- 
k eit eines Geschwindigkeitsverlustes bei einem StoB, und die bereits 
ahnte FERMische Theorie muB assymptotisch Giiltigkeit bekommen. | 
kann dann angendhert setzen: ; paler 


He Eee tear fir x <y 


Woh 


t man das in (2) ein, so erhalt man die bereits von ye? be- 
delte Gleichung 


w (x) fe pony =a f "0 iy 420 Sa (8) 


‘ es 4 ‘Jeans, sien: me Dynamische Theorie der Gase. s. 568. Braunschweig 1926. 5 rae 
4 + Pen Nee Cs ey eg aad $7128. AS 


—. c («+ o*)* R 
‘Die Konstante c kann man auf zweierlei Weise bestimmen. Setz1 
man (9) in (8) ein, so ergibt sich fiir += %» 


: is ah ee ee as 
pes: ga eR P Se By tape 


(Man beachtet dabei, daB w, und w (%9) vorig verschiedene Bedeu tur 


_ haben.) Daraus ergibt sich — ie 


aq +o* x | ay (ac 

xo (* + o*)3 ° < 

Fiir groBes x (> o*) und cm erst recht groBes x) geht das iiber i 
= .™ 


hy . 20 1 
my oh rt a os RL 7g 


bar ) z ele) as a 


Eine andere Méglichkeit zur Bestimmung von c ergibt sich dar 
daB die Anzahl der in der Zeiteinheit eingefangenen Neutronen gle} 
der Anzahl Q der erzeugten sein muB: 


+ fe @ax+ + w=. 


Man kann diese Beziehung auch formal ableiten, indem man (8) von ot 
nach # integriert. Es entsteht zunachst: 


As ay ys ~ 
*, Sy ’ ay Xe 5 ‘x 7 
* A a . 
x Ry oy ot fw (x) ax— 2 Wy = ~ fwis)aas +faxf=% dydx 
Ape; Xp y ia 
’ oeee . 0 0 0 x 
‘ Xo Xe i Xe Rie: 
a = — f wis) eae + fae 4 foc rds ‘ 
A 2 : bf 0 M 
nt 0 0 * 


Be Die rechte Seite ist gleich Null, vorausgesetzt, daB die Integrale sa Dar 
folgt unter Beriicksichtigung von (1’) wieder (11). 


Aus (10) folgt nun, da8 sich an der Form von w(x) nichts andert, wenn di 
yas Quelle Neutronen von einer héheren Anfangsgeschwindigkeit mit einer € twa 
ba") anderen Ergiebigkeit Q (so, daB c seinen Wert behalt), em.ttiert. Da man sic 
fiir w(x) in der Nahe von xq nicht .nteressiert, liegt es nahe, einen Grenzi 
gang *%)-—> oo vorzunehmen, um dadurch die Rechnungen zu vereinfachen 
auf diese Weise die zu lisende Integralgleichung einen Parameter weniger 
halt. Aus (1) folgt, daB dann w» = 0 zu setzen ist. An die Stelle von (2) unc 
i treten dann die entsprechenden homogenen Gleichungen. Das ist zunachs' 
iy an etwas iiberraschendes Ergebnis, da sich dasselbe ergeben hatte, wenn die 
Py tronen nur eingefangen wiirden, und iiberhaupt keine neu entstehen. Es w 
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also eigentlich zu erwarten, daB die homogene Gleichung uberhaupt keine nicht- 
triviale Lésungen besitzt. Dasselbe scheint die Beweisfiihrung im AnschluB an 
Gl. (11) zu zeigen. Hier tritt aber der Vorbehalt in Kraft, da® die dort vor- 
genommene partielle Integration nicht gerechtfertigt zu sein braucht, da. die 
Integrale méglicherweise nicht existieren. In der Tat ist fiir w(x) nach (10’) z. B. 


r 

, 

¢ 

}- 

. 

Xe Xo 

lim [ (x) +dx = lim 29 [sta ¥\ > 00". 

: Xp, Xy>~O ZQ 

‘ Da aus der physikalischen Bedeutung der Fermischen Naherung hervorgeht, 

_.daB sich w(x) fiir groBe x auf jeden Fall wie x~® verhalten muB, braucht man 
sich an diese Bedenken gegen die Lisbarkeit der homogenen Gleichung nicht 
zu stoBen. Immerhin scheint eine gewisse Vorsicht geboten, und es ist jedenfalls 
nicht iiberfliissig, diesem ,,physikalischen Existenzbeweis‘‘ einen mathematischen 

_an die Seite zu stellen. Um die folgenden Ausfiihrungen nichtdurch so formale 

Dinge zu belasten, sind diese Beweise in Zusatz 2 zusammengestellt. 


Zur Normierung der Losung der homogenen Gleichung stehen zwei 
Moglichkeiten zur Verfiigung. Die eine, die wir im folgenden als L- 


4 (limes)-Normierung bezeichnen wollen, erhalt man durch Grenziiber- 

; gang aus (10’’) 

lim w (x) 22 = 22. (12) 
#00 Zo 


Die andere gewinnt man durch einen entsprechenden Nae wisligt. 
aus (11) 


fwla)dx=r0. ‘ (13) 


3. Lésung der Integralgleichung. 
Wir wenden uns wieder (2’) zu, wovon wir im Hinblick auf den 
vorigen Abschnitt nur den homogenen Fall behandeln. Wir haben es 
‘also mit der Gleichung 


w(x) = aie [2009 w(y)dy = Afw] (14) 


zu tun. Es handelt sich um eine singulaire Integralgleichung mit posi- 
tiven Kern. Die Theorie dieser Gleichungen ist von Horr? entwickelt 
'worden. Eine geschlossene Lésung ist nicht méglich, die an sich még- 
liche Zuriickfiithrung auf eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung 
bringt auch keinen Gewinn (vgl. Zusatz 3). Dagegen kann man die 
numerische Lésung durch ein gut konvergierendes Naherungsverfahren, 
dessen Begriindung in Zusatz 2 gegeben wird, erhalten, indem man die 
sukzessiven Naherungen durch die Rekursionsformel 


w, = A[w,—1] | (15) 


1 Hopr, E.: Berl. Ber. 1928, Sonderabdruck XVIII. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. 125. : 5 


ee oe: 


ae Fat 
» we 
fe” ont 
R&S 


EA ce 


itd 
i 


» 
S 
a 


fF et 
ast 
rey 


Sees 
BeOS 
5 


ess 


?. 
ee 
o>} 


“moglichst guten nullten Naherung auszugehen. Physikalische Uber- 


_ Dabei ist zunachst c, so zu bestimmen, daB w, fiir x = z stetign’ st: 


: ree we Clee Pr 
=e mh se 
Se ee TEAS 
ae 1 ie 
* whites: bs Hy 
a ers xi am as pol se Ni 


SS oa i: % 
bestimmt. “ Allerdings dint die Pe takes w, gewissen Bedin. 
gungen geniigen, damit die Folge w, tatsdchlich gegen eine ee da 
Gl. (14) konvergiert. An Stelle von (45) ist es fiir die praktische | Rech: 
nung bequemer, mit den Differenzen. i 


6, = Wy 11 — Uy, 


6, =A (6, -1] 
w(x) = Wo +2 6;. 


zu rechnen. Dann gilt 


Die 6; werden nati im allgemeinen sehr schnell kleiner. Wen aa 1n 
man die nullte Naherung wy, so wahlt, daB w,, und damit auch a 
lytisch ausgewertet werden kénnen, dann kann man 6, und 43, 
meist nur noch kleine Korrekturen bedeuten, nach ziemlich grobe ei 
graphischen Verfahren bestimmen. Sa 

Im Zusatz 2 wird bewiesen, daB die L-Normierung bei dem Naherungs: 
verfahren erhalten bleibt. Wir werden wy Sete damit auch w AN = ss lim °n 
so wahlen, dab 

iim. ited ed (16) 


GemaB (12) ist dann die erhaltene Lésung mit 28 zu multiplizie n. 

Wesentlich fiir die Konvergenz des Verfahrens ist es, von einer 
‘¥3 
7 


(17) 


legungen legen die folgende Gestalt nahe! 


- Se ist HR fir x<Z 
tg Co m(x)+x-? fiir «SZ, 


- 
“. 


i 
iy, 


4 ~& 
ak + ef 
¢=-——Z é 2° 
er 


a 


waihrend man cy am besten so festlegt, daB die richtige Gesamtzahl 


der Neutronen herauskommt. Nach (12), (16) und (43) gilt oY" E 


ie w(x) dx—cy 4+ Ie) = 1. Cos ean 
© as 
Dabei ist I(z) gegeben durch aah 
Pia se @(Z)— 12-2 i ZA 3 (48) 
An a4 2 — Mae 


: ‘ 
' Das ist bereits von H. BetHE [Rev. mod. Physics 9 (1937)] vorgeschlagen 
worden. Mere vs 


c piae Oe Est Mas . 
_Tabelle 1. ‘T(a}ntck. ae, 
date’ | 134 156: Pi 4,8 2,0 
1,36 | 1,32 | 1,37. | 4,55 | 1,96 


1,0 
1-275 | 4,34 


2,5 
6,15 


310) ee 
45,8 ? fa 


BS Jetzt laBt sich w,A [w »] noch analytisch auswerten, man findet 
tH (6) = w,— By 


js #@(x) {Z-*— 2-4) o*w, aaa 

at. > Z7+0* fir +SZ es , 
ss) = ay We 
a start Setar —orm (OO 
or ———s 7 “y 


et 27+ o* 
Dabei ist - _ 
+e ae 
¥: caplet! (223-1) 0 (2) +2. 


je2 ah ie (22) 


. wahrend F (x?) —F(2) definiert ist durch 


‘ 


F (x*) —F (2?) = ft 0) e* dt; 


‘ rt: 4 2 
F(4?)'= Ei (x*)——, e 
Ei(x) = Hauptwert von [ = Git 


1 -spadter merken wir noch die asymptotische Beziehung 


xe F (x2) ~~ fiir %-> 60 (20’’) 


Auf den Wert fiir Z kommt es an und fiir sich nicht tibermafig an. 
BeETHE hat vorgeschlagen, ihn so zu wahlen, daB w, auch noch stetig =~ 
dif ferenzierbar wird. Das fiihrt auf Z = /2. Wir rechnen hier mit 
Z =2. Fiir o* ergibt sich mit den Werten 1/r = 3920 sec-? *) und 
12,8 ” U eomatind B ia Meee 
a*=0355/T- >. Ct gale 


2 ) Tabellen dieser Funktion finden sich bei JASN EE u. Empe: Funktions- Py , 


ie 


afe , 2. Aufl., S. 85. Leipzig 1933. : chess 
“s) ‘Nach Mitteilung von Prof. HEISENBERG. pean th * 
Zep Nach Fermi: Ric. Sci. 2, 13 (1936). Nach neueren Messungen ist dieser wf 5) bites 

Wert etwas zu niedrig. Da sein Einflu8 auf das Resultat geringfiigig ist, wurde ; “> 
davon abgesehen, die Rechnung noch einmal mit dem besseren Wert 1453 «1OneS *% 
durchzufiihren. : . 

ae 5* 

e 


wr 10-8 Wy 


0,446 2,08 
0,4 0,892 7,38 


| 
4) ae 06 2434 13,5 13,17. | 13,6 
* re. vt P , , , , , 
; Pe 0,8 1,79 18,25 17,99 18,4 —0,19 | —0,053 
1,0 ZAS ae, 8 5 19,61 20,0 = 0,484 0052, 
, 1,2 2,68 18,40 18,25 18,6 042 Y= 0;027 
1,4 3,12 14,90 14,84 15,0 6,05 | 0,006 
1,6 3,57 10,7 10,74 | 10,8 £20), OF | =20,083 
1,8 4,02 6,85 6,96 6,90 0,09 0,023 
2,0 4,47 3,96 4,12 S08 # Ani 10,43 0,026 
Dee 4,94 2,19 2,31 AS 0,1 0,02 
2,4 oo 1,13 1,21 0,99 | 0,07 0,016. 
2,6 5,80 0,57 0,62 0,43 0,04 0,008 
28 6,25 0,14 0,16 0,16 | 0,02 | 0,003 
3,0 6,70 O44: te Siz? 063 0,04 | 
é 3,5 7,78 | ~ 0,08 | 0,08 | 0,002 


Wir fiihren die Rechnung fiir: Zimmertemperatur, T = 300° 
diesem Falle ist o* = 0,0205. Setzt man dies in (20) ein, so exhalt 


Catt 23,95 m(x) fir x< 2 
ag aye 
° | 22,44m(x) +a-2 fiir x<2 ’ 
ee 0,1875 * B(x) — 0,0205 w, = 


8 fiir. += 2 


Z'p + 0,0205 


5 = 


mee ew tk z 
: Tp t+ 0,0205 ie xs a: ds 


pba Dabei ist fir x > 2 ®(x) ~1 und x~*e~* ~0O gesetzt worden. Die 
-._-weiteren Korrekturen miissen unter Benutzung der in Tabelle 2 ge 
gebenen Werte fiir Z’ (x, y) durch graphische Integrationen ausgewer rte 
4 werden. Auf groBe Genauigkeit kommt es dabei nicht an, da bereits 6 
: sehr klein gegen wy ist. dg ist nur zur Kontrolle berechnet worden, 
wenn man sich mit einer Genauigkeit von 1% begniigt, tragt es | 
Pps tt Wert von w(x) nichts mehr bei. In Tabelle 3 sind die so berech 
tay Werte und zum Vergleich die entsprechenden fiir eine flachengl 
; MAXWELL-Verteilung zusammengestellt. Die Werte fiir 6, zeigen, 
ay die als endgiiltig angenommene 3. Naherung nun noch um wenigel 
we es als 1% falsch sein kann, Eine Abbildung der berechneten Funk tion 
ertibrigt sich, da die Abweichungen von der MAXWELL-Verteilung darin 
kaum zu erkennen wiren. Geht man schlieBlich wieder zu den — Ge- 
schwindigkeiten selbst iiber, so ist gemaB der Beziehung <e 


aie, ' 
a ins Tg BX) = 0 (0) 


~ a toeh, mit 41/U,, zu multiplizieren. 


rn 7 2 
é 2 he 
0,0279] 0,0247] 0,0223| 0,017810,2 — 
0,107 | 0,0950| 0,0855}0,0685]0,4 
0,226 | 0,202 | 0,184 |0,145 10,6 _ 
0,372 | 0,330 |0,297 | 0,238 
0,527 | 0,469 | 0,422 | 0,337 
0,683 | 0,607 | 0,546 | 0,438 
0,835 | 0,743 |0,669 | 0,534 
0,972 | 0,868 | 0,786 | 0,625 
0,557 |0,987 | 0,890 | 0,712 
0,289 | 0,513 |0,990 | 0,797 
0,0388 ra 0,133 | 1,000 
0,0098| 0,073 | 
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B. Streuung von langsamen Neutronen im Paraffingitter. 


1. Einleitung. 


_ Bei sehr kleinen Neutronengeschwindigkeiten kann. man die Pro- 
tonen nicht mehr als frei behandeln. Sobald die Neutronenenergie 
unter die eines Schwingungsquants einer C—H- -Schwingung gesunken 
is' , kann Energie nur noch an die Gitterschwingungen abgegeben werden. 

; Die e Theorie solcher Streuprozesse ist bereits von Wick! und PoMERANT- | 
Ul kK? behandelt worden, jedoch nur fiir den Fall eines Gitters aus 
einheitlichen Atomart (bzw. mehreren, die sich in Masse und 
Streuquerschnitt nur unwesentlich unterscheiden). Bei den meist mit 
Paraffin vorgenommenen Streuexperimenten liegen die Dinge inso- 
fern etwas anders, als hier die Streuung fast ausschlieBlich an den 
és ‘otonen erfolgt, die Energie dagegen von den Kohlenstoffbindungen 
aufgenommen werden mu8. Im folgenden sollen die Rechnungen auf 
sen Fall ausgedehnt werden. Dabei wird sich herausstellen, dab 
ch die ,,Federung’ der Energieiibertragung auf die C-Atome die 
1 gangswahrscheinlichkeiten verkleinert werden, und zwar um so 
ir, je gréBer die Energie des Neutrons, und je lockerer die Bindung 
Se rds ist. Mit den fiir Paraffin geltenden Zahlenwerten zeigt 
ich, daB bereits bei einer Neutronenenergie von 0,1 eV der Streu- 
erschnitt schon etwa um die Hialfte gegeniiber dem von ,,starr’’ 

t den C-Atomen verbundenen Protonen verkleinert wird. 

fe Bei der Durchfiihrung der Rechnung sind einige Vereinfachungen vorgenommen 


worden. Zundchst kann man strenggenommen im Gitter nicht zwischen C—C- 
und C—H-Frequenzen unterscheiden. Man kann das aber annahernd tun, wenn 


1 wick, C. G.: Ric. Sci. 8, 400 (1939). 
2 PomERANTscHuK, I.: Phys. Z. URSS 13, 65 (1938). J. exp. theoret. 
Ph sik URSS 8, 894 (1938) (von diesen beiden Arbeiten Feat dem Verfasser nur 
-Referate in den Phys. Ber. zuganglich gewesen). 


| Herz Korps 


‘es man von der auch bei der Berechnung der Pregaondet von Koblen 
Tai Molekiilen mit Erfolg benutzte Naherung! Gebrauch macht, da8 die C~H-3 
ae ‘Schwingungen infolge ihrer hohen Frequenz in einem mit dem C-Atom mit- 
Ayes Ss &4 bewegten Koordinatensystem praktisch genau so verlaufen, wie bei einem ruhen- 
Rey den C-Atom. Bei der Rechnung driickt sich das darin aus, daB man die C—H- 

; -Relativkoordinaten abseparieren kann. iy 
i? _* Eine weitere Komplikation liegt darin, daB die H-Atome Valenzschwingungen - 
oe mit einer Frequenz von 3000 cm~ und Knickschwingungen mit einer ae 


is ‘ von 1200 cm-! ausfiihren kénnen, also stark anisotrope Oszillatoren darstelle 

Ph res Nach den bereits in der Einleitung zitierten Erfahrumgen von ARLEY in einem 
4 gery ahnlich gelagerten Falle kann man sich in guter Naherung die Rechnung dadurch ~ 
3% “- vereinfachen, daB man mit isotropen Oszillatoren rechnet, und erst zum Schiu 


a 


aus den so erhaltenen Streuquerschnitten den Mittelwert nimmt. on 


Eine schwerwiegendere Vereinfachung besteht darin, daS zunachst einmé a 
angenommen wird, daB auf jedes C-Atom nur ein Proton entfallt, und diese P é 
tonen ein einfach-kubisches Translationsgitter bilden. Sie wurde vorgenommen, 
weil sich auf diese Weise die Rechnung wesentlich vereinfacht, und weil es hier 
‘hauptsachlich auf den EinfluB der chemischen Bindung, und weniger auf feinere 
Einwirkungen der Gitterstruktur ankam. Die Rechtfertigung des Verfahrens 
liegt darin, daB sich die so erhaltenen Ubergangswahrscheinlichkeiten als schein- 
bare Wirkungsquerschnitte der einzelnen Protonen deuten lassen, man also hinte1 
her wieder die richtige Anzahl der Protonen je cm einsetzen kann. Das schlieB-_ 
lich entstehende Problem weist groBe Ahnlichkeit mit der Theorie der metallischen 
Leitfahigkeit auf, und zwar zum Fall der ,,starren Ionen‘, der von NoRDHEIM 
durchgerechnet worden ist. Es konnten daher viele grunds&tzliche Dinge eine 
Arbeit von NorDHEIM? entnommen werden. aE 


wy “ An dieser Stelle sollen noch einige fiir die Rechnung zugrunde gelegte Zahlen- = 
werte zusammengestellt werden. Die benutzten Frequenzen fiir die C—H-Schwin- ~ 
gungen sind bereits angegeben worden. Diese Werte besitzen fiir orga nisc he 
Verbindungen ziemlich universelle Giiltigkeit. Die Schallgeschwindigkeit im 
Paraffin betragt 1,3-10°cm s+. Fiir die Gitterkonstante ist im Hinblick auf die 
oben gemachten Vereinfachungen beziiglich der Kristallstruktur derjenige poe 
einzusetzen, bei dem sich bei einem kubischen Gitter mit einer CH,- Raa 
der Elementarzelle der richtige Wert 0,96 fiir die Dichte ergibt. Er berechne 
he TAS sich zu 1,43 A. 


; . dg 
Nes ‘ 2. Das Neutron im Paraffingitter. e 
ee FerM1* hat gezeigt, daB man unter ziemlich allgemeinen, fiir lang- 
nae same Neutronen erfiillten Bedingungen bei Sto8prozessen die Wechsel- 


wirkung zwischen Neutron und Proton in der Form . 
. 3 At j= 
‘lag et, V (¢—u) = — *— |208(x—u) 


ansetzen kann, wenn man die weitere Rechnung nach dem Bornschen 

be Naherungsverfahren durchfiihrt. Dabei sind ry bzw. u die Koordina‘ en 
des Neutrons bzw. Protons, m die Masse und o der Streuquerschnit 4 
} KontrauscH: Ramaneffekt. Leipzig 1944. 


2 Norpuerm, L.: Ann, Phys. 7, 609 (1931). 
\ ® Fermi, E.: Ric. Sci. 2, 23, 38 (1936). 


y a 


hack ict "protons? und Gis ) ae Dimacdche §-Funktion. Die Wellen- 
-gleichung fiir das aus Gitter und Neutron gebildete System lautet dann 
Bi eu 
SS es at uj, t;) 


3 [- san 4s ges) Au, = sD Aut 7 (ti, Y DF (c— 4, yw. 


Die Lapiace-Operatoren beziehen sich auf die jeweils angeschriebenen 

oordinaten, r, ist die Koordinate des k-ten C-Atoms. Wie eben bereits 
-auseinandergesetzt, nehmen wir an, daB die Protonen unabhangig von 
den sonstigen Gitterbewegungen mit der Kreisfrequenz w, gegen die 
C-Atome schwingen, und setzen demzufolge 


P(r, u;, ty) = p(k, ty) Zw; (u;—rj) , (3) 


wobei w; (t) normierte Oszillator-Eigenfunktionen sind. Wirinteressieren 
uns im folgenden zunachst nur fiir Streuprozesse, bei denen anfanglich 
keine C—H-Schwingungen angeregt waren, und auch durch den Sto8 
‘keine angeregt werden. Dann ist 


a jm()?=(E) eer; B= (4 
Wir multiplizieren gema8 dem Bornschen Naherungsverfahren beide 
. Seiten von (2) von links mit [7 w,; (t,—u,;) und integrieren iiber die 
Protonenkoordinaten. Es entsteht 

Slat ee SET Mage 
eee ee 


mM 


As + Ho +Yoo| 9. (5) 


J 
v 


Hierbei sind in H,, alle Glieder zusammengefaBt, die sich nur aut das 
Gitter beziehen. a ist gleich 


<a Yo=—Cf >6(r—u,) | w; (t;— u,) Soe 


= —c(FY a Po cet lp tee 2m Wr 


Man erhalt auf diese Weise das bekannte Ergebnis, daB Streuprozesse 
‘zwischen einem Teilchen und einem System, bei denen das letztere 
einen bestimmten Quantensprung ausfiihrt, formal gleichwertig sind 
‘mit der Streuung eines Teilchens an einem passend gewahlten raum- 
ea Kraftfeld. 

- Die Gl. (5) 1aBt sich nun ganz analog zur von BLocu entwickelten 
Freoric der elektrischen Leitfahigkeit behandeln, Wir stellen zundchst 
-einmal eine Reihe von dazu benétigten Formeln nach der bereits zitier- 
ten Arbeit von NorDHEIM zusammen. Das Gitter wurde als einfach 
_kubisches Translationsgitter vorausgesetzt. Wenn n, ein Vektor mit 


2 


(6) 
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| CES eae OM Ge Wn esta 0 oe 
eee et (Aioiicon sonst aber beliebigen Komponente n is t, so sind die Ruhe- 
yt lagen der Protonen gegeben durch r, = a- ty. “Wir setzen alle Funk 
- tionen als periodisch mit einer groBen Periode K = a - G voraus. Wenn 
man den EinfluB des Gitters auf die Eigenfunktionen der Neut se 
- vernachlassigt, sind diese als ebene Wellen gegeben durch Cs 


X ; , Qa 
. ; “ Y= ie i ke 
Die (nichtreduzierte) Wellenzahl £ ist wieder ein Vektor mit gan 
_zahligen Komponenten. Fiir die Energie E, und den Impuls p, ergibt 
sich ’ 


tr 


a. 


: a 


Die Gitterschwingungen lassen sich in durch laufende Wellen da 
 gestellte Eigenschwingungen auflésen. Ist uy ,,(t,, ¢) die Verschiebun : 
_ des k-ten C-Atoms bei einer Gittereigenschwingung der Wellenzahl f 
(die Komponenten von j sind ganzzahlig und dem ee nach < G/2), 


so gilt a a 
6} Qai fty ‘ en 
Us, » (Te, #) = ay (#) mz, , € ee > (8) 


" omy. , ist ein Vektor vom Betrage Eins, der die Polarisationsrichtung ng 
be “y angibt. m,, (Parallel zu j) entspricht einer Longitudinalschwing ung 
my,2,3 Sind senkrecht zu f und entsprechen transversalen Soh wicgahadl n. 
__ Die Matrixelemente von a; sind nur fiir Ubergange, bei denen eit 
_ Schwingungsquant absorbiert oder emittiert wird von Null verschieden 
_ und gleich eer 


{(N—4|a,|N)|* =N - 


4 \ 


wMEW 
(N44 Jay|N)|2 = (V4). 


- = |fl- 


Dabei ist M, die im Grundgebiet enthaltene Masse, atts das G-f2 
der Masse einer Elementarzelle, », die zur Wellenzahl f gehérige Frequer 
c die konstant angenommene Schallgeschwindigkeit. Die auf eine as 
Selvangutig entfallende Energie ist gleich : 


By= 2a hy (N+ 9), a) 


wobei NV die Anzahl der,angeregten Quanten ist. Das Frequenzspekth un fs 
schneidet ab mit einer Maximalfrequenz 
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die mit der Debeytemperatur zusammenhiangt gemiB! 
27h v,, = (RO). (11’) 


3. Berechnung der Matrixelemente. 
Wir beschrénken uns in der Folge auf Streuprozesse, bei denen 
‘ein und nur ein Schallquant an das Gitter abgegeben, bzw. von ihm 
ei edcromen wird. Wir brauchen uns dann immer nur um jeweils 
eine Gittereigenschwingung zu kiimmern. Das durch die Warme- 
bewegung ees Stérungspotential ist gegeben durch 


7 = 2, Woo (t— 4 m— ayy,» (a 0) — —Vo(t—an)}. (12) 


Wir entwickeln nach dem Taytorschen Satze, und behalten nur die 
3 uy, linearen Glieder bei. 


ae peat qa wry OPP Ale ev iene SEY en fF pew, 2 


Yoo = — Di (uy, grad) Moo (t—an) = BOR, oy Yes " (atygrad) Veg (t—an). (12’) 


‘Die Ubergangswahrscheinlichkeit je Zeiteinheit ist dann gegeben durch 


. t 
4 sin? (E — E’) —h 
t,N’ 
; Wee _ = - (FN |H4 | £, N) |? 


(E — EB’)? ’ (13) 
aa N’' | a_| N Den Heim | YEW (mygrad)V 9 (t;—an) dr | 
== (N’ | a| N) l Y* WY (m; grad) Pdr. 

K? 


(14) 


Dabei ist das Integral iiber das Grundgebiet zu erstrecken. Mit (6) 
und der in Zusatz 4 abgeleiteten Formel bekommen wir: 


at 22i— fn —B(r—an)? 
O—)'e "EI (t—an) =0(2) Sie K n t—a 
n 


n 
ys ac 3 hae alae ae 
n 


Beriicksichtigt man noch, da8 


(a grad) eb =abe, (15) 


so wird schlieBlich aus (14) 


We Tbe, Ny = 2285 jal) Ymy.y(n + Se oe tN, 


Qxi 
({—&€+Gn+f)r 
-afek dv. 


J na 

1% ist hier die BorrzMANN-Konstante. Um Verwechslungen mit der Wellen- 

zahl zu vermeiden, setzen wir sie immer mit der zugehérigen Temperatur in eine 
Klammer. 
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CALs 
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 gegeniiber der Gitterkonstanten ist), so spielt das erst fiir groBe eine Rolle. 


CO od , 1 ponent tales ae : E nt ap ha 4, Cie gare an ~ 
Die Integrale Jy sind nur dann wesentlich von Null verschieden, Werte : 
{— 1 c G—6, (17). 


Auf diese Weise wird dem Impulssatz Rechnung getragen. Fiir n = 0 stellt a ae 
einfach die Impulsbilanz zwischen einfallenden und gestreutem Neutron und dem 
Impuls des Schallquants dar. Fiir n + 0 erhalten wir die sog. ,, Umklapp‘‘-Prozesse, 
bei denen vom Gitter als ganzes Impuls aufgenommen wird. Es wird sich zeigen, 
daB diese Prozesse keinesfalls, wie das in der Theorie der elektrischen Leitfahigkeit 
teilweise geschehen ist, vernachlassigt werden diirfen, sondern daB gerade sie 
den Hauptanteil an der Streuung haben. Zwar wird ihr Einflu$ durch den in (16) 
auftretenden Exponentialfaktor etwas abgeschwacht, da aber mit den in Frage 
kommenden Zahlenwerten 72/8 a? <1, (die anschauliche Bedeutung dieses Verha t= 
nisses ist die, daB die Amplitude der Nullpunktsschwingung der Protonen klein j 


{ 


Dagegen werden wir weiter unten sehen, daB die Méglichkeit von Umklapp- 
Prozessen iiberhaupt durch Energie und Impulssatz eingeschrankt werden, es 
gilt im wesentlichen eine Bedingung von der Form G|n <2]|f}. 

Fiir die weitere Rechnung bieten sich zwei Méglichkeiten einer 
Vereinfachung: Einmal ist fiir gegebenes f, f’ und f héchstens ein 
der Integrale J, wesentlich von Null verschieden. Wir kénnen also, 
wenn wir beim Ubergang zu (13) quadrieren, an die Stelle des Quadrats 
der Summe die Summe der Quadrate setzen. Das bedeutet andererseit S 
einfach, daB wir fiir jedes einzelne n die Ubergangswahrscheinlichkeit 
getrennt berechnen kénnen. Zweitens wird man keinen allzugroBen— 


Fehler begehen, wenn man r 


a2 6 


4 


x? ” 


ants anselhg - ua! 
we pat 7 o - 
ie 


x 


Spaley 


setzt, da = {<1 ist, und der ganze Ausdruck erst fiir groBe n w esen 
lich von 4 verschieden ist. es “s 


Das Auftreten dieses ,,Formfaktors‘‘ bedeutet, daB die Streuung aussetzt 

sobald : ’ 3 

nt oS : ji 2a | B ” 

k ~ a . a? 
Nun ist nach (17) die linke Seite gleich der Anderung 4] der Wellenzahl des. 
Neutrons beim StoB. Rechnet man auf Impulsinderung um, und bezeichnet 
man die Streuung des Ortes des Protons in dieser Richtung mit Ax, so erh lt 
man statt dessen die Bezichung ‘. 
ApAx~h. 
Der Formfaktor schneidet also die Streuprozesse ab, bei denen sich nach ee 
HEIsENBERGschen Unscharferelation der Ort des Protons genauer festlegen lief ., 
als es der Nullpunktsbewegung entspricht. “ 


© 


4. Folgerungen aus Impuls- und Energiesatz. ; ae : 


Bevor wir in der Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeite 7 


fortfahren, wollen wir erst einige Einschrankungen fiir die StoBprozesse 
betrachten, die sich unmittelbar aus Energie- und Impulssatz ergeben. 


7 


a 
s 
wf Ae, 


. yop Se ea Rey Sees aE 

“8 ue Byrne ie 4 A vertang vermis Me easel 35) : 
Im Falle n= 0 lautet der letztere, as schon bemerkt, : ve | a 
eee P=ttfe 8) oe 
Energiesatz hat nach (7’) und (10’) die Gestalt ; Bat’ oh 
a % : Rk’? = kh? —2xGf| a aS 

| x = ime - (19) Re 

- Quadriert man (18) und subtrahiert von (19), so kommt ; pee 
races: poeiis: 

ae — 2tf=/?+ 2xG|fI- heel 
Da die rechte Seite notwendig positiv ist, folgt zunachst, daB f und f : by 


_ einen stumpfen Winkel einschlieBen, es ist dann ie 
Beene pel IY} > Ef 0. 


‘Damit ein Ubergang iiberhaupt 
m 6glich ist, muB demnach 


- 


ead 
. 
ww, 


a k2tinG (20) 


_ sein, was man auch in der Form 


ee j ah i 
be pa—rtme (20’) 
schreiben kann. 

“~~ ie oy, 
CS Ubergange der betrachteten Art sind also nicht mehr méglich, wennp << m-c, — 
d. h. wenn die Geschwindigkeit des Neutrons kleiner als die Schallgeschwindigkeit 

_ ist. Darauf hat bereits Wick" hingewiesen. Das bedeutet jedoch nicht, daB solche - 
- Neutronen iiberhaupt keine Energie mehr an das Gitter abgeben kénnen. Es : 
_stehen dafiir noch zwei Méglichkeiten zur Verfiigung, namlich die Umklapp- . % 
_ Prozesse und Mehrfachprozesse, bei denen ein Schallquant absorbiert, und ein ng 
_ gréBeres emittiert wird (also eine Art Compton-Prozesse zwischen Schallquant 
_ und Neutron). v 
_ Wir betrachten zunachst die Umklapp-Prozesse. An die Stelle von (18) 
_ tritt jetzt 


Abb. 1. Zur Diskussion der Umklapp-Prozesse. = 


¥=f{4+f+Gn, (18’) : oe 
_wahrend der Energiesatz die Form (19) behilt. Wir orientieren uns ‘ag rik 
_iiber die auftretenden Méglichkeiten an Hand der Abb. 1. Damit sich ‘ie 


— (48’) erfiillen 148t, mu der Endpunkt von f’ ins Innere des Kreis- . Me : 


ringes R um P mit G-n +f als duBeren und G-n —f als inneren 
- Radius fallen. Andererseits muB er wegen (19) auf dem Kreis um 0 
‘mit dem Radius |/#2— 2%Gf liegen. Fiir den in der Abbildung dar- 
- gestellten Fall ist das nicht moglich es gibt also keine Uberginge. 
_ Andererseits verlauft K sicher zum Teil in R, wenn 2|k = G|n| ist. 


1 Wick, C, G.: Ric. Sci. 8, 400 (1939). } i 


~ oder nach (7’) 


_ Gitterkonstante sein muB. Das ist ese wohlbekannte Beziehung, auf 


- absoluten Betrages von f in (19) kommt nur diesem ersten Abschnitt 


wollen wir im folgenden mit x = 0,5 rechnen. ; 


7 14) 


Dieser Bezichung kommt eine doppelte Bedeutung zu. Einmal liefe ert 
sie die bereits oben angekiindigte Grenze fiir die Méglichkeit von 
Umklapp-Prozessen, zum anderen fiir |n|—=1 eine weitere untere Grenze 
fiir die Streuung, die mit (20) konkurriert, und im allgemeinen etwas’ 
tiefer liegt. In diesem Fall hat die Gl. (21’) die einfache Bedeutung, 
daB die pE BrociiE-Wellenlange des Neutrons kleiner als die halbe _ 


die ebenfalls bereits von Wick! hiugewiesen worden ist. Sie stellt 
aber nicht notwendig tatsachlich die uitere Grenze der Streuung fiir 
Umklapp-Prozesse dar. Wir betrachten zu diesem Zweck nochmals 
die Abb. 1; lassen wir # wachsen, so wird der Kreisring R allmahlich 
immer breiter, wahrend K gegen 0 zusammenschrumpft. Es kommt 
nun einfach darauf an, ob es dabei vom inneren Rand von R eingeholt © 
werden kann. Wir untersuchen hier nur den Fall |n|=1, dann erg ot 
sich nach einfacher Rechnung die tatsachliche untere Sontag fiir dic e's 
Streuung an Stelle von (21) ">a 


k=G(2*—»). eo 
An Hand des Verlaufs der rechten Seite als Funktion von x iibersie 


man leicht, daB sie immer kleiner als G/2 ist, und diesen Wert in einem : 
einzigen Maximum bei x = 1/2 erreicht. Wegen des Auftretens des 


eine physikalische Bedeutung zu, wahrend fiir x > 0,5 (21) gilt. Fi 

Neutronen im Paraffingitter ist das der Fall, denn mit den hier in 
Frage kommenden Zahlenwerten ergibt sich x = 0,52. Da das - 
0,5 nicht sehr verschieden ist, und sich andererseits fiir diesen Fall 
bei der weiteren Rechnung betrachtliche Vereinfachungen ergeben, 


Die oben erwdhnten Mehrfach-Prozesse werden in dieser Arbeit nicht be 
handelt, da bereits von Wick gezeigt worden ist, daB sie ziemlich selten sind. 
Es sei aber erwahnt, daB, wie man sich am einfachsten an Hand eines zu Abb. 1 
analogen Bildes klar macht, durch solche Prozesse jede Beschrankung der Energie-_ 
abgabe aufgehoben wird. Allerdings setzen sie die Anregung von Gitterschwingun. 
gen voraus, verschwinden also fiir T = 0. 

Die eben erérterten Einschrankungen bedeuten nun nicht etwa, da® New 
tronen in einem Paraffingitter nicht ihre gesamte kinetische Energie verliere nh 
kann. An Hand von (19) und (20) bzw. (21) erkennt man ohne weiteres, daB Ss 
immer Prozesse gibt, bei denen ein verhaltnismaBig schnelles Neutron auf ein m. al 
seine gesamte Bewegungsenergie an das Gitter abgibt. 


* 


1 Wick, C. G.: Ric. Sci. 8, 400 (1939). 
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5. Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten. 

Nach diesem Exkurs kehren wir zur Auswertung der Gl. (16) zuriick. 
Wir beschraénken uns dabei auf Uberginge mit Energieverlust. Die 
entsprechenden Ausdriicke fiir die inversen Prozesse sind natiirlich in 
den Formeln dieses Abschnitts mit enthalten, werden aber nicht weiter 
diskutiert. Das Ziel ist dabei, eine zu Z(v, v’) des Abschnitts A ana- 
loge GréBe zu berechnen, Wir bilden zu diesem Zwecke die Ausdriicke 


Nidi=[S|fSt > > Dial Wild etic 


fP=lflsh+dt y= 

Dabei soll das in Klammern gesetzte Differentiationssymbol anzeigen, daR 
die in (13) vorkommende Differentiation nach der Zeit (die ohnehin etwas cum 
grano salis zu verstehen ist), erst auch der Summation auszufiihren ist. Ein 
solcher Formalismus ist bekanntlich notwendig, um zeitunabhangige Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten zu bekommen. (22) ist offenbar die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, daB ein Neutron von der Wellenzahl f bei einem n-Proze8 auf irgendeine 
Weise die Energie 


2ahec 
ds=—— df, 


verliert. Da8 dabei auch iiber solche Endzustande mit summiert wird, fiir die 
der Energiesatz nicht erfiillt ist, spielt keine Rolle, da die in Wey auftretenden 
Resonanzfaktoren von selbst fiir die Erhaltung von Energie und Impuls sorgen. 
Anderseits fiihrt bekanntlich gerade die Interferenz zwischen Prozessen, bei 
denen Energie und Impulssatz gerade nicht ganz erfiillt sind, zu zeitunabhangigen 
Ubergangswahrscheinlichkeiten. Da durch n eine ausgezeichnete Richtung herein- 
kommen wiirde, mitteln wir gleich noch iiber alle Richtungen von { (Ubergang 
zur ,,Pulvermethode**). 

Zunachst la8t sich die Summation tiber die Polarisationsrichtungen 
ausfiihren. Da die m,, ein Dreibein von aufeinander senkrechten 


Einheitsvektoren sind, gilt* 


> mr (+ ef) =(" + ef) - (23) 


Die iibrigen in (22) auftretenden Summen kann man unbedenklich 
in Integrale umwandeln. Man bekommt dann 


Ni,¢ = (N + 1) Mg. % o e FS OD, fod fo 
: (24) 
_. 4sin?(E — E’) 
r) dw . J oy aes to * 2 
®,= 5, f ge fat fant 4 i) eee lhl 
Das Integral wird im Zusatz 5 ausgewertet, es ergibt sich zu 
277 1 a 24 1 , 24! 
Bee hag ay Gn J(k,R',f, Gn). (24°) 


1 Das zeigt iibrigens, daB nicht, wie oft behauptet worden ist, nur die longitu- 
dinalen Schwingungen des Gitters zu Streuprozessen AnlaB geben kénnen. 


ts 7 ae : o ; “if 
Dabei ist 53 (m,n, L *) ein ‘Hick onfaiidleelintice ‘Faktor. yon fo g 


-scheinlichkeit W (pf, e) de dafiir, daB ein Neutron vom Impuls # 7 


Struktur: Er ist homogen vom ersten Grade und symmetrisch. in der . 
4 Veranderlichen. FaSt man ihn als Funktion einer der 4 Variabl en 
auf, und seien die drei anderen Parameter der GréBe nach geordnet | nf 


a>b>c=0, so gilt | Bi 
a) ftir a—b—e>0: *° = J(x,4,b,0) = Ke “et 


Oo<*e Ka—b—c a—b—exx*sa—bic a—b+enrx5at+b—-e ia 


0 - £$(¥—a+b+o) BS > 
atbob—csxSa+b+e atb+tess% : 
3 (a+b+¢— 4) 0 


b) fir a—b—c=<0: * JT (x,4,b,¢) = 


een Srna b+c—axxca—b+e a—-b+esgxsgatb-—e }) 


% 4 (#—atbc) c 
; atb—cs<*#<at+b+e atbt+cas : ta! | 
t(a+b+c— +) 0 


Fiihren wir in (23) noch die beim StoB abgegebene Energie e und dail 
Impuls # des Neutrons vor dem StoB ein, so ergibt sich die Wahr-_ 


Energie zwischen ¢ und ¢ + de bei einem ,,7-ProzeB‘‘ an das Gitte 
verliert, zu 


— 2atn? 
NAG Nema .~— (2086 y 
n a eS v6 S67 
pews ee 4x. chat Mm, ( PE Ed et, 
4 a a de 
eaarelcee ye: orTt a, Qahc® n) 
Dabei ist 


die mittlere Anzahl der bei der in Frage kommenden Gitterschwingung 
angeregten Quanten, M,/G* = M, die Masse der Elementarzelle, und 
a~% = Np die Anzahl der Protonen je cm’, 

Wir fiihren jetzt dimensionslose Variablen ein, indem wir alle ipa 
auf den ,,Gitterimpuls‘* p,=2ah/a, (dessen DE BROGLIE-Wellenla 
gleich der Gitterkonstanten ist) beziehen, und p/p, =€ setzen, waren 
fiir das Verhaltnis ¢/(kO) der abgegebenen zur maxitaal abgebbaret 
Energie 7) geschrieben wird. Wir merken noch einige Beziehungen an, 
die sich aus diesen Definitionen ergeben: 


(RO) =ch, | a 
mN*C __ (26 a 
Pe be -a3 % 


te ene 
rteihing th ther m tischer x Newton. 


. 
a el d 


ay ae sc pwindigkeit ind inersie berechnet ah folgendermaBen: SS : 


eg EPR ela 


R= te £2 —6,4,- 10-4 & erg 


2m 
4,05. 105° & eV; J. ae 
it wird aus (25): me: 


N 3 =H 1)goN nate °F ATE ey my 
Es sp ¥ 30 4s 2m j (27) Ma 4 
oa } "2 aimM, x ea M,° a" 


Der ~Ausdruck =. J(é& &,n, ») wird fiir n =0 Ghbecamurt ~Durch 
Zuriickgehen auf die Integraldarstel- 


Jung von J oder durch direkten Grenz- 
iibergang mit Hilfe per Gl. (24) findet 


mgs daB 
ae i an TEE nn) =1, (24c) 


n—-0 


18 


Kr 


wenn ‘man aus den 3 Strecken &, &’, 

ein Dreieck bilden kann, und ease 
Null. In diesem Fall tritt die Bezie- 
h ung dieses Faktors zum Impulssatz 
unmittelbar hervor. Damit bekommt 


(27) auch fiir » =0 einen Sinn. In : 
ips 2-ist 4/an J(E,&', n,n) fir n=1 |-f—+)-] f 
s Funktion von 7 und é dargestellt. , bit ra 
I Fir i= y2 ergibt sich ein dhnliches 
Bild, wahrend fiir » > 3 das Gebiet 7? . ae 1, Sane 
(III) verschwindet. In diesem Fall . wt 
; ey Alan J(é, &’, 4, n) als Funktion ea ee re eee 


von & bei oepiee SO aus: 

hay +h (n) (n) 
= i = —1) f 4h 

fag 1 E ) = a n+n ir a es | 08) 

aes: ee fir EM<E, 

| (Co Cc) a el” (n+) +n 

by MET I es 

‘A Um die gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit zu bekommen, haben wir 


ih Ae 


no ch iiber alle m zu summieren : 
os : ‘eth 
N(E,n) dy = 218 (nm) N" (6,7) dy. ie -(20) be 
\n| m2 : 
+ 


ena eae 

< BS 
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Dabei ist g(m) die Anzahl der Gitterpunkte im kubischen Einheits- 

gitter, deren Abstand von Ursprung gleich |m| ist. || lauft tiber die ~ 

Wurzeln der ganzen Zahlen. ‘ 
Dieser Ausdruck gilt, wenn die H-Atome isotrope Schwingungen 
ausfithren. Wenn wir jetzt wieder die Anisotropie beriicksichtigen 
wollen, so haben wir, wie schon oben bemerkt, iiber die beiden Fre- | 
quenzen zu mitteln (wobei die Knickschwingungen das doppelte Gewicht 


Abb. 3. G@(§,) als Funktion von 9 fiir verschiedene &. 


bekommen). Da nur der e-Faktor (durch Vermittlung von f) von den — 
Frequenzen abhangt, so haben wir ihn zu ersetzen gema8 


Qrtn? 1 Ta'a® 7 Sate 2 


I 
—_ 
~ 
= 

tr 
— 


G(é,n) = : ye g (a) (n —)? 


J(E, 84,0), (30) — 


TH 


so kommt . 
N (§,9) dy =N,og(N + 1) G (E,9) dy. (29’) 
In der Abb. 3 ist G(&, 7) als Funktion von a dargestellt. Bei der Berechnung 


wurde der an sich schwach gekriimmte erste Abschnitt von rs Sag zwischen & und x 
aH 


me? 
gn 


€> durch eine Gerade, und auBerdem der durch die zablreichen, sich iiberlagenden 
Unstetigkeiten in der ersten Ableitung etwas zerknitterte Verlauf von G durch 
eine glatte Kurve ersetzt. Bei hinreichend groSem & fiihrt das zu keinen groBen 
Fehlern, Die numerische Durchfiihrung der Rechnung ergab iibrigens, daB der 
von der chemischen Bindung herriihrende Exponentialfaktor bereits in dem dar- 
gestellten, bis zu thermischen Energien reichenden Bereich recht betrachtlich 
. ist, da man schlieBlich die Summe (30) bis zu » = 20 erstrecken muB, fiir welchen 
Wert @(n®) bereits auf 0,073 gesunken ist. 7 
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Um. einen Vergleich mit dem Streuquerschnitt freier Protonen an- 


stel en zu k6nnen, definieren wir einen scheinbaren Streuquerschnitt 
durch die Gleichung 


: vN,o, = JN (€,7) dn. (34) 
Mit (29’) Sch sich dafiir 


Oo 

a 
c 
rs 


Sa Ms 3 [4 mye 6 (ey 
: Biman) Oh a oe | 
G)=S Glen) a = fs _ 2nF ee 
= j (&,) dy Te oes am” 


Das Verhiltnis a,/o ist also gleich dem Produkt aus einer Konstanten, 
einem geschwindigkeits- und einen temperaturabhangigen Faktor. Der 
letztere ist fiir T= 0 gleich 14, 

und wachst mit steigender Tem- “ 

eratur zuerst langsam, und is 
schlieBlich proportional zu T. 0 
Das ist ohne weiteres zu _ ver- 
stehen, wenn man bedenkt, daB 

im wellenmechanischen Bild die t 
unelastische Streuung durch die He) 
durch Nullpunkts- und Tempe- ; 
aturunruhe des Gitters bedingte 
abet der Netzebenen zu- 
stande kommt, die mit der Tem- 
peratur stark zunimmt. . DaB 

der scheinbare StoBquerschnitt 0 7 2 Z ¢ 
mit wachsender Geschwindigkeit ee re 

tark zunimmt, rihrt daher, daB Abb. 4. G () als Funktion von 6. 

dann immer mehr Umklapp-Pro- 

esse mOglich werden, von denen jeder gréBenordnungsmaBig denselben 
Beitrag zu o, liefert. Setzt man Zahlenwerte ein, so ist (fiir T= 0) 


SE Se) ' 
spo ase ele ape (32') 


Der Verlauf von G (£) ist in Abb. 4 dargestellt. Man erkennt, daB der 
scheinbare Streuquerschnitt fiir thermische Neutronen etwa halb so 

sroB wie fiir freie Protonen ist und fiir kleinere Energien ziemlich stark 
ang wie man aus der folgenden kleinen Tabelle entnehmen kann 


Tabelle 4. Scheinbarer Streuquerschnitt. 


7. ‘ & 1 2 3 4 

i‘. t'. 

a 6s/o 0,09 0,28 0,374 0,418 

” Zeitschrift fir Physik. Bd. 125. 6 
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HEINZ Kopre: 


6. Die Energieverteilung von Neutronen in Parajfin ber 2 a 0 


Wir benutzen jetzt die im vorigen Abschnitt berechneten Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten, um dasselbe Problem wie in Abschnitt A 4 
fiir einen Paraffinblock nahe dem absoluten Nullpunkt der Temperatur 
zu behandeln. Dabei ergeben sich einige charakteristische Unterschiede | 
gegeniiber dem Fall freier Protonen von MAxwettscher Geschwindig- 
keitsverteilung. Bei diesen besteht namlich ein bereits qualitativer 
Unterschied zwischen einer endlichen, wenn auch beliebig kleinen, 
Temperatur, und T= 0. Im ersten Fall geht, wie gezeigt wurde, 
w(x) wie x? gegen Null, wahrend fiir T= 0 die Fermische Theorie 
exakt gilt, und gem4B A (10) w(x) ~c- x fiir x + 0 liefert. In einem 
Kristallgitter ist das anders. Hier kommen wegen der endlichen Null- 
punktsenergie die Gitterbausteine auch bei JT = 0 nicht zur Ruhe, 
und eine maBige Temperaturerhdhung andert am Bewegungszustand 
und damit an den Eigenschaften des Gitters zunachst nicht viel. Aus 
diesem Grunde wollen wir im folgenden die Energieverteilung der 
Neutronen nur fiir T= 0 berechnen, weil sich das auch viel einfacher © 
erledigen 1a48t. Mehr formaler Natur ist es, daB es beim Gitter zweck- 
maBiger ist, die Energie als unabhangige Veranderliche einzufiihren. — 
Wir bezeichnen demgemaB die Anzahl der Neutronen mit einer Energie — 
zwischen ¢ und e+ de mit n(e)de. Gehen wir wieder zu den oben 
eingefiihrten dimensionslosen Variablen iiber, und setzen noch & = x, — 
so erhalten wir als Bilanz zwischen Streuung und Einfangung der Neu- | 
tronen die Integralgleichung : 


n (x) {G (x) + ot} = [G(x +01) n(x +n) dn + g(x) 


cr 63). 


1 
G(x) = J G(x n)an. 


Als Zahlenwert von o* ergibt sich unter Zugrundelegung des bereits 
oben angegebenen Wertes von t und des Wertes! o = 14,8 - 10~%4 
o* = 0,29. ; 
g(x) hangt von der Verteilung der einfallenden Neutronen ab, wir _ 
brauchen es aber gar nicht weiter zu beriicksichtigen, da wir gleich | 
_ wie in Teil A den Ubergang zu einfallenden Neutronen mit unendlicher _ 
Energie vornehmen wollen, was wieder auf g(x) =0 fihrt. Die so _ 
entstehende Integralgleichung ist wieder homogen mit positiven Kern, 4 
so da wir an sich wieder die in Zusatz 2 entwickelte Theorie anwende 
konnten. Es tauchen aber hier einige Schwierigkeiten auf, die ein — 


1 Srmons, LENNART: Medd. Dansk. Vid. Selskab 17, Nr 7 (1940). 
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deres Voteehen stortecice machen. In Teil A war der Kern der 
gralgleichung fiir alle Werte der Argumente bekannt, und besaB 
Be arden! ein einfaches Verhalten im Unendlichen, wodurch auch das 
\ -Verhalten der Lésung fiir groBes x leicht zu tibersehen war. Jetzt kennen 
x wi den Kern dagegen nur fiir verhaltnismaBig kleine xt. AuSerdem 
ist die Lésung der homogenen Gleichung wegen der endlichen Inte- 
g Re tiineeietizen gar nicht mehr eindeutig. Man kann namlich immer (x) 
in einem beliebigen halboffenen Intervall a <x < a+ willkiirlich 
annehmen, und dann schrittweise nach gréSeren und kleineren x eine 
-Lésung aufbauen. Die Verhaltnisse liegen hier ahnlich wie bei den 
‘Differenzengleichungen!. Wie bei diesen ist es aber auch hier méglich, 
unter den unendlich vielen Lésungen eine als ,,Normallésung“ auszu- 
zeichnen, Es wird sich nun zeigen, da8 man zu ihrer Bestimmung G (x, 7) 
nur in einem endlichen Intervall (> 1) zu kennen braucht. 
_ Die Betrachtung von Abb. 3 zeigt, daB man G(x, 7), wenigstens 
im Intervall 2 < x < 4 ganz gut in der Form 


= G(x,n) =F(x)-e(n) - (34) 


darstellen kann. Bei einem solchen Ansatz sind natiirlich /(x) und g(v) 
“nur bis auf einen Zahlenfaktor bestimmt, iiber den man z. B. so ver- 
{ gpecn kann, daB 


e 


feta)an = 


. Dann kann man naherungsweise setzen 
f(x) G(x). (34’) 


AuBerdem kann man in dem angegebenen Bereich o* gegen G(x) ver- 
nachlassigen, und erhalt dann an Stelle von (33) die Integralgleichung 


n(x) G(x) =f n(x +n) G(x +7) @ (n) dn. (35) 


. 


Dabei brauchen wir g (7), wie sich gleich zeigen wird, gar nicht zu kennen, 
‘sondern wir benutzen nur die Tatsache, daB wegen G(x, 7) = 0 offenbar 


+ Die Berechnung von G(x, y) ist ziemlich miihsam, und wurde deshalb nur 
bis zu x = 4 durchgefiihrt. Die Tabelle 5 zeigt, daB das zur Berechnung der 
'Energieverteilung geniigt, da dieser Wert schon weit im Abfallgebiet der letzteren 
si AuBerdem wiirden fiir sehr groBe Werte von # Streuprozesse anfangen 
e Rolle zu spielen, die hier gar nicht mit beriicksichtigt worden sind, wie z. B. 
die schon oben erwahnten Mehrfachprozesse, oder die Anregung von C—H- 
-Schwingungen. 

d ’ 1 Wenn sich G(x, 7) in ein endliches Polynom nach 7 entwickeln Ja8t, kann 
man auch die Gl. (33) leicht in eine Differenzengleichung umformen. 


6* 


Wurzel der Gleichung 


one 
g(j) 20 
RS he bea, 


Offenbar ist g = const. eine Lésung der Integralgleichung. Es 1aBt 


sich nun mit Hilfe der Fouriertransformation beweisen!, daB alle Loe 


gen der Gl. (36) fiir die das Integral 


re Rl 


To(xjte~ll dx 


fiir irgend ein c¢ existiert von der Form 


p(x) = Dis dp %,p PO? éi* ; ‘" 
1 


~ 


sind. Dabei sind die a, , willkiirliche Konstanten, und 4, eine g;-fach 2 


i 
f e* g(x) dx=1. i. 
< 


Nun ist 2=0 die einzige reelle Wurzel dieser Gleichung, und li 


die bereits bekannte Lésung g = const. Ferner erkennt man leic 

daB alle anderen Wurzeln. von (37) von der Form 4 = p+tqmit p> 
sein miissen. Sie wiirden also zu der Lésung Summanden von de 
Form const. x"cos (qx + d) + exp (px) beitragen. Dann miiBte aber g(x 
fiir hinreichend groBes x einmal negativ werden, was im Hinblick auf 
die physikalische Bedeutung von @ nicht eintreten darf. @(x) = const. — 
ist also die einzige sinnvolle Lésung der Gleichung. Damit bekommen | 
wir als Naherungslésung von (33): : 


1 ia 
= t. 
n (x) = cons TE (38) 


Es hat keinen Zweck, die Theorie der Gleichung analytisch weiter- — 
zutreiben, da das nur méglich ware, wenn G(x, 7) als einfacher ana-— 
lytischer Ausdruck bekannt ware. Wir benutzen deshalb (38) als Lésung — 
im Gebiet 3 < x < 4, und rechnen von da aus numerisch weiter. Da 
sich der Integrand in (33) als hinreichend glatte Funktion herausstellt, — 
wurde fiir die numerische Integration die NewrTonsche Interpolations- 7 
formel mit fiinf Aquidistanten Koordinaten » = 0; 0,25; 0,5; 0,75; is 


1 Trresicakend Fourier Integrals, S. 305, Theorem 146, Oxford 1937. 
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2 wet oie it rie Bit Sa Vic ae Neutronen, 
2 as = ioe ; 

zugrv aN Man ae oe nie): nach 


es 


Ee Y n° (x) = Fane fossee(r44, 1) n(x +4) oe 
($01336(x4-4, 3)m (2+ 5) +03866(x +3, +)n° («+2)+ 
— + 0,0778G (x +4, 1) n° (x +4) : 


24 Rechiritten von 0,25 berechnen. Unterhalb x = 0,25 ist allerdings 


_ die numerische Integration nicht mehr sehr zweckmiBig, auBerdem ist 


OY” RT 7 oie 7 Saar a ea 7 a 7 aT aR RS 7 
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Abb. 5. Energieverteilung der Neutronen in Paraffin fiir T = 0 (ausgezogene Kurve). Zum Vergleich ist 
die Maxwett-Verteilung fiir T = 100 mit eingezeichnet (gestrichelte Kurve). 


es dann erforderlich, (x) in kleineren Schritten zu berechnen. Die 
Werte fiir x = 0,2 bis 0,05 wurden deshalb in Schritten von 0,05 durch 
_Ausplanimetrieren ermittelt. Die so erhaltene Lésung ist in Tabelle 5 
und Abb.5 wiedergegeben. Sie ist zunachst einmal willktirlich so 
normiert, daB 2°(4) = 1 ist. In Abschnitt A konnte der Normierungs- 
_faktor mit der Anzahl der einfallenden Neutronen in Zusammenhang 
-_gebracht werden. Hier ist das nicht ohne weiteres moglich, da nicht 


der Gesamtverlauf der Lésung bekannt ist. Man kann aber zu einer 


anndhernden Bestimmung des wahren Proportionalitatsfaktors gelangen, 
indem man °(x) tiber x = 4 hinaus auf eine verntinftige Weise extra- 
-poliert. In Anlehnung an das FEeRmische 1/v?-Gesetz das fiir hinreichend 
-groBe x schlieBlich doch einmal in Giiltigkeit treten muB, liegt es jeden- 
es nahe, n°(x) stetig durch ; 


oh, ogame 2 idx fir +24 


fortzusetzen. Dann ergibt sich j we 


fra) v) dn = F | (2) dx + 8 fx idx 75. 


Das Integral zwischen 0 und 4 ist durch Ausplanimetrieren der be- 
rechneten Kurve gefunden. Wenn dann Q wieder die Anzahl der je 
Sekunde entstehenden Neutronen ist, so ist die Zahl der Neutronen 
mit Energien zwischen x und x + dx nach A (13) gleich 


n(x) = 2 — 00 (x) = SE aria). 
fn (x) dx 
0 


I 
A 


Tabelle 5. n(*). 


0,2 0,25 
117 117 


0,5 
59,3 


W 0,05 0,1 0,15 
n (#) 15,6 50 72 


3,0 3,5 
1,39 119 | 102% 


x 1,0 #5 2,0 255 
n(x) 10,6 4,06 2,37 1,725 


Die Abb. 5 zeigt deutlich, wie die Verteilungsfunktion (x) fiir x<0 25 
plotzlich steil abfallt, weil die unelastische Streuung aussetzt. Der 
Mittelwert der Energie betragt 0,016 eV entsprechend einer mittle: - 
Neutronentemperatur von ungefaéhr 100° K. Nur bis auf diese Tempe 

ratur, die etwa der der fltissigen Luft entspricht, kénnen die Neutronen 
auch bei T= 0 in einem Paraffinblock heruntergekiithlt werden. 


Man muB sich dabei aber vergegenwartigen, daB »(x) die raumlich gemi 
Energieverteilung in einem unendlich ausgedehnten Paraffinblock ist. Die prakti- 
sche Bedeutung dieses stark schematisierten Ansatzes liegt darin, da8 man im 
allgemeinen annimmt, da8 ein Neutronenstrahl, der eine hinreichend dicke Schicht 
durchsetzt hat, mit etwa derselben Energieverteilunyz austritt. Das ist siche 
richtig, solange die Dicke der durchsetzten Schicht einige freie Weglangen betragt. 
Fiir normale thermische Neutronen geniigen dafiir einige Zentimeter. Gerade f - 
bereits stark abgebremste Neutronen nimmt aber die freie Weglange gema 
Formel (32) auf einmal wieder sehr groBe Werte an, so daB diese Voraussetzung 
immer schlechter erfillt ist. 

Dazu ist noch ein weiterer Punkt zu beachten: Wir haben uns im vorher- 
gehenden nicht um die im allgemeinen recht komplizierte Winkelabhangig 


i 
< 
-= 


eee & 
= * » 


¢ 


“3 F der Streuung gekiimmert. Trotzdem ist es leicht, dariiber wenigstens qualitati re 
S- "ee Aussagen zu machen. Es hat sich gezeigt, daB die unelastische Streuung haupt- 
St sachlich durch Umklapp-Prozesse bedingt ist. Bei diesen kehrt nun, wie das schon 
‘ : durch den Namen zum Ausdruck gebracht wird, das Neutron seine Bewegungs- 
p richtung annahernd um'. Das heiSt aber einfach, daB die verlangsamten pie 
> tronen eine starke Neigung haben, den Paraffinblock wieder riickwarts zu verlasse! 


a 


1 Wenigstens in dem hier vor allem interessierenden Bereich x > 0,5. I it 
wachsender Neutronenenergie wird dann die Streuung annahernd isotrop, wabren id 
bei noch héheren Werten (etwa von * = 3 ab) wegen des Zuriicktretens der Streu- 


prozesse mit groBem m allmahlich vorwiegende Vorwartsstreuung eintritt. 
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Ee 'tief gekiihlte Paraffinschicht wirkt also etwa als selektiver Spiegel fiir sehr 
la ngsame Neutronen. Das fiihrt dazu, daB bei derartigen Experimenten die geo- 
metrische Anordnung eine groBe Rolle spielt, womit sich vielleicht auch eine 
LS ete von Widerspriichen zwischen den Versuchsergebnissen erklaren lassen. 
3 Wenn wit jetzt noch einmal die Frage aufwerfen, worin der EinfluB 
det chemischen Bindung auf die Energieverteilung der gebremsten 
_ Neutronen besteht, so haben die vorangehenden Rechnungen gezeigt, 
da er in zweierlei Arten zur Auswirkung kommt. Die gittermaBige 
_ Anordnung der Protonen zusammen mit den Gewichten der Molekiile 
an die sie gebunden sind, bestimmt die Ubergangswahrscheinlichkeiten 
bei sehr kleinen Geschwin- 
digkeiten, und da nur in 
diesem Gebiet (x) groB 
ist, auch im wesentlichen 
_ die Energieverteilung. Der 
zweite Effekt, die Federung 
der StéBe durch die end- 
liche Bindungsfestigkeit, 
_wirkt sich erst bei gréBeren 
-Geschwindigkeiten auf die 
_ freie Weglinge aus. Er hat 
om deshalb auf die theoretische 
_ Energieverteilung praktisch 
_keinen Einflu8, aber im Hinblick auf das obengesagte einen um so 
 gréBeren auf die zu erwartenden Abweichungen davon. 
Zum Schlu8 méchte ich Herrn Professor W. HEISENBERG bestens 
fiir die Anregung zu dieser Arbeit und seine dauernde Unterstiitzung 
 danken. 
pe Zusatz 1. Berechnung von Z(x, ¥). 
Ein Neutron mit der Geschwindigkeit » stoBe mit einem Proton 
_ mit der Geschwindigkeit u zusammen. Wir fragen zunachst nach der 
- Wahrscheinlichkeit w(v, v’ |v, u) dv’ dafiir, daB das Neutron nach dem 
 StoB eine Geschwindigkeit zwischen v’ und v’ + dv’ besitzt. (In der 
Folge werden alle GréBen ,,nach dem StoB‘ durch einen Akzent ge- 
_ kennzeichnet.) In Abb. 6 ist zundchst einmal aus » und u die Relativ- 
 geschwindigkeit », = v— u gebildet, die das Neutron in einem Koordi- 
_ natensystem besitzt, in dem das Proton ruht. Im Schwerpunktssystem 
hat dann wegen der Massengleichheit das Neutron die Geschwindigkeit 
vp, =4,. Die Endpunkte der médglichen p, nach dem StoB sind 
gleichmaBig iiber die Oberflache der Kugel mit dem Radius |v,| um 
_ M verteilt. Die Geschwindigkeit »’ des Neutrons nach dem Stof ist 
9 = i+ 0,+ 4. Die Wahrscheinlichkeit W (v, v’ |v, u), daB diese 


* 
* 


Abb. 6. Diagramm fiir den elastischen StoB. 


e infolge ihrer groBen freien Weglange auch sehr leicht kénnen. Eine 


\e! 


AER eo, ¢ , 
Te aah ead x 


— 
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Sse , i? = ‘a highs as Se ee 
te; = & 
ae Casstieinaiatesit ‘gréler Wits v’ ist, ‘ist. Seite gleich dem Verha tnis der 
durch die Kugel mit dem Radius v’ um P aus der Kugel zi, aus- 
geschnittenen Kalotte zur Oberflache der Kugel. Wir notieren}: 1, Zu- 


nachst oe Beziehungen, die sich aus Abb. 6 ablesen lassen. aa 


? > 


Bf v, = 42, =4(v—0), a 
by , v, =} vo + u®—2uvcosd, * 
By ae ) | qg=4 w+ v2? + 2uvcosd, 
Be ae g=v,+u=—$(v+n). 
se co r | Ferner erkennt man aus der Abbildung unmittelbar, daB 
| | aad W(v,0') =1 fir v'<\g—v, 
eee, Shs =0 fir v'>\¢+2,. 
. Wir fiihren dafiir einen diskontinuierlichen Faktor ein: 
ee Aa RES A(v,v'\v,u)=1 fir \gq—v)/S0'sq+, 
Pr =0O sonst : 


Im Zwischengebiet gilt: 
W (0, of) =sint = =F 9 6) 
; a gus 
=q+u+0’ 


und zufolge der Definition von w (v,v’ |v, u) dv’ 


aW(v,v')) 


w (v, v'|) = 
( v') dy’ qUs . 


Damit bekommen wir schlieBlich: 
w(v, v’|v, 4) = Aa, v’). 

Die StoBzahl ist dann gegeben durch: 
Z(v, v') = Netawiv inet 


; =Nov' [ m(u)du f 40-2) a4 + sin odd 
“a 1) =o s 
; TT hm 
aay 
ae In dem inneren Integral fiihren wir am zweckmaBigsten g als Inte F 
ey grationsvariable ein, 1, zufolge (1) und (2) gilt . 
y . > sinddd =—2-4 dg. 


m4 


a. Ele Wee 
déischetN mtronen. 


q 
Z(v, v’) =No-2 fm) eet 


TOI ae cease in der g—w- -Ebene sind dann einmal durch 
v’{», u), und zum anderen durch die aus (2) folgenden Be- 


; vtus2q>\v—u| 
geben. Die erste Bedingung liefert nach (3) die Grenzen 


g= 4 (o£ Jot oA) 
ee 


‘si ind in den beiden folgenden Tabellen _zusammengestellt. 


4.0° <0. 


Damit bekommt man fir <v: 


Be: Zio) =2No =| fmeansy [mean 
- e 
es, =2No+ O'|u,,). 
Fir vv’ 
Zv, 0’) =2No~ jae MSs jo? — vip wdu Sd hprges 
E 2No eke G(), 


Dabei ist (x) das Gausssche Fehlerintegral. Wir gehen schlieBlich 


PA dimensionslosen Variablen iiber 


fe Nh, we r ‘* cr ; “aa 7 tr 
¥ Nien ae ae - ee xp a LP AG ene 
om 


ie sich auf diese Weise ergebenden Werte fiir die Differenz Je— Ny 


Dabel: ist wegen d,’ =u, in noch sate ie om ‘multiph 
Ergebnis lautet: 


ftir y<x : 


2 M2 2-4 -ADy) fir y<x. 
n ‘ } 


Zusatz 2. Mathematische Erganzungen zu Abschnatt A re 


Aus A (14) und A (4) folgt: ae. 


3 fewwas = fax[20 x) w(y) ar [ero ea 


Im zweiten Integral rechts kénnen wir die Integrationsvariablen uw am 
benennen. Wenn es erlaubt ist, die Reihenfolge der Tntegratonsy oA 
vertauschen, dann ist 

fr w(x)dx= 

0 


Damit das nicht aus (1) folgt, diirfen die Integrale nicht exist e rel 
WegenZ T ~ x fiir x > oo ist das gleichbedeutend mit lim f w (c) -xd x—> - 


a> CO 


Wir interessieren uns nur fiir positive Lésungen. Dann folgt der 


Hilfssatz 1. Ist w(x) =O eine Lésung von A (44), und existier 


lim f(x) xdx, F: 
dann ist p(x) =0 ate ys ¥ 
In der gsi aed (A 14) ' : 
w—A[w] =0 a 
erfiillt der Funktionaloperator A die folgenden Bedingungen: 7 4 
(I) er ist linear, dh. A[f+g]=Af+Ag, “ae 
(ID) er ist positiv, d.h. aus f > 0 folgt A[f] > 0, re 
Aus (1) und (II) folgt weiterhin ; B 


(III) aus f>¢g 20 folgt Alf) >Alg]=o. 


Es sei fy positiv, beschrankt, aber nicht notwendigerweise st ‘ in 
erfiille die Bedingung : 


ho 2A f= == he ; i¢ 
Wir bestimmen eine Folge von Funktionen durch die Rekursionsfo xt 


fui = Alf]. 


ats 


» Ae yaa 
* r P 


. olgt aus (2) acai th : 


-. 


fo =i, = lim jf, =f. 


Se - n—>co 
Die e f, bilden also eine beschrinkte Folge von _(mit eventueller Aus- 


nahme von f,) stetigen Funktionen. Daher ist / sicher vorhanden und + ag 
‘ ‘stetig. AuBerdem erfiillt es formal die Gl. (2). Ist p > 0 eine willkiir- weg 


ic ch normierte Lésung derselben, so ist f = cq, wobei c auch gleich 
N u sein kann. Aus (5) folgt nun 0</=co<f,. Damit ergibt sich 
eared 2. Sind fiir eine Funktion rz die Bedingungen 


a) fo =0, 


B) Alf] S fo, 
y) fo—ep So fiir ein c, 


Ya 


so konvergiert die nach (4) bestimmte Folge /,, gegen eine nichttriviale 
-Lésung von (2). te 
Es erhebt sich die Frage, ob diese etwas scharfen Bedingungen Yom 
wirklich notwendig sind. Da aus dem Erfiilltsein der Bedingung £ 
die Notwendigkeit von y folgt, geht schon aus der Ableitung hervor. 
Wir wollen dafiir noch ein spater gebrauchtes Beispiel geben, welches — 
gleichzeitig zeigt, daB bei der Behandlung der Integralgleichung (2) 
etwas Vorsicht am Platze ist. Die MAxXwWeEtLt-Verteilung m(x) erfiillt 
die Bedingungen « und f. Letztere infolge der unmittelbar aus A (7) 
“sich ergebenden Beziehung 


& JZ’ (y, 2) m(y) dy =m (x) Zt | 
A [m(x)] = m(x) o* 5 me) : ee 


Pe on eR 


_Dagegen ist die Bedingung y offenbar nicht erfiillt, da p wie x~? nach 
U nendlich gehen mu8. Nun ist auf jeden Fall 


A 


aa é lim A" m (x) = m(x) 20 
vorhanden, und es gilt 


es jim f mi (x) xdx <lim f m(x) xdx. 


Das letzte Integral konvergiert aber, damit erst recht das erste, und 
4 ann folgt sofort aus Hilfssatz 1 m(x) = 0. 

_ Wir kénnen dieses Ergebnis dazu benutzen, um die Bedingungen 
~ yon Hilfssatz 2 durch etwas schwachere zu ersetzen. [Das gilt aber 
dann nur noch fir den speziellen Kern von A (14)]. Wenn namlich 


ss 
¢ 


ot 
t oat 
“ 


Se er ay paeg ale FS 


a 
ack ue) 


de 


Be 
ee apt 


sy? 
? 


die Folge f,,, die mit einer sly de hy gebildet ist, aod eine 
Funktion / konvergiert, dann ist auch | 5 


lim A” [fy + ¢/ m (x)] = lim A* f, + lim A* c’ m = lim A* fy. 


Wir bekommen damit den ;, 
Hilfssatz 2a. Das Naherungsverfahren nach Satz 2 konversieet im 
Falle des durch A (14) gegebenen A auch dann noch, wenn die Be- 
dingungen f und y anstatt von f, von einer der Funktionen f, + ¢ ie 
mit einem geeignetem c’ erfiillt werden. 
Der Hilfssatz 2 ist ein Sonderfall eines allgemeineren Satzes von 
E. Horr}, der folgendermafen lautet: J 
Hilfssatz 3+. Gilt fiir 2 Funktionen f und g a 
fe eS Ce 
Za = As : .« 


2b. gS Alg], . as 
CE epee’ 1, . 


so existiert eine Lésung g der Integralgleichung (2), und es ist 
f2p2sg 
lim A" = lim A*g=9. 


J 


Dieser Satz geht viel weiter als Satz 2, indem er iiberhaupt die Existenz 
der Lésung beweist, wahrend diese in Satz 2 vorausgesetzt werden ; 
und sogar das Verhalten der Lésung der Integralgleichung in der Nahe 
ihrer Nullstellen bekannt sein mu8. Wenn man aber die Existe nZ 
einer Lésung als gesichert ansehen kann, und deren Nullstellen nebst 
ihrem Verhalten daselbst kennt, dann ist Satz 2 bzw. 2a viel bene 

Aus Satz 2 und 3 folgt noch die fiir die praktische Rechnung wichti 


(und in Teil A bereits benutzte) Tatsache, daB = 
lim £ — jim’ <4. 
x00 f x—oo f 


In rhe Bezeichnungsweise von Teil A besagt das, daB die L-Normiet ung 
bei dem Naherungsverfahren erhalten bleibt. p 

Wir haben noch zu beweisen, daB die in Teil A benutzte nullte 
Naherung A (21) tatsachlich den Bedingungen des Hilfssatzes 2a geniigt. ta 
Zunichst folgt unmittelbar aus der Gestalt der Integralgleichung A (14), ), 


daB w(x) nur fiir x =0 und x = oo verschwinden kann. Es g It 
w(x) ~const.x* fir %*->0, (0) 

“si 

w(x) ~const.x-2 fiir x00, “(7h 


“a 


1 Hopr, E.: Berl. Ber. 1928, XVIII. 


Die Energieverteilung thermischer Neutronen 


aT tae ie af i 
6) bestiitigt man am einfachsten durch Einsetzen einer unbestimmten 
Potenz, und die Integralgleichung. Das ist gestattet, da, wie wir noch 
hen werden, w(x) einer Differentialgleichung 2. Ordnung geniigt, fiir 
x = 0 ein regularer Punkt ist. (7) war in Teil A bereits aus physikali- 


schen iver certs gefolgert worden, und wird in Zusatz 3 analytisch 


bewiesen. 


= Nun ist wy, in all Gebiet O0<axx<b hath A (24) beschrankt. 
: Hier lassen sich demzufolge die Bedingungen des Hilfssatzes 2a immer 


ullen. Fiir groBes x ist wegen (A 21) die Bedingung f, und da wegen 
A (21) und A (20’’) 


4 Oy ~ 


O05 4=* —o*x-3 


Zo fiir %—-0o 


é uch y erfiillt. Fiir x = 0 ist dagegen wy, als auch w(x).und M (x) 0(x?), 
50 dai sich hier die Bedingungen des Satzes 2a ebenfalls erfiillen lassen. 


- Zusatz 3. Zuriickfiihrung der Integralgleichung A (14) 
: auf eine Differentialgleichung. 


Pte Form von Z’ (x, y) erméglicht es, die Gl. A (14) auf eine lineare 
Difierentialgleichung 2. Ordnung zuriickzufiihren. Zur expliziten Losung 
ist diese, wie schon bemerkt, wegen der sich ergebenden ziemlich 
ko mplizierten Koeffizienten nicht geeignet. Dagegen erméglicht sie 
n einfacher Weise die Untersuchung des Verhaltens der Lésung w(x) 
i -groBes x, und es kann auf diese Weise der Beweis fiir die oben aus 
_Analogie zur FEeRMischen Theorie erschlossene Behauptung er- 
thi werden, daB sich w(x) fiir groBes x wie x—? verhilt. 

- Zufolge A (17) kann A (14) in der folgenden Gestalt geschrieben 


werden : 


: 


ofa) r(x) = fy) 09) dy+ 2 er G(x) [ye"v( dy, (1) 
Pei. ict : 3 
: (2) =Zr(2) +0" | 
9) = 2, (2) 


Daraus findet man durch zweimalige Differentiation 


d | (#r(x) v(x))’ 


real 7 oh 


der, wenn man , 
p= x-7(x) -0(2) (2’) 


ls neue abhangige Veranderliche einfiihrt 


1 | e~* = 
loaner p'| +259 =0. (3) 


Lia * 
s* e mA. a 2 
fig 


Fir «>>4 wird nun ; 
Dixy we*®; [O' (xe"~2xe"; r(x)~ x. 


Aus (3) wird dann 


: Gao ex a c 

Me # o'] +4 9=0. aaa 

fy RN Ein Hauptsystem von Lésungen dieser Gleichung ist al 
Bic n= | id 


Q2 = x* Ei (x*) —e* 
Nach A (20”) gilt: 


Bete! bis pee 
he Po™~ 2 fiir x—>oo,. 


Anderseits ist nach (2) und (2’) 


m (x) ome > a 
Pir ede g fir x00. . 


w(x) = 


Die Lésung der Integralgleichung verhalt sich also fiir groBes x ent 
rats. weder wie 

i w, (x) ~ x%@e-** 
oder wie 


1 
w(x) ~- 


P gy ee 


Die Lésung (5) enspricht der MAXxweELt-Verteilung. Nach Zusatz 2, 
Hilfssatz 1, kommt sie als Lésung nicht in Frage. DaB sie hier auf 
OM taucht, ist nicht verwunderlich, da o* in (3’) gar nicht mehr vorkommt. 
: Es bleibt fiir w(x) nur noch das Verhalten nach (5’), womit unser 
bereits gemachte Ausnahme bewiesen ist. ¥. 


Zusatz 4, Ableitung einer Hilfsformel. 


Wir gehen aus von der aus der Theorie der Thetafunktionen b 
kannten Identitat 


+00 


> ertin, 0, — mime 1 = eo (Sate) a7 
faa st \xt My Me 


Wir fassen m, und v, als x-Komponenten zweier Vektoren n und 
BAD: auf, bilden die entsprechenden Ausdriicke fiir die beiden anderen 
rod Komponenten und multiplizieren. Dann ergibt sich 


E 1 Ve~@+mut — ( (or t)) D e2xinv—mrare 
n n 


; Wir setzen jetzt 
» b=r—inig 


Piet th ey 
. 


beh eee * 


i cher 


ve i! 


Neutronen. 


= 
) ein, Bialtipizieren in den toes aus, bringen die links 
henden, von n freien Glieder (die also vor die Summe gezogen werden Br 
KO inen), auf die rechte Seite, zichen dort die von x freien Glieder zu- 
sam men, und schreiben endlich q fir 1/t. Es entsteht dann 


: f a Ns 
Dp erine—cotm — (SEY yay She eda (3) oe 4 A. 


> n % 


& 


n diese Gleichung in eine fiir die Anwendung etwas bequemere Or 
Gestalt zu bringen, setzen wir g =a? 8, ay =t, kehren das Vorzeichen 
on g um, und schreiben links —n fiir n (das ist erlaubt. da es auf eine 
Dmberenaung des Summationsindex Sea prret es Wir erhalten so 


ie e2tign—Bt—an)* _ + tba ue: rs Sur 
AA 


Bet” + Zusatz 5. Berechnung einiger Integrale. 


Um das Integral ®, in B (24) auszuwerten, formen \ wir zunachst ei 
den 1 unbequemen Faktor | J, /2 um, gemaB 


Q2i Qni r 
oe Sees Eee — (f—&€ +f+Gn)r 
Biladn = Ke a] ‘dy, |e 5 ‘dts 


it ane (1) 
; 4 e oat tr tftGn)r 

? = — é dt. 

7 k3 


'Dabei ist das Integral iiber die Differenz r= 1,— 1, tiber ein den 
ordinatensprung einschlieBendes Rhomboeder zu erstrecken, worum 
wir uns aber, wie sich zeigen wird, nicht weiter zu kiimmern brauchen. i A 
Zu nachst wird aus ®,, wenn wir gleich noch iiberall Polarkoordinaten 


infiihren: 


3 ®,, gag eae {faa [Ot [aay fae(£ +n) x . a 


- 


a 1 (t(—t+f+Gn)t 


Ke 


t 
pea P anes Li og . 

ce Cone Fb #) & 

. oe (E— BE’)? : al 

4 . . 

Wir berechnen zunachst den Ausdruck in der geschweiften Klammer, 

und setzen 


dw, =— 2nd, Cy = cos (r, n) Nae 
do,y=—2ndly Ce = cos (r, f) Saree 


und analog fir f’ und f, 


‘Dabei ist ein Glied, das bei der der Einfachheit halber gar nicht e¢ st 


(Sit nl = ZAP t Mp2 FIle tee 
t 
mit eingefiihrten Azimutintegration ohnehin wegfallen wiirde, nic : t 
erst mit angeschrieben. Damit kommt 


B4 
flallg os : one s i 
ee fire ae feo Emre: # 
ex aah : 
ERS ae 
228 Gnrt +frts) 
= Lf atcary( ht m+ 2pinGile ® oe 
Beatie 


Es zeigt sich, daB nur die unmittelbare Umgebung von 7 = 0 wesent. = 
lich zu diesem Integral beitragt. Wir kénnen demzufolge die r-Inte- 
gration unabhiangig von ¢, von 0 bis co erstrecken. Dann lassen si : 
zunachst die piler se tas iy ohne weiteres ausfiihren, und man 

erhalt 
(= ste (Etat Gm) ) 
; ~ F " . dr - G. ; 

Jk, f.n) = [sin krsin i rsin frsin Gur ‘ 
| 0 

Wir schieben die Auswertung dieses Integrales noch etwas auf, und 
fiihren erst die noch ausstehende f'-Integration durch. @®, hat je zt 
die folgende Gestalt: : 


fo) 
Ss 4sin® (E — E’) 
4 a 26 , ’ 
ready ahem) S| eee ¥ A Gm ae 


Die hier auftretende Differentiation darf, wie bereits bemerkt, nicht 
allzu wortlich genommen werden. Auf Grund bekannter Uberlegungent 
kann man schreiben: 


ax" /a 2-4 i a 
a a 2 (xi—n) ip aan TH, Lia (4) 
Dabei ist fiir k’ der Wert einzusetzen, der sich aus dem Energiesatz : 


E—E' = (#®—k?) 4 22h = 


U 


we 


ergibt. : 
Es ist noch die Auswertung des asi eh J (x, a, b, c) nachzuholen, 


si shea Seah 
8) A oe a 1 : ye 
ri. i - yy my a A . 

D pide or 
Ger en 
Bor . 

Streifen \Smr|<C regular ist, kénnen wir statt dessen auch das 
von — co nach + co erstreckte Integral betrachten, und auBerdem 
den Integrationsweg so verbiegen, daB der Nullpunkt auf irgend einer 
‘Seite, wir wihlen die negativ imaginare, umgangen wird, was wir 
durch das Zeichen -o- andeuten. Dann ist 


4: a>“ 
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.— 


& 1 . . : . 
J (x, a,b,c) =+ | sinxrsinarsinbrsincr”. (5) 
2 v2 
‘ a Se 


Auf Grund des Additionstheorem der Winkelfunktion ergibt sich 
sin xr sin arsin br sincer =} ¥ (—1)* cos(++-+4)r. 


Dabei steht -z. B. (+ ——) fiir x + a—b—c, v ist-die Anzahl der 
Minuszeichen in der Klammer, und die Summation ist iiber alle acht 
méglichen Kombinationen von —- und + -Zeichen zu erstrecken. 
Aus J entsteht dann eine Summe von Integralen der Form : 


~ 


d , 
i(y) = [cos yr“ =— aly) 


deren angegebener Wert sich leicht mit Hilfe des CAucHyschen Integral- 
satzes ergibt.. Damit folgt 


J (x, a,b,c) = =} (— 4) (4+ +)]. 


Mittels einer etwas langwierigen, aber véllig elementaren Rechnung 
laBt sich leicht zeigen, daB das auf die Tabelle B (24) fuhrt. 

Eine besondere Behandlung erfordert noch der Fall m = 0. Wenn 
man die Rechnung nicht gleich bei Gl. (2) abzweigen will, von wo 
aus sie sich ohne Schwierigkeiten durchfihren 148t, mu8 man nach- 
traglich einen Greniibergang vornehmen gema8 


co 


- 1 “ F < dy 
lim — J (x, a, b,c) = [sin xrsinarsin br—., 
ee? : ¥ 


Dieses Integral laBt sich leicht dadurch auswerten, daB man das Produkt 
der Winkelfunktionen in eine Summe verwandelt. Da die so ent- 
stehenden Integrale einzeln existieren, braucht man nicht einmal den 
‘oben beschrittenen Ausweg durch das Komplexe. Man findet ohne 
Schwierigkeiten das bereits in Teil B angegebene Ergebnis. 
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Beaks Uber den Energiestrom 
“aug im Schallfeld fliissiger Medien. 
ag (Mitteilung aus dem Forschungslaboratorium der Siemenswerke.) 
Von 
G. RICHTER. 
(Eingegangen am 26. Januar 1945.) 


Zusammenfassung. 


Der mit einer Schallwelle verbundene Energietransport durch das Schallmediu um 
wird im Bilde einer Energiestromung auf zwei verschiedene Arten beschrieben 
indem die Strémung erstens auf eine mit den Materieteilchen mitbewegte und 
zweitens auf eine ruhende Flache bezogen wird. Die Energiestrémung erfolgt 
in Richtung der Schallschnelle und ist dieser, sowie beziiglich der bewegten Fla 
zum Druck, beziiglich der ruhenden Flache zur Summe aus Druck und Energie- 
dichte proportional. Der vom Druck abhangige Hauptteil stellt den bei der Ver-_ 
schiebung der Teilchen gegen den Fliissigkeitsdruck entstehenden Energietranspo: 
dar, wabrend der die Energiedichte enthaltende Anteil dem von der Mate ie 
konvektiv mitgefiihrten Energiestrom entspricht. — Die allgemeinen Ergebniss 
werden am Beispiel der ebenen Welle beim ,,Hooxeschen“ Druckgesetz erlautert 
und es wird bemerkt, daB auch bei einer rein periodischen Welienbewegung, bei 
der das Schallmedium als Ganzes ruht, der konvektive Energiestrom im 
mittel einen — je nach der Wellenform positiven oder negativen — Beitrag zum 
Gesamtstrom liefern kann. 


” 


Mit jeder Schallwelle wandert die in ihr enthaltene Energie durch 
das Schallmedium entlang der Strahlbahn der Schallbewegung. Dieser 
Vorgang legt die anschauliche Vorstellung eines mit der Schallwelle 
verbundenen Energiestromes nahe und es erhebt sich die Frage, ob 
ahnlich wie in der Elektrodynamik der PoyntinGsche Vektor des 
elektromagnetischen Feldes so auch hier eine FeldgréBe existiert, welche 
ah in jedem Punkte die GréBe und die Richtung des Energiestromes 
a angibt. 


ne Aus der Erwagung, daB die von einem Volumelement auf ein anderes 
a iibertragene Leistung gleich Kraft auf die Grenzflache der Volumina 
: mal Weg je Zeiteinheit ist, laBt sich bereits rein anschaulich in 


S*= pb, 


. . wo p den Druck und » die Teilchengeschwindigkeit bezeichnen, der 
hee Vektor der Energiestrémung im Schallfeld vermuten. Tatsachlich — 
ma laBt sich dies auch leicht aus der bekannten Energiegleichung der 


4 £ 
a > 
MR ees ‘ 


ede tah wy 
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_Hydrodynamik! begriinden. Jedoch ist die Analogie zum PoynTING- 
sch en Vektor insofern noch nicht befriedigend, als G* den Energie- 
fluB durch eine Fliche angibt, die sich mit den Massenteilchen mit- 
bewegt, wahrend der Strahlungsvektor der Elektrodynamik sich auf 
eine ortsfeste Flache bezieht, was auch in unserem Fall zur Beschreibung 
einer Strémung in einem im Ganzen ruhenden Medium sinngemaBer 
der Anschauung entgegenkommender sein diirfte. Es mag daher 
eiterhin auch der Vektor S der Energiestrémung durch eine fest- 
S shcide Flache betrachtet werden. Beschrankt man sich dabei wie 
-tiblich von vornherein auf kleine Amplituden, so findet man? wiederum 
den obigen Ausdruck © =v. Doch erhalt man hierbei keine Einsicht 
in die Grenzen der Giiltigkeit der so ermittelten Beziehungen, indem 
a dem weiter unten abzuleitenden exakten Wert 


‘ S=fpv+Epv, 


ng E die raumliche Dichte der Schallenergie bedeutet, der 2. Teil 
erloren geht. Andererseits wird man bei dem Versuch einer anschau- 
lichen Beschreibung der Vorgange leicht dazu gefiihrt, auch gerade 
diesem Anteil Ev wesentliche Bedeutung beizumessen, indem er den 
durch die Bewegung der Materie direkt konvektiv mitgefiihrten Energie- 
strom darstellt und somit besonders einleuchtend erscheint. Da diese 
Verhiltnisse aber der iiblichen von vornherein naherungsweisen Behand- 
lung verschlossen bleiben, werde im folgenden der Vorgang der Energie- 
Re ceang im Schallfeld etwas genauer betrachtet. 

In Anlehnung an den Energiesatz laBt sich das Bild von der Energie- 


ung der in einem von Singularitaten freien Raumteil V enthaltenen 
Schallenergie als ausschlieBlich verursacht durch einen die Oberflache F 
dieses Raumteiles durchsetzenden Energiestrom darzustellen: 


eer a (1) 
F 


Dabei bezeichnet der Index » am Vektorzeichen hier wie spater stets 
ie Vektorkomponente in Richtung der 4uBeren Normalen n des Flachen- 
elements dF und ¢ die Zeit. Die Dichte der Gesamtenergie EF setzt 
sich aus dem kinetischen Anteil $9 v? (9 = Massendichte) und dem 
potentiellen Teil 9 P zusammen: 

E=4ov" + oP, (2) 
1 Siehe z. B. H. Lams: Lehrbuch der Hydrodynamik, deutsche Ausgabe 1907, 


§ 41. Oder Handbuch der Physik, Bd. VII Mechanik der fliissigen und gasférmi- 


See KéGrper, S. 19. 1927. 
2 Be cae, O.: Akust. Z. 2, 193 (1937). — Lorp Rayreicu: Theory of Sound, 


Vol. II, § 295. 
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strémung stets durchfiihren, sobald die Méglichkeit vorliegt, jede Ande- 
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wo P die potentielle Energie der Masseneinheit bedeutet. Es gibt, | 
indem wir beachten, daB das Volumen der Masseneinheit 1/9 betragt: 


p=—[pat—[ Fao. Me: (3) 


Gelingt es, das in (1) rechts stehende Volumenintegral in ein Ober- 
flachenintegral eines einheitlichen Vektors zu verwandeln, so hat man a 
offenbar damit den gesuchten Vektor der Energiestrémung bereits er- 
mittelt und zugleich den Ansatz (1) gerechtfertigt. Hierbei ist eine — 
zweckmaBige Wahl des Integrationsgebietes V von Bedeutung. Zwei 
Falle heben sich durch ihre physikalische Einfachheit heraus: 


1. Das Volumen umfaBt stets dieselben Massenteilchen und seine 
Oberflache folgt der Bewegung des Mediums. Man erhalt dann den 
Energiestrom ©* durch eine mit den Teilchen mitbewegte Flache. 

2. Das Volumen ist ortsfest und durch seine Oberflache flieBt 
Materie ein und aus. Man erhalt dann den Energiestrom & on 
eine ortsfeste Flache. 

Wir betrachten beide Falle nacheinander und nehmen dabei one " 
da8 keine Umwandlung der rein mechanischen Energiearten in eine 
andere stattfindet und sehen der Kiirze halber auch von Volumen- 
kraften wie z. B. der Schwerkraft ab. 


‘ 


1. Der Energiestrom S* durch eine mitbewegte Fliache. 

Zur Ermittlung von G* wahlen wir nach dem Gesagten in (1) ein 
mitbewegtes Integrationsvolumen V, dessen Volumenelemente stets 
dieselben Massenteilchen enthalten. Es ist dann zweckmaBig od V = dm — 
als Massenelement einzufiihren und iiber die in V enthaltene Gesamt- 
masse M zu integrieren. Da dann M und dm zeitunabhangig sind, 
folgt aus (1) mit (2) und (3) ; 


[otar oe at (FS +P)dm =—|[(v aa Foam 
F ‘ M M 


Hier bedeutet d/dt die ,,materielle Ableitung‘‘ nach der Zeit. Die 
hydrodynamischen Grundgleichungen 


adv d ‘ 
— 07, = grad ; — “2 — odivn 


ergeben dann mit schlieBlicher Beriicksichtigung des Gaussschen Satzes: 


[ORAF=f(o-gradp + p div) dV =f div (pv) dV=f pv, dF. 
’ We F 


. sl oy \ 


, a YS perc oa tes . 
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_also nach Richtung und Starke je Zeit- und Flacheneinheit senkrecht 
a om durch die Beziehung 


S*=pod. ; (4) 
Sie bestatigt die eingangs angefiihrte einfache Uberlegung. 


2. Der Energiestrom © durch eine ortsfeste Fldache. 
Wenn wir wieder (2) in (1) einfiithren und beachten, daB jetzt V 
_zeitlich konstant zu nehmen ist und die Differentiation nach der Zeit 
am festen Ort zu erfolgen hat (Zeichen @/@t), ergibt sich wieder mit (3): 


ey 


“ =& v cd Rel ev (ara) peo 
a ae Ite et PUR ae tno oh av. 


_ Hieraus folgt mit Hilfe der EuLerschen hydrodynamischen Gleichungen _ 


9 Fp =egrad 5 + o [rot y; v] + grad, 


. - — £2 — div (on), 
wegen vb [rot v; )]} =0 
he af = fies div (ov) +ovgrad > +p gradp + 
+ Pdiv (ev) + 2 div (ov) }av. 


Der Ausdruck rechts 1a8t sich, wie durch Ausfiihrung der Operation 
_ div“ mit Benutzung von (3) zu bestatigen ist, zusammenfassen in 


~ y? 
fav {lot +oP)e +pv}aVv 
Vv 
- Der Gausssche Satz liefert schlieBlich 
q [S,.dF =f[{(}ov? + oP)v+ po}, dF 
F F 
und damit als Vektor der Energiestr6mung durch eine ortsfeste Flache 


ea S=(kov?+oP)v+ppv. (5) 


a 


Dies ist wegen (2) die eingangs erwahnte Beziehung. Zu dem friiheren 
Wert 
aT ae | (6) 
_ der dem Energietransport durch die Arbeitsleistung bei der Verschiebung 
_ der Teilchen gegen den Fliissigkeitsdruck entspricht und den wir kurz 


des Zeitmittelwertes ist zu beachten, daB bei G* fiir p und » die Werte 


der Kavitationsgrenze merklich und bei groBen Intensitaten wie bei ¢ 


SP ee ar 


-s a Ps . # iy. 4 ne ¥ _ 
,,Druckanteil des Energiestromes‘ bezeichnen wollen, tritt J hier 
ahh lige von der Materie mitgefiihrte ,, konvektive Energiestrom“ h in 1 


Ep = (tov? +o0P)d. (7) 


In G* trat dieser Anteil nicht auf, weil ja durch die mitbewegte Flache 
kein Materiestrom entstand. 
Bei der Betrachtung des zeitlichen Verlaufes sowie bei der Bildung 


fiir ein und dasselbe Teilchen zu nehmen sind, das sich stets in der — 
mitbewegten Flache befindet, bei G dagegen die Werte fiir diejenigen _ 
Teilchen, die jeweils gerade die feststehende Flache passieren. Diese 
Unterschiede sind zwar bei normalen Schallamplituden vernachlassigba 
klein, werden aber schon bei kurzwelligem Ultraschall in der Nahe 


Explosionswellen betrachtlich. 
Um die Verhiltnisse in einem auf einfache Weise streng diskutier- 
baren Fall etwas naher zu erlautern, betrachten wir als Beispiel 


die ebene Welle beim ,,HooKEschen’’ Druckgesetz. 

Es sei die x-Richtung die der Wellennormale, s = s (x; t) die Aus- 
lenkung zur Zeit ¢ eines Teilchens mit der Ruhelage x. Der augen- 
blickliche Ort des Teilchens ist dann € = x + s. Und dort herrscht, — 
wie leicht einzusehen ist, die Dichte? 


0 (€) = pes , (8) 


wenn @Q, die Ruhedichte bedeutet und zur Abkiirzung s’ = é@s/@x eS 
setzt wird. 
Fiir das Druckgesetz nehmen wir die Form an 


> 
» 
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in der ¢ den Volumen-Elastizitatsmodul bezeichnet. Diese Beziehung 
ist gleichwertig mit dem iiblichen Ansatz fiir die Abhangigkeit zwischen — 
Druck und Volumen bei Flissigkeiten unter kleinen Druckanderungen: — 
p =—e(V—V)/M%, wo V bzw. Vy das wirkliche bzw. das zugehirige 
unverzerrte Volumen bedeuten. Mit Riicksicht auf (8) wird in unserem _ 
eindimensionalen Fall 

p=—es’. (10) 


Da dies dem Hooxeschen Gesetz der Elastizitatslehre entspricht, mége — 
auch fiir (9) die gleiche Bezeichnung gelten. } 


a LamB: Lehrbuch der Hydrodynamik, deutsche Ausgabe 1907, § 275. — 
Hertz, G. u. H. MENDE: Z. Phys. 114, 359 (1939). 


Dh Bat die Flacheneinheit einer Schicht der Ruhedicke Ax und 
-somit auf die Masse g, A x als bewegende Kraft wirkende Druckdifferenz 
_betragt 


¥ Ap=—22 Ax. 


Die Bewegungsgleichung lautet daher wegen (10) exAKt 
Fe Os pe eee (11) 
Wir betrachten weiterhin als Lésung der Wellengleichung (11) eine in 
sab x-Richtung laufende Welle 
s=s(x—ci). (12) 
Dabei ist c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


c= |/— (13) 

20 
u und s eine weitgehend beliebige Funktion von (x—ct). Bh rep 
-sinnvoll sind nur Lésungen, fiir die unter anderem stets s’ > —1, da 


parost z. B. @<0 wiirde. 


_ Wir bilden nun die im Strahlvektor G vorkommenden GréBen, . 
“indem wir beachten, daB die Geschwindigkeit eines Teilchens am — 


pete €=x-+s nach (12) den ne hat 


p v(é)= . (14) 
Die kinetische Energie der eee, ist 


-s. : 1 a 
— v2 = — 5/2, 


: 2 2 
Als potentielle Energie der Masseneinheit folgt aus (3) und (9): 


“oy 


oder wegen (8) 


Da nach (13) € = Oo c2, ist die Dichte der kinetischen Energie gleich 
der der potentiellen und die Gesamtenergie der Volwmeneinheit wird 
| E=e*s% 

20 
Die Gl. (4) bis (7) lauten damit fiir unsere ebene Welle bezogen auf 
die Stelle =x+s 


g S*=ecs”? (x =const.), (15) 
| Sp=ecs’? (€ = const.) , (16) 

3 
Spel vs*=—ees > (£ = const.) , (17) 


8 $=e0(s9—— 7) =06("— 759) fe = comet leer ie) 
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Der Vergleich der beiden Ausdriicke (16) und (17) lehrt, dab der konvek- ze 
tive Energiestrom S, durch eine ortsfeste Flache im Verhdltnis ov: 63 ¢ae 
oder —s’/(1 +s’): 1 kleiner ist als der Druckanteil S,. Die in ee 
Masseneinheit des Schallmediums enthaltene Energie wandert erstens — 
mit Schallgeschwindigkeit mit dem ,,virtuellen Massenstrom™ Qo ¢ und | 
zweitens noch zusatzlich mit dem wahren Massenstrom ov. Der letztere i : 
Teil ist fiir kleine Schallintensitaten klein gegen den ersten, wird aber 
bei groBeren Amplituden merklich, insbesondere fiir stoBartige Druck- a 
wellen (s’ <0). 

Fiir Bewegungsvorgange, die mit einer Gleichstrémung des Schall-_ 
mediums verbunden sind, ist das Auftreten eines konvektiven Energie- — 
stromes trivial. Dagegen bedarf die Frage einer naheren Priifung, 
wieweit auch bei einer rein periodischen Wellenbewegung der konvektive _ 
Energiestrom zum Energietransport beitragt, ob also die mit der Materie — 
hin und herbewegte Energie im Zeitmittel einen einseitigen Energie-_ 
strom erzeugt. © . 

~ Wir betrachten daher jetzt den rein periodischen Fall. Dann ist s 
als eine periodische Funktion von (x—c#) anzunehmen und das Zeit- 
mittel iiber s’ (bei festem x) wird Null. Indem wir allgemein die zeit-— 
liche Mittelwertbildung durch einen iibergesetzten Querstrich andeuten | 
und die dabei konstant zu haltende GréBe als Index anfiigen, haben 
wir zunidchst fiir den auf die bewegte Flache beziiglichen Strahlvektor 


nach (45) St—ec-si2. (19) 


Die Zeitmittelung ist fiir ein konstantes x, d.h. fiir ein bestimmtes. 
Teilchen vorzunehmen. 

Bei der Mittelwertbildung der auf a feste Flache bezogenen — 
Strahlvektoren (16) bis (18) ist der Ort & der Flache festzuhalten. — 
Dazu haben wir in s’ fiir x die Ruhelagen x, derjenigen Teilchen ein-— - 
zusetzen, die sich jeweils gerade bei & befinden. Es ist also x, aus” 

x, +s (x,—ct) = &= const. (20) 
als Funktion von ¢ zu ermitteln und in s’ anstelle von x zu setzen. 
Diese Vorschrift werde weiterhin durch den Index & als der konstant 
zu haltenden Gre angedeutet. Nach (20) andert sich x, mit der 


Geschwindigkeit x ’’ : 
r il te ( it =), : (21) 


Wegen der Periodizitat von x, verschwindet das Zeitmittel iiber (21), 
was im tibrigen nach (8) und (14) einfach (ov), =0) d.h. das Vera 
schwinden einer Gleichstrémung des Schallmediums bedeutet. Im Zeit- o 
mittel ergibt nunmehr die Gl. (16), sowie (18) mit Riicksicht auf (21) 4 


= ec: sf (22) 


4 
S=ec-S. ' 7 
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Dat nun in unserem periodischen Fall S = S* sein muB, die erhaltenen 
Ausdriicke (23) und (19. fiir S und S* jedoch recht verschieden er- 
scheinen, mag es angezeigt sein, ihre Ubereinstimmung auch direkt 
nachzuweisen. Dazu leiten wir zunichst eine niitzliche Beziehung 
zwischen den Mittelwerten bei konstantem & und denen bei konstantem x 
fiir die GréBe (s’)* ab, wo der Exponent « eine beliebige konstante 
Zahl bedeuten kann, wenn wir auch nur die Falle « = 4 und 2 benotigen 
werden. Indem man (20) durch —c dividiert, beiderseits ¢ addiert 
und darauf das Zeitdifferential bildet, erhalt man 


? dt=——(1+5');-d(x,—ci) (24) 
und es wird somit 


fazat=— [sya x, —ey—+ fisgeta(z, en). 


Bei einer Integration tiber eine Periode t wachst rechts die Integrations- 
variable (x,—c?#) wegen der Periodizitat von x, um —cr. Da sz nur 
von (x,— ct) abhangt, sind die Periodenintegrale rechts bis auf den 
Faktor —c gleichbedeutend mit Integralen iiber ¢ bei konstantem 
x,=x. Im Zeitmittel gilt daher: 


(sé)* = (sz)* + (sz)***. 
Fiir « = 1 folgt hieraus wegen s,=0 die Beziehung si = (s‘)?, d.h. 
sa. 
Der Fall « = 2 gestattet eine besonders tibersichtliche Schreib- 
weise fiir den mittleren konvektiven Energiestrom S,, wenn man ihn 


als Differenz S*—S, ansetzt: 
Se = €0 {(55)® —(} =—e 0 (85). (25) 
Der letzte Ausdruck l48t sich im iibrigen auch aus (17) mit Hilfe von 
(24) direkt ableiten, da (s:)*- d(x, —ctidt im Mittel —+ (s *)° ergibt. 
Bezeichnen wir mit v* =—cs‘, die Geschwindigkeit eines und 
stets desselben Teilchens und mit v =— cs; die Geschwindigkeit der- 
jenigen Teilchen, die jeweils den Ort & der feststehenden Flache passieren, 
so lassen sich fiir (19), (22), (23) und (25) auch folgende Darstellungen 
gewinnen: . 


= 5a! Ie, (26) 
Sp et (27) 
xn Eee al os Cs in : 
Sp=— (vt? —v?) ae ae yes. (28) 


Wir wollen diese Resultate auf zwei verschiedene Wellenformen, auf 
die Sinuswelle und die ,,Rechteckwelle‘‘, anwenden. 


J 
e 4 


‘ € & ie ri f Y, 


“me; 
oe 
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Bei einer reinen Sinuswelle der Amplitude sy und der 
lange A ist 
s = sgsin— (x —c#), 
also 


v* = — sgcos =" (x —c/). 
Damit folgt aus (26) bis (28) 


5520; 5? =Si5, = 200(2*). 


Fiir eine reine Sinuswelle wird also der mittlere konvektive Energie- 
strom exakt Null. Aus (28) sieht man weiter, daB dies bei jeder Welle 
der Fall ist, bei der die Teilchenbewegung zeitlich symmetrisch um 
die Ruhelage erfolgt. a 

Es ist aber zu beachten, daB nicht bei jeder periodischen Welle 
der konvektive Energiestrom im Zeitmittel verschwindet. Dieser hangt 
wesentlich von der Form der Wellenbewegung ab. Allerdings bleibt 
er stets im allgemeinen relativ klein, da wegen der Vorzeichenumkehr 
in (28) ein gewisser Teil sich zeitlich herausmittelt im Gegensatz zum 
Fall des stets positiven Druckanteils S,. Je unsymmetrischer jedoch 
die positive und die negative Teilwelle zueinander stehen, um so mehr 
steigt der konvektive Anteil, wie es das folgende Beispiel der ,,Recht- 
eckwelle“ zeigt. : 


7 


Wir betrachten eine periodische Folge von Verdichtungs- ode1 
»Verdiinnungs‘‘-St6Ben mit relativ langen Intervallen als Riicklauf- 
zeiten. Die Teilchen mégen in der positiven Teilwelle wahrend det 
Zeit t, die Geschwindigkeit vf besitzen. Die Werte fiir die negative 
Teilwelle seien t, und —v}#. Die Schwingungsdauer ist tT = 1, + Tp 
und die Bedingung der reinen Periodizitat lautet 

(29) 


wenn ‘wir annehmen, da® die Beschleunigungszeiten an den Umkehr- 
punkten der Bewegung gegen 1, und t, vernachlassigbar klein sind. 
Die Gl. (26) und (28) ergeben dann mit Beachtung von (29) | 


Te = TU, 


rom ft Schall fe d Cer “Nana 
3S. 


, Sind die stich nba eage sehr. shite eee den Wardimnunees 
: well en, vj’ > v¥, so wird S, ee" aS Der relative Anteil des konvek- 


tiven Energiestromes steigt hier itnene mit der Amplitude an und zeigt 
_ somit ein wesentlich anderes Verhalten als bei rein harmonischen 
_ Schwingungen. 
Bei Wellen, fiir die vt = v¥, wird wie bei der Sinuswelle Sp =0. 
Sind die VerdiinnungsstéBe stirker, v# > v*, so wird sogar S; <0. 
Es kann also bei geeigneter Wellenform die von der Materie konvektiv 
mitgefiihrte Energiestromung auch im Zeitmittel der Laufrichtung der 
Welle entgegengerichtet sein. Hier iiberwiegt der wahrend der nega- 
_ tiven Teilwelle auch stets negative konvektive Energiestrom. Der 
-Gesamtstrom S hat dagegen naturgem4B stets die Richtung der Wellen- 
_ fortpflanzung. 
An unserer ,,Rechteckwelle‘‘ iiberblickt man in besonders bert 
 sichtlicher Weise die Abhangigkeit des konvektiven Energiestromes 
von der Wellenform, welche mit (29) durch das Verhaltnis v#: v# voll- 
_standig bestimmt wird. 
_ Es sei aber abschlieBend bemerkt, daB die relativ einfachen Be- 
a ziehungen der betrachteten Beispiele nur im Falle des ,,HooKeschen“‘ 
Druckgesetzes (9), das ja in Wirklichkeit nur als Grenzgesetz fiir kleine 
_Druckanderungen Giiltigkeit beanspruchen kann, zu Recht bestehen, 
‘und daB bei Vorliegen anderer Druckgesetze die Verhaltnisse quanti- 
tativ verwickelter werden. Das Hooxesche Gesetz ermdglicht jedoch 
_wenigstens in einem konkreten Fall eine in einfacher Weise exakt 
_ durchfiihrbare Erlauterung zu den allgemeinen Ergebnissen (4) bis (7) 
-gum Vektor der Energiestrémung im Schallfeld und insbesondere zum 
-Verhalten des sonst iiblicherweise bei Schallwellen nicht beachteten 
-konvektiven Anteils des Energiestromes. 
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Zur Theorie des doppelten £- Zerfalls. 


Von 


BRUNO TouscHEK, z. Z. in Gottingen. 
Mit 4 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 2. Dezember 1946.) 


2 


Es wird gezeigt, daB 3 von 5 méglichen Ansatzen der Fermischen Theorie des — 


p-Zerfalls keinen doppelten f-Zerfall der Art liefern, daB im Endzustand nur 

2 Elektronen und keine Neutrinos vorhanden sind. Eine weitere Theorie, mit 

skalaren und pseudoskalaren Ans&atzen fiir die Wechselwirkung, liefert héchstens 

1/199 des Wertes fiir eine gemischt vektoriell-pseudovektorielle Theorie, fiir die 

der Effekt berechnet wird. Fiir die Lebensdauer ergibt sich selbst im Fall eines 

Ubergangsverbotes ein Wert von etwa 101% Jahren, der gerade beobachtbar — 
sein miiBte. 


In dieser Arbeit soll der doppelte f-Zerfall — die Emission von 


‘a 


2 Elektronen (oder 2 Positronen) in einem Elementarakt — untersucht — 


werden. Ein solcher ProzeB ist in der urspriinglichen FERMIschen 


Theorie! des 6-Zerfalls sehr unwahrscheinlich, da der dort verwendete ~ 


2 


einfache Ansatz fiir die Wechselwirkung zwischen dem Feld der leichten 


(Elektronen, Neutrinos) und schweren (Neutronen, Protonen) Teilchen 
bewirkt, da8 Elektronen jeweils zugleich mit Antineutrinos, Positronen 


zugleich mit Neutrinos emittiert werden. (Im Sinne der Léchertheorie | 
von Dirac? sind dann auch Prozesse wie die Absorption eines Elektrons — 
unter Emission eines Neutrinos méglich.) Hieraus ergibt sich, daB — 
die beiden Elektronen jeweils gleichzeitig mit 2 Antineutrinos emittiert — 


werden miissen, wodurch die insgesamt zur Verfiigung stehende Energie 


~ auf 4 Teilchen verteilt wird. 


Von diesem Gesichtspunkt erscheinen Prozesse, bei denen keine 
Neutrinos, sondern nur Elektronen emittiert werden wegen der starken 
Energieabhangigkeit der f-Prozesse zunichst wahrscheinlicher, sind 
aber in der urspriinglichen FerMiIschen Fassung der Theorie eben nicht | 
mdéglich, worauf bereits FuRRy* hingewiesen hat. 

Der doppelte f-Zerfall fiihrt von einem Kern (Z) mit der Ordnungs- — 
zahl Z zu einem Kern (Z + 2) mit der Ordnungszahl Z + 2. Als Zwischen- 
zustand tritt ein Kern (Z + 1) auf. Grundsatzlich sind 2 Méglich-_ 


keiten zur Fiihrung des Prozesses vorhanden die sich durch die Zahl , 


1 FERMI, E.: Z. Phys. 88, 161 (1934). 
* Dirac, P. A. M.: Proc. Cambridge philos. Soc. 30, 150 (1928). 
8 Furry: Phys. Rev. 56, 1184 (1939). 
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- sucht worden (F-ProzeB). 


_ Neutrinotheorie, wie sie MAJORANA? 1937 vorge- 


pe ies EST ert i: hs lade aa 
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ler Neutrinos im Endzustand unterscheiden. Die naheliegendste Mog- 
lichkeit, die sich symbolisch in der Form 


(Z)>(Z+1)+e+y, (24+1)>(Z+2)+e+> (G) 


darstellen 1aB8t, wurde von M. GorpprerT! untersucht und soll im folgen- 
den G-ProzeB genannt werden. Bei dieser Fiihrung des Prozesses 
sind im Endzustand auBer den 2 Elektronen 2 Neutrinos vorhanden. 

Die zweite Méglichkeit bei der das im 1. Akt des Prozesses emit- 


‘tierte Neutrino im 2. Akt wieder absorbiert wird: 


(Z)—>(Z+1)+e+», (Z+1)+r»>(Z+2)+e (F) 
und die in der iiblichen Fermischen Theorie wegen der eigenartigen 
Verkniipfung Elektron-Antineutrino und Positron-Neutrino nicht ohne 
weiteres méglich ist, ist von Furry unter- eS! p 
Furry beniitzte hierzu eine modifizierte 
schlagen hat. Diese ist im Gegensatz zu FERMI oe 
durch das Fehlen von negativen Energieniveaus 


und durch die grundsatzliche Ununterscheid- 88 


barkeit von Neutrino und Antineutrino gekenn- 


zeichnet. Abb. 4. Zur Illustration der 


: ie = 5 Energieverhaltnisse beim 
Eine rohe Abschatzung, die im folgenden doppelten -Zerfall. 


Abschnitt durchgefiihrt werden soll, zeigt nun, 

daB in einer Theorie der letzteren Art der F-ProzeB etwa 10% mal wahr- 
scheinlicher ist als der G-ProzeB. Wéahrend sich der letztere wegen 
seiner extrem langen Halbwertszeit von etwa 10" Jahren einer Beob- 
achtung als kaum — oder nur unter den allergiinstigsten Bedingungen — 


- zuganglich erweisen diirfte, liegt der F-ProzeB gerade an der Grenze 


des Beobachtbaren und kénnte so einen experimentellen Hinweis bei 
der Auswahl der verschiedenen médglichen Ansiatze der Neutrino- 
theorie liefern. 

Der doppelte f-Zerfall wird im allgemeinen nur dann beobachtbar 


sein, wenn der einfache nicht méglich ist, wenn also der Kern (Z) f- 


stabil ist. Andererseits ist es erforderlich, daB die Energie von (Z) 
um mindestens 2 mc? hodher liegt, als die von (Z + 2). Solche Verhalt- 


- nisse werden nur dann auftreten, wenn der Kern (Z) und damit (Z + 2) 
_ vom Typus ggist. Der ,,Compoundkern“ (Z +1) ist dann vom Typus uu 


und wird folglich auf der in der Abbildung angedeuteten hdheren 


__,,Energie-Parabel liegen. Es ist auBerdem klar, daB der doppelte 
_ B-Zerfall mit Elektronen nur auf der f-aktiven Seite der Talsohle zu 


1 GoEPPERT-MAYER, M.: Phys. Rev. 48, 8 (1935). 
2 Majorana, E.: Il Nuovo Cimento 14, 171 (1937). 
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suchen sein wird. Bezeichnen wir mit Ez, Ez.1, Ez+2 die Energien ie 
der Kerne Z, Z +1, Z + 2 so soll im folgenden die Ungleichung 
Ezzot2me<Ez,<Ezi,;tme (4) 
vorausgesetzt werden, die einerseits fiir die Beobachtbarkeit des Effekts 
wesentlich ist und die andererseits das Problem mathematisch dadurch 
vereinfacht, daB keine ,,Resonanz‘‘ auftreten kann. ; 
Im folgenden soll der doppelte -Zerfall an Hand von passenden ~ 
Erweiterungen der Fermi-Theorie im Gegensatz zu Furry unter Bei- 
behaltung der Zustande negativer Energie fiir das Neutrino untersucht 
werden. Unter III. wird eine Systematik der méglichen Erweiterungen — 
von skalarer, vektorieller, tensorieller, pseudoskalarer und pseudo- 
vektorieller Neutrinotheorie gegeben. Unter IV. wird gezeigt, daB 3 
von den 5 denkbaren Erweiterungen dieser Ansadtze keinen doppelten 
-Zerfall liefern, eine 4. eine Zerfallskonstante 4 die im Mafe der rela- — 
tivistischen Korrektur der Kernteilchen klein gegeniiber der der Még- — 
lichkeit 5 ist. Unter V. wird die formale Berechnung des doppelten 
f-Zerfalls durchgefiihrt, wahrend VI. den Einflu8 des Ansatzes auf — 
die Theorie des einfachen f-Zerfalls und die Bestimmung der Konstanten 
enthalt. Unter VII. wird die Frage der Beobachtbarkeit besprochen 
und an einem Zahlenbeispiel erértert. 


II. 
Die Berechnung der Zerfallskonstante kann nach der Formel 
23 wr . » 
1=22 S/H" op (2) 
durchgefiihrt werden. H’’ ist die Stérungsenergie 2. Naherung 
n_ QO Bacher 
aie Ba— Ec” G3) 


Die Hc und Hop sind die Stérungsenergien 1. Naherung fiir die 
A-»C bzw. CF entsprechenden Uberginge. A symbolisiert den 
Anfangs-, C den Zwischen- und F den Endzustand. Die E,... sind — 
die entsprechenden Energien; nach (4) ist der Energienenner stets 
negativ. Die Summation in (2) erstreckt sich iiber alle den Endzustand 
kennzeichnenden Parameter (Wellenzahlen und Spins) in (3) iiber alle’ 
denkbaren Zwischenzustinde. o, ist die Dichte der Energieniveaus — 
im Endzustand. Legt man ein endliches Normierungsvolumen V zu- 
grunde so ist @, die Zahl der Gitterpunkte des Endzustandes in einem 
Phasenvolumen, das der Energieeinheit entspricht. 

Um die GréBenordnung der Zerfallskonstanten und insbesondere das 


Verhaltnis der Zerfallskonstanten fiir die Falle (G) und (F) abschatzen — . 
zu kénnen setzen wir 


Hic = Htr~ =, 


vole pr doppe ten rZerfalls, ‘ 


las Normierungsvolumen. 


(G) ist nun dadurch gekennzeichnet, daB im Zwischenzustand C 
auBer den beiden inr Endzustand vorhandenen Teilchen (Elektron und 
Ni eutrino) nur der Kern (Z + 4) mit seinen diskreten Niveaus vor- ; 
ha nden ist. Die Zahl der Zwischenzustinde hat somit die GréBen- oe 
ordnung 4 und es gilt nach (3) fs 
4 | * ge 
7 sitet Pry Bh 

2A ist die Energie die dem Kern Z zur f-Labilitat fehlt. Zur Ab- 
hatzung von e, hat man zu beachten, daB im Endzustand 4 Teilchen: 
2 Elektronen und 2 Neutrinos vorhanden sind. Setzen wir nun voraus, 
daB die Energiedifferenz Emc? zwischen (Z) und (Z + 2) so groB ist, 
daB wir alle Teilchen als relativistisch ansehen kénnen. Dem End- 
tand entspricht dann ein Phasenvolumen 


is E die Konstante der FERMIschen Theorie ~ 10-5? ergcm®, V ist 


t 
rl 


Wheagect 


= 


, ist die Compton-Wellenlange mc/Z->’o, ist nun der Inhalt einer 
Be creche der Dicke 1 (im Energiema’) im Phasenraum der 4 leichten 
Teilchen des Endzustandes. Also: 


; v4 gu 
1 Dior ~ me 
und hieraus wegen (2) 

: re yn 


hg ~ ZV (4) 


mit der im folgenden haufig beniitzten Abkiirzung 


aL : | 
Soe aT Ee (5) 


Die dimensionslose Konstante y hat die GrdéBenordnung 10-” und 
entspricht etwa der Feinstruktur-Konstante der Wechselwirkung zwi- 
schen Teilchen und Maxwett-Feld. 

Im Fall (F) ist der Zwischenzustand durch 2 im Endzustand 
nicht auftretende Teilchen: den Kern (Z +1) und das Neutrino ge- 
kennzeichnet. Dem diskreten Spektrum des Compoundkernes (Z + 1) 
iberlagert sich also im Zwischenzustand das kontinuierliche Neutrino- 
spektrum, das durch die Wellenzahl k des Neutrinos gekennzeichnet 
sel moge. Fiir das Matrixelement werden nun aber nur die Werte 
von & einen merklichen Beitrag liefern die klein gegen den reziproken 
Kernradius sind. Die zu héheren k-Werten gehérigen Neutrino-Eigen- ii 
funktionen heben sich im Kerninnern durch Interferenz weg. Die eh 
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Zahl der Zwischenzustande ist also etwa 
V/R°. 

Der Energienenner hat die GréBenordnung /c/R, so daB sich fiir 

die Abschatzung 


3) 


tr ay 2 4 
he [421 y= mc? 
ergibt. Ahnlich wie im G-Fall erhalt man fiir }o, 


| Galery 
DOP ~ aE ma 


so da®B sich schlieBlich fiir die Zerfallskonstante nach (F) 


ap~ iy (2\E 6) 


ergibt. Den auf diese Weise _abgeschatzten Zahlenwerten ist wegen 
der grundsatzlichen Vernachlassigung von Faktoren in der GréBen- 
ordnung 27 nicht zu trauen, da diese Faktoren wie eine genauere Rech 
nung zeigt mit einer sehr hohen Potenz [etwa (2)!°] in das Resulta t 
eingehen. Vertrauenswiirdiger ist schon der aus (4) und (6) gebilde e 
Quotient $2 REEF 

ie ~G) a - ‘i 
Hieraus sieht man: Fiir 6-Energien in der GréBenordnung einiger mc? 
und im Fall eines nicht extrem hohen Ubergangsverbotes (Z) > (Z + 1) 


ist die Zerfallskonstante nach (F) etwa (4) mal gréfer als die nach (G). 


Fir mittlere Kerne ist /4,/R etwa 100 und folglich das Verhialtnis der 
Zerfallskonstanten ungefahr 108. Der Vorgang (F) ist von der Energie- 
differenz zwischen Z und Z + 1 praktisch unabhangig. Im Fall eines: 
fast labilen Kerns Z kénnte also der (G)- mit dem (F)-Proze8 in Kon- 
kurrenz treten. Dazu miiBte A etwa die GréSenordnung 1/1000 haben 
was einer Energiedifferenz von 500 V entspricht. Dieser Fall diirfte 
duBerst selten eintreten und lieBe sich auch bei der gegenwartigen — 
Genauigkeit in der Kenntnis der Kernmassen kaum vorhersagen. 


Ill. 

Bisher haben wir von den speziellen Ansitzen der FERMIschen’ 
Theorie des B-Zerfalls keinen Gebrauch gemacht. Die vorhergegangenen 
Uberlegungen stiitzen sich lediglich auf die Neutrinohypothese. Wahrend 
aber (G) in jeder Neutrinotheorie méglich ist, ist (F) sehr empfind- 
lich gegen kleine Anderungen im Wechselwirkungsansatz. . 
Die allgemeinste Form, in die sich die FERMIsche Neutrinotheorie 
bringen 1aBt, ist gekennzeichnet durch den Wechselwirkungs-Operator H’ 


H'= g f dx (P* (x) Q®(x)) (p* (x) Q'y (x) + Conj. (8) 


oe 
é. ree es wed “y- a. 4 b 
: "sh -Protonen-, ak den genes: y den Elek- 
€ d tek Neutrinooperator, x steht fiir Raum- und Spine | 
rdinaten. Q?, Q’ sind aus den Drracschen « aufgebaute Matrizen- 
systeme, derart daB etwa Aves 


(p* Qy) 


si ED unter LorENtTz-Transformation wie ein Skalar, Vektor oder Tensor 
vel halt. Das Produkt zwischen Q und Q’ ist als skalares Produkt : 
1 verstehen. Q und Q’ miissen so gewahlt sein, daB. der Integrand Ras 
in (8) relativistisch invariant wird. . 


_Ersetzt man in der- tiblichen Weise! die « durch die y gemiB 
eo Ves Bo: = 6, ¥s= ViY273Va» k= 1,2,3, (9) “ 


o ist (y* Q y) fiir B O=4£.4;; Ved Vo Vor Vr », der Reihe nach ein Skalar, 
ein Pseudoskalar, ein Vektor, ein Pseudovektor und ein schief- -symmetri- wt ae 
scher Tensor 2. Stufe. Die PseudogréBen sind dadurch gekennzeichnet, Tea 
al sie sich so transformieren wie die entsprechenden GroBen x A, ‘ aa 4 

san A die Determinante der Transformation ir Py 


i ' ahs 


Kn = Oy, X, vy =1;2,3,4 


peer, zweimal auftretende Indizes ist zu summieren!) bedeutet. 


- Zur relativistischen Invarianz der Theorie miissen Q und Q’ den 
Bleichen Transformationscharakter besitzen — das Produkt aus einer 
GréBe und einer PseudogréBe ist pseudoinvariant. Wir setzen also 
o= 0 

Im Sinn der Wellenquantelung reprasentieren nun die gesternten 
Operatoren Teilchenerzeugung, die ungesternten Teilchenvernichtung. <7; 
Bei der oben angefiihrten Definition der Operatoren WY... bedeutet i eet . 
der erste Term des Wechselwirkungsoperators: Erzeugung, Vernichtung, me 


Erzeugung, Vernichtung eines Protons, Neutrons, Elektrons, Neutrinos. es SS 
: (8) vermittelt also, wie bereits in der Einleitung hervorgehoben : hy Py. 
nur Ubergange bei denen ein Elektron gleichzeitig mit einem Anti- 6 ee 


neutrino oder ein Positron gleichzeitig mit einem Neutrino emittiert i sta 
wird. Der letzte ProzeB wird durch das durch -++ Conj angedeutete eh : 
Glied in (8) vermittelt. Dieser Term bedingt immer eine Erhéhung ayy 
d tei des Feldes der leichten Teilchen um eine Einheit, kann oa 
iso, wenn wir uns zunichst auf Elektronenprozesse beschranken bei i ieee 
\ nséxen Uberlegungen fortgelassen werden. (8) enthalt daher keinen yr a 
Operator der unter Erzeugung eines Elektrons das im 1. Akt unseres ’ ea 
Prozesses erzeugte Antineutrino wieder vernichtet, so daf in dieser Wey. 
Fassung der Theorie der (F)-ProzeB iiberhaupt nicht eintreten kann. i 


3 WenrzeL, G.: Einfiihrung in die Quantentheorie der Wellenfelder, vf 


Feith fiir Physik. Bd. 125. : 8 


aus Symmetriegriinden — voraussetzen, daB (W* P ®) einen Tensor de 


4 i A : j 5 = 
pt ss rae nun versuchen ae > ir einer Weise zu | 

die es gestattet die Emission eines — Pies sowo. it 

Neutrinos als auch mit der eines Antineutrinos zu koppeln. Das kann 


ag einen Ansatz der Form Tea 
H = [ax ((U* 0) (p* Oy) + £(%* P®) (y* Ry*)] + Conj 


an Stelle von (8) erreicht werden. Um die relativistische Inva ian; 
der Verfahrens zu sichern haben wir vorauszusetzen, daB (y*R g* 
sich in derselben Weise transformiert wie (¥* P ®). Wir wollen se 


gleichen Stufe darstellt wie (¥%*Q@). Reprasentiert etwa Q einen 
Vektor, so kann P entweder einen Vektor oder einen Pseudovektor | 
darstellen. Im letzten Fall muB sich dann auch (y* R g*) wie ein Pseudo- 
vektor transformieren. i 
Um fiir ein gegebenes P R zu bedtuunnedy! gentigt eine Untersuchun, 
der Transformationseigenschaften von g*, wenn wir die von @ in der 


. 
Form w= Sp “4 ) 


ansetzen. Jeder LoreENTz-Transformation wird auf diese Weise eine 
bestimmte Matrix S so zugeordnet, daB die mit Hilfe der nach (44 ) 
transformierten Funktionen gebildeten Erwartungswerte (wie Energie, 
Impuls usw.) durch die gleiche LoRENTz-Transformation aus den mit ¢ 
gebildeten hervorgehen. Im folgenden soll durch einen Stern * die 
komplex-konjugierte, durch ~ die Hermitesch konjugierte und du 
die transponierte Matrix dargestellt werden. Die GréBen y,q@ fassen 
wir als Spaltenvektoren auf, wenn sie rechts, als Zeilenvektoren wenr 

sie links von einem Operator stehen. Fiir die Matrix S gilt : 


15% = S74. (12) 
S ist also nicht Hermitesch, was auf den Realitatsverhaltnissen der 
(x, reell, x, imaginar) beruht. Fiir eine infinitesimale LorENTz-Trans 
formation # 


Kv z: Ou» + Gn») x, d,, 
laBt sich S unmittelbar angeben und es gilt ti 
Py 

S=14+48,.9%%- (43) 
gt’ = S* g* E 


und folglich kann das Problem von der Wahl der Matrix R so formulie; tj 
werden: Gesucht ist eine Matrix T mit der Eigenschaft a 


(Tp*)'=S(Tp*) oder TS*=ST. 
Ist T bekannt, so kann R = PT gesetzt werden. 


* 
, = 0 fir yeep, = 4 far v= Ml; Evy + &yy, =O 
’ 

—. 


Nach (11) ist 


Fase 


pe sind alle bis auf x, reell, also 


af = ay, ay = — %, ay = a, =p. 
_ Geht man vom System der «, B zu dem der y ber: so wird bei dieser 
Y Wahl der Matrizen y, und y, imaginar, y, und y, reell. Also: 


a yt = (—1)" y,. 


Wir versuchen nun zunichst (14) fiir eine infinitesimale Transformation _ 
zu erfiillen. In «,, ist die ry-Komponente reell, die rf-Komponente — 


_ imaginar. Die in is auftretenden y-Produkte (12), (13), (414), (23), 
(24), (34) erhalten also beim Ubergang von S zu S* der Reihe 


' mach die Vorzeichen —, +, +, —, —, +. Hier fallt auf, daB genau a ; 


alle jene y-Produkte ein negatives Vorzeichen erhalten in denen y, 


auftritt. Wir stellen nun fest, da8 y, beim Uberschieben iiber die oie 
a in S* auftretenden y-Operatoren die richtigen Vorzeichen (die Vor-— 
zeichen von S) wieder herstellt, da es gerade mit den y, y, antikommu- | 


 tiert, die beim Ubergang von S zu S* das negative ‘Vorzeichen auf- 


- nehmen. Day; mit allen y, y, kommutiert gilt dasselbe fiir den Operator 3 . 


if -Y¥sY2- Sowohl y, als auch y;y, erfiillen also fiir eine infinitesimale 
, Transformation die an T gestellte Forderung (14). Zur Auswahl zwischen 


ge den beiden Kandidaten hat man das Verhalten von 7 S* bei Spiege- — 


lungen, die ja in der Gruppe der infinitesimalen Drehungen, die sich 
_ stetig an die Identitat anschlieBen, nicht enthalten sind, zu unter- 
suchen. Es geniigt dabei einen Reprasentanten aus der Gruppe der 


2 _ Spiegelungen herauszugreifen und wir wahlen als solchen 


2 e 
i ; Fe wv" X4 = %q.- 


_ reell ist gilt 
~ St#=S$=S=StA=y. — 


Nun ist VeV4 =—Va¥2, 80 daB y, die Forderung (14) nicht erfiillt 
und lediglich y;y. tibrigbleibt. Wir erhalten also als Resultat 


i T=1Y572- (15) 
i? Der Faktor 7 wurde hinzugefiigt um T Hermitesch zu machen. Es gilt 
< My T?=1 und T=T*=-—T (16) 


i _ und in den « “olny ae wird T 
T= 1 0 Hf. (17) 


a t Siehe etwa Pavitt, Handbuch der Physik, Bd. XXIV/1, S. 222. 
g* 


estimmung von T ‘tee aah auf die ae 4 
de: een a und £ zuriickzugehen. Die iiblichen Drracschen Matrizen 


~ Das zu dieser Spiegelung gehérige S ist y, tf. Da y, Hermitesch und _ Ds. 


Beets, 


aS 


fe heats 
ate { A-Y 


Ride Sei os 


= 


Sis Fir ee ss flaset wichtig ist noch die fiir alle ke we ea n os 
et an Tof=o,T  ~ Tot =—o,T. (18) 
=e _ Fir die méglichen — und hinreichend symunetrischén Prweiterangen t 
ae 3 von (8) ergeben sich also zwei Méglichkeiten 4 
ae | Hag fax (¥*Q®) [(p* Op) + € (p* OT e*)] + Conj | a 
5 Hag fax ((¥* QO) (y* Op) + &(H* O75) (y* OysTy*)] + Conj, (1) 
ie a die dadurch aus (10) entstehen, daB man entweder P = Q oder P = Qy; 


sau setzen hat. Ist Q etwa ein Vektor, so ist die Méglichkeit (I1) dadurch 
gekennzeichnet, daB der ,,Antineutrinoterm‘‘ ein Produkt aus 2Vektoren, — 
der Neutrinoterm ein Produkt aus 2 Pseudovektoren wird. 


«=? 


e 


>? 
eae 


- 

E 
+ 
na 


IV. ee 

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, daB samtliche Theorien — 
der Gruppe (I) fiir den doppelten f-Zerfall eine verschwindende Zerfalls-_ 
wahrscheinlichkeit ergeben. 

Zur Berechnung dieser Zerfallswahrscheinlichkeit haben wir auf (3) 
zuriickzugehen. In (10) ist H’ der Operator der Stérungsenergie wahrend 
wir im Sinn yon (3) die bestimmten Ubergingen entsprechenden Matrix- _ 
elemente dieses Operators brauchen. Solange man HARTREEsche Nahe- | 
rung anwenden kann geschieht der Ubergang vom Operator der Stérungs- 
energie H’ zu seinem Matrixelement formal einfach dadurch, da8 man | 
die Wellenoperatoren Y, ® usw. durch die entsprechenden Eigen- — 
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Jean — a ‘ 
Pye at CA. al 
a we Us ee 5 
ae de 
sf ae Be : . . 
a 
5 as 


~ 
Ss 
ae ae 
= 


RES e 

La eos as 
BLE NE rare 

Ei Ta 

; a 


ae 4 
+ 
a 
= 


Shih funktionen ersetzt. So ist etwa ®, die Eigenfunktion des,, Leucht- | 
ss fa . nukleons‘‘ im Anfangszustand. Der zu untersuchende Vorgang verlauft — 
pee ~nach dem folgenden Schema ; im 
Bee Poe e F a 
ae (Z) (Z +1),e,% (Z+ 2),¢e,e : 
pets. E.4 Ee + he (k¢ + R) Ex 
Perret. Sys in der zweiten Zeile sind die den betreffenden Zustinden entsprechenden _ 
righ a Energien eingetragen. k{/c ist die Energie des Elektrons 1, Ack die 
‘Raat ~ des — masselosen — Neutrinay im Zwischenzustand. Abgesehen von den _ “ 
mets: Ri Spins iiber die ohnehin summiert werden muB ist der Ubergang A> C 
we durch die Entstehung eines Elektrons mit der Wellenzahl k, und die _ 
Wag Entstehung eines Neutrinos (oder Antineutrinos) mit der Wellenzah! ke 

AS gekennzeichnet. Im Sinne der Léchertheorie kann dieser Ubergang _ | 
ae auf zweierlei Weise bewerkstelligt werden: 


Bentitzt man fiir A —> C den ersten Term von (I) so bedeutet das, % 
daB im Zwischenzustand ein Antineutrino vorhanden ist. Fiihrt man ~~ 
A -> C iiber den zweiten Term von (I) so ist im Zwischenzustand ein 


3 sie 
Ne faa = 2 Seighg Mad ere 
rheorie ces doppten Zeal as ry 


> eae 


_ Ubergang. A-+C der durch den ersten Term von (I) bewerkstelligt 


Im Sinne der Léchertheorie ist das aber der Erzeugung eines Anti- 
- neutrinos aquivalent, wenn wir beim Ubergang vom Operator zum 
+ Matrixelement unter @ eine Eigenfunktion zu einem negativen Energie- 
_ wert verstehen. Im Zwischenzustand soll nun ein Teilchen mit der 
_ Energie #ck und dem Impuls # ft (k > 0) bestehen. Um das mit dem 
_ ersten Term von (I) zu erreichen, haben wir unter p eine Neutrino- 
) eigenfunktion zum Energieeigenwert —k und zum Impulseigenwert — 
_ zu verstehen, fiir die wir g_ setzen wollen. Der erste Term von (1) 
‘erméglicht dann die folgende Fiihrung des Prozesses 


Hac =g f(PEQPs) (pT Op.) Her=eg f (YF OQ Go) (yi 0 Tp). 
-Hierbei ist also g_ eine Lésung der Drrac-Gleichung 


z 
+ ~-+(a grad p_) =0 


gu den Eigenwerten 


“a Sy nie Le ah ' 
Re st: ~gradgp_=—fp_ ty_=—ckg_. 
Setzen wir g_ als ebene Neutrinowelle an: 

Bs yaa <i . 

Bs ; Wo riyy ee, oe (19) 
so gilt fiir b 3 | 
[(x#) —k] b. =o. (20) 


“3 & ist eine positive GréBe und stellt den Absolutbetrag der Energie dar. — 
.Fiihrt man A — C iiber den zweiten Term von (I) — Neutrino im _ 


_ Zwischenzustand —, so ergeben sich die folgenden Matrixelemente 
Hac = eg [(PEQOP,s) (ph OT ¢*) Her = J (PF Qc) (yz O9). 
@ eons wieder der Drrac-Gleichung und den Eigenwertgleichungen 


ae grad = + fp tip=+cko. 
4 -Setzt man p wie g_ als ebene Welle an, so gilt 
und 8 ist Lésung derselben Gleichung wie b_, namlich: 
[(at) —k]b=0. (20’) 


- Zwischenzustande — namlich der iiber die Neutrinospins ausfiihren. 


_ wird. Zunichst bedeutet der Operator @ Vernichtung eines Neutrinos. 


~__ Nach dieser Vorbereitung laft sich ein Teil der Summation iiber die _ 


dD eee vothanden. ‘Beide eS, miissen bei ae Bildung ¢ ) ae 
- von (3). mitberiicksichtigt werden. Wir betrachten nun zunichst den _ : 


iting i fi 
Da die aus den schweren Teilchen gebildeten M ixelemente die ir 
als Faktor auftreten wiirden fiir C und C’ die etichet sind, hat man in. 


i. = —, (pt Og_) (pk Q Te*) + (pt OT ¢*) (yt Og)] + [12] Ci 


iiber siémtliche Neutrinospins zu summieren. [12] bedeutet den Asse 
druck der aus (21) durch Vertauschung der Elektronen 1 und 2 hervor-_ 
geht, der aber hier nicht interessiert, da, wie wir sehen werden, sich 
schon die von den Zustanden C und C’ herriithrenden Anteile weg- 
heben. A, wurde zur Abkiirzung fiir 


1 
ot (Ezs1—Ez) + 


gesetzt. Ack ist die Energie des ersten Elektrons. Die Spinsummation™ — 
an (21) ist iiber die ,,richtigen‘‘ Energiewerte-der Neutrinoamplituden _ 
zu erstrecken. Das heiBt: bei b_ tiber die négativen, bei 6 tiber die — 
-positiven Werte der Energie. Die Summation in (24) laBt sich aber 
tiber alle Energiewerte erstrecken, wenn 


. b= (@H+AE B= (ah +A. (22) 
-—s gesetzt wird. Wegen (20) und (20’) verschwinden hier ndmlich die 
, rechten Seiten fiir die ,,falschen‘‘ Energiewerte. Die Summation iiber | 
die Spinvariable 14Bt sich dann nach der Regel 

") 


¥s(Pu(s)) (Qu (s)) = PO a 


-ausfiihren. P und Q sind hier irgendwelche Operatoren u/(s) ist eine — 
Spinamplitude. Der erste Term in (21) liefert nach dieser Regel 

| {1} = yf O((at) + &) TQ ys, % 
der zweite a 

{2} = pf QT ((a*#) + 2) Ope. ) 
Nach (18) kann man nun in {2} 7 iiber «* wegziehen und erhalt einen — 
Ausdruck, der sich von {1} nur durch das Auftreten von T an Stelle — 
ne von T unterscheidet. Wegen (16) ist aber T——T, so daB sich die — 
Pay. von C und C’ herrithrenden Anteile aufheben — die Zerfallskonstante _ 
; fiir den doppelten f-Zerfall also fiir alle Theorien der Klasse Os 

identisch verschwindet. : 
oe Bei den unter (II) zusammengefaBten Theorien ergeben sich a % 
abgesehen von der Vertauschung der Elektronen 1 und 2 — die folgen- 


iste ‘ den Ubergangsméglichkeiten : | 
i Hac =8 f PE Qs) (yt O9-) 
ie Her = gel (Ye QysPc) (y2 OvsT p_) 


Hic = gef (VE OysP,) (pt O ys T 9*) (23) 


Hor = g f (Pe QO Dc) (y¥ Og) . 


‘ Reo es DE (Il) -1aBt sich die teceonellé Théowe: 
telbar eliminieren. In diesem Fall ist namlich 
oe + ; Q= M7 ur: 
Nu bringt aber die Multiplikation von Q mit Ys nur eine Umnume- 
r g mit Vorzeichenumkehr mit sich. Die y,y, mit den Indizes 12, 
13, 14, 23, 24, 34 gehen dabei in —34, 24, —23, —14, 13, —12 tiber. 
In den Matrix-Elementen treten nun jeweils die Produkte (QQ) und - 
Qy«Qy;) auf. Da bei der Bildung des skalaren Produktes ja iiber 
le Indizes summiert wird, sind die beiden skalaren Produkte einander 
xle eich. In den Matrix-Elementen (23) kann also das Ys weggelassen 
w erden. Damit reduziert sich aber der Ansatz (II) in diesem Fall 
auf den Ansatz (I), so daB auch die tensorielle Theorie nach (II) keinen 
dop »ppelten B-Zerfall liefert. 
_ Im Fall der skalaren Theorie nach (II) hat man O=Bm pres: 
Qys ist dann die Matrix 


a 


on 


iL 
= 
¢ 
* 


ce) 10,020; 
—10,0,¢; 0 ; 


1B Hy % Hs =F 


Da diese Matrix keine Diagonalelemente besitzt, vermittelt sie ledig- 
lich Ubergange zwischen den ,,groBen“ und ,,kleinen‘’ Driracschen 
igenfunktionen. Bei den leichten Teilchen spielt das keine Rolle, da 
iese sicher stark relativistisch sein werden. Die relativistische Korrek- 
tur an den Eigenfunktionen der schweren Teilchen betragt etwa 10% 
(bei sehr schweren Kernen). Sie ist proportional zu (2F,/Mc?)!, 
wenn E, die kinetische Energie der schweren Teilchen im Kern bedeutet. 
Da diese Korrektur in das Endresultat in der 2. Potenz eingeht, hat 
man in dieser Theorie eine Zerfallskonstante zu erwarten, die nur etwa 
1% _von der Zerfallskonstanten einer Theorie betragt, bei der die groBen 
Drrac- Funktionen beim doppelten f-Zerfall mitspielen. 
< 
; : V. 


Von den unter (II) zusammengefaBten Theorien bleibt also noch 
die vektorielle. In dieser ist Q der Vierer-Vektor 


* 


H 
e 
a 


> 4 * * . 
Q=—ta, —ta, —tag 1 


und Qy, der entsprechende Pseudovektor 

QO ys =10, 102 10, —1y Hg Mg. 
ce fot, vlpe 
Die erste Zeile entspricht dem Frrmischen Ansatz, die zweite einem 


\ von Gamow und TELLER! vorgeschlagenen. In den Matrixelementen, 
. e den Vektor enthalten, vernachlassigen wir die Raumkomponenten, 


Z . 1 Gamow-TELLER: Phys. Rev. 49, 895 (1936). 


~ Hier wurden die Neutrinos wieder als ebene Wellen [ (19), (20) ) angesetzt. 


Penn tah DR ata} one ae 
Re ge i eee — tot ee y 
“ p sf ~ td oe P we oo i+ Aa * Wee * he r 
ene, “a7 ens ee ayer te a> iu oat ete 
VIZ; _ Bruno Tou SHE: ae toe 


da diese bei den schweren Teilchen nur die kleinen Komponenten der 
Dtracschen Eigenfunktionen enthalten. Aus dem gleichen Grund kann 
in den pseudo-vektoriellen Matrixelementen die Zeitkomponente f ort- 


gelassen werden. Unter Vernachlassigung der Kernbewegung ergeb am 


sich so die folgenden Matrixelemente 4 
b Hic = f (PE Ds) e—*" (pt b_) dr * 
| Hee = (ULE Oot (yt Tb") ds oa 
Hac = f (WEED, e-** (ya T bt) dx a 


Y Hie = S(¥ED,4) et (ph) dr. 


Zur Vereinfachung der Rechnung machen wir denselben Ansatz fiir 
die Elektronen, der allerdings im Fall von schweren und mittelschwere: 
Kernen (etwa Z > 22) einer erheblichen Korrektur bedarf, die wir am 
SchluB dieses Abschnittes durchfiihren wollen. ‘ 


7 


Yi2= “as gts) : 


Da die Elektronen héchstens Energien von einigen MV haben werden, 
kann der Einflu8 ihrer Wellenzahl auf die in den Matrixelementen— 
auftretenden Integrale vernachlassigt werden — selbst bei den schwer-— 
sten Kernen wiirde sich die Wellenzahl der Elektronen erst bei Energien 
von etwa 20 mc? bemerkbar machen. Aus demselben Grund vernach- 
lassigen wir auch im folgenden A, im Energienenner von (21) gegen Rk. 
An der Stelle namlich (kleine k) wo A, ins Gewicht fallen wiirde, ist 
die Zahl der Zwischenzustande (k?dk) so klein, daB A, doch wieder 
keine groBe Rolle spielen kann. 4 

Wir kennzeichnen im folgenden den Ubergang AC durch den Index 
den Ubergang CF durch den Index II und fithren demgema8 die Ab- 


kiirzungen J gt : 
‘- 0) = PED, Gy, = YFG De (25) 


fiir die Matrixelemente der schweren Teilchen ein. Beschaftigen wir 
uns zunachst mit dem Zwischenzustand C und bezeichnen wir das— 
entsprechende Matrixelement mit H¢. Es gilt offenbar 
* eg? ST at aise eft a a 
He = farfav SY ert (at 5) (aes TO*) + (12), (26 


Cr st a 


a’ bedeutet ¢ (r’). ©’ ist die Summation iiber die Zustande des Compound. | 
Cr a 

kerns, >’ die Summation iiber die Neutrinospins, Y iiber die Wellen- 
s f ra 
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Elektron 1 und 2. Die Ausfithrung der Spinsummation liefert unter 
Beachtung von (18) und (22) zunachst 


ere ~ Kos , , pig > . 
He = ape fat dv’ > > ort se (at (at) + &)F Taz) + [12]. 
*! Ce t : 


. 


age 
Hier hat man noch [12] hinzuzufiigen. Wegen 


= ee G (at) + (athe —2y,t 
ergibt sich also fiir (26) 


\ . 
: uw 62° , ’ , his < 
He = ee fat fav on (at st + R8)Tas). (27 
Cee 8 : 
Durch Anwendung von (18) iiberzeugt man sich leicht, daB dieser 


_Ausdruck in 1 und 2 symmetrisch ist. Wir haben nun }', , auszufithren. | 


Der Ubergang A->F besteht in der Uberfithrung von 2 Nukleonen 
aus dem Neutron- in den Protonzustand. Da es fiir den Vorgang gleich- 
giiltig ist mit welchem der beiden Leuchtneutronen wir anfangen, ist 


fae 2 019%; = 0, Fy + OG - . (28) 
oo ns i 


In zu (27) ganz analoger Weise erfolgt die Berechnung von H¢. Es 
-ergibt sich — : ) 

>: Sia its % 

Bene =e f dtfdr’S > 6; of sa (af (st + kG) Tas). (27 


tir H" erhalt man daher 


itt 
2 


v7 4 , , é 
H = ae > fae far G(r’) 4 
P : 


4G (tr) = 0,64 + Oy Of + BrOr + Gi, OF (30) 


(a (vst+ko)T af), (29) 


--gesetzt wird. G (r, r’) ist symmetrisch in r und tr’, Bei der Ausfithrung 
der k-Summation kann die Summe darch ein Integral ersetzt werden: 


2 = Gap Jat 


Es treten dann die Integrale 


* TG) = [Paw R= [Feit 


1 ler der Neutrinos, r= r— fs [12] bedeutet Vertauschung von ~ 


Cy é . ies 


Fi ats f ee 
auf. Vertaticht man rt mit r’ so ae Gees Se ig et 1 
metrisch in r und r’. Andererseits ist K wegen des Hee, 
tors. f im Integranden antimetrisch in r und r’. Da G eine symmeti se a 

; Funktion ist, verschwindet der Beitrag von & und wir brauchen uns 
‘3 nur mit J zu befassen. Die Berechnung von I gelingt leicht auf Grund 
des GREENschen Satzes. Da exp (7(fx)) im A-Raum der MG aes 


(A, ao =) eitt rex G) 


ae . geniigt, ist 
ty ae ay A,ettdt = 42 
Rear o let. teres nach dem GREENschen | Satz. Mit der Abkirzung 


, ees) 
—t'|? 


(R sei der Radius des Ausgangskernes) oe also (30) nach Ausfih in 
der k-Summation in 


(St =R fat dv’. 


; 1. 8 
er S45 = (22)? WV he R* = (a¥ (S* Ge) Tas) 
uber. Zur Ausfiihrung der eee am Quadrat von (33) 
stért noch das Auftreten von a¥ an Stelle von etwa a,. Nun geniigt A 
den Gleichungen 


, {(xfs) + Bu—k}}a,=0  (6,—S3) ag = ay = wee a= Fit 
eet? und a¥* daher mA 
: {(x*t) + Bu—Ajaz=0 (a —s,)a,=0. + 


| Multiplikation der beiden Gleichungen von links mit T liefert un a 
Beachtung von (18) ‘ 


* te 


ae : {(xf:) +Bu—Ag}Taf=0 (ox +s) Taz=0. - 


> 


, Taf ist somit ,,Eigenvektor’‘ zum gleichen Energiewert und zum ont 

MB. gegengesetzten Spin. Es kann also x 

; r eat Taz = 4, a 
“ gesetzt werden — wobei der Strich " dem entgegengesetzten § pin 


Rechnung tragt. 
mar \ Nach dieser Vorbereitung bilden wir 


SELE|A =D |SPetoay(aitea). 


2, A, sy sy 


> bedeutet Summation iiber alle Richtungen von f, x Sammatid 
Q, 


iiber alle Werte der Spinvariablen, die zu positiver Energie ehee on. 


AS 


a ( t+ Bu Hf 


1 ersetzen — um die negativen Niveaus auszuschlieBen. Die Winkel- 
ation liefert am ersten Term 0, an den anderen Termen fiigt sie 
Faktor 4 hinzu. Nach der bereits bei der Neutrinosummation 
ebenen Regel ergibt sich so 


See = (42) an (af oe (2 + Bu) oem). 


| Bei der Summation iiber den Spin und die Richtungen des Teilchens 1 


rt das gleiche Verfahren 
_ > tan)? 
a vale 7 Wee 4 


3 Pay ol 


Ja o mit B vertauschbar ist, bleibt 
Sp =4(u? + RL RQ), 


es: Sp = Sp [oe (88 + Bu) os (#8 + Bw). 


dab sich schlieBlich 
a eee 


erg Pay Waar Berechnung der Zerfallskonstanten haben wir noch o, — 


so 
PY 
w 


~~. 


; die Dichte der Zustinde im Endintervall zu bilden. Diese ist == die: 
Wir kelintegrationen sind bereits ausgefiihrt — 


ee, 1 ak 
bt - , Cr— = aa ki dk, ke mc * TR : (37) 


aah 


a a h (2) erhalten wir so mit Hilfe von G7) und (36) fiir die Zerfalls- 
_ konstante 


Tey 


z A= 3 = apo" (F)I@). 68) 


| Hier wurde zur Abkiirzung 


ed 


Te)= f (E29) +1) (#1) (Ena) dx (39) 


Bets . Emc? ist die fiir den 6-Zerfall Li aon zur Verfiigung stehende 


Energie. 


: _ Bisher haben wir mit ebenen Wellen fiir die Elektronen gerechnet. 


Va: i schweren Kernen bedarf das einer nicht unerheblichen Korrektur: 


. Eigenfunktionen des S,-Terms werden bei 7 = 0 schwach un- 
dlc das Gebiet in ee Nahe des Kerns wird von Elektronen 


" "t- a ad S > et 
ree PE Aatey aw! te Neca ae 
‘ at 


wegen der Coulomb-Krafte bevorzugt. Da nur s,Te ‘me eine Roll 
spielen und diese eine um den Ursprung kugelsymmetrische Ver 
teilung besitzen, kann man dem ersten Umstand dadurch Rechnung 
tragen, daB man a, und a, mit dem Wert der Wellenfunktion im Kern- 
_ innern multipliziert. Dabei hat man zu beachten, daB das Co lomb 
Potential nicht bis in den Kern hinein reicht und man folglich den 
Wert der Wellenfunktion zu beniitzen hat der dem ,,Rand des Kerns" 
entspricht. Dieser Vorgang ist seit Fermi (I. c.) ttblich. Fir 7 > 0 ver- 
halten sich die Eigenfunktionen wie a 


1/(2k7)5, ; 
bei S=1—1—a2 2? gesetat ist (a=). ie , Jer 
wobei —Vi—a« gesetzt is os Die Bevorzugung dei 
Kernnahe durch Elektronen macht sich in einem Normierungsfakto: 
GaAmow-Faktor) , oF 
<L(t— 5 +35 7 

2 — ! ~ 
=" reg) fe A. 
_ bemerkbar. Hierbei ist alle 
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Nach diesen Korrekturen haben wir (39) durch 


E—1 ‘ 
PS ag 3 
i=GH oH sap f 2% (x(E—2) +4) (#188 x — 

1 


x ((E —x)®—1)§-S|P(A— S +8 &) #|DA— S + 6 &) 2 et Fa + So J 


zu ersetzen — der Faktor mu8 natiirlich unter das Integral cezogen 
werden, da &, k energieabhangig sind. Fiir S—0 geht (40) in (39) tiber 


Lr | 


VI. ‘ 

Bevor wir zur Diskussion von (38), (39) und (40) iibergehen, wollen 
wir noch den einfachen f-Zerfall behandeln und die Konstanten fii 
den doppelten f-Zerfall bestimmen. Es geniigt, wenn wir uns hierbei 
auf leichte Kerne beschranken (Z<20) und die Coulomb-Korrektur 
auBer acht lassen. Fir die Zerfallswahrscheinlichkeit A, ergibt sich 


4 € ' ; . A 
A, = (m3 2" + |$*| e}y* I. (4 ') 
Hierbei ist aie 


f, = feVe=1 (BA apas: | (42) 


oe (E ist die fiir den f-Zerfall zur Verfiigung stehende Energie) und — 


‘ 
H=fdu¥*@, §=fdwP*¢@ (43 


“ 


je gleiche Energieabhangigkeit also wie in der ublichen Firrnischer 
T Pheorie.’ Findet der Vorgang ohne. Spinumklappung statt, so ist 


Eth=1 "> |6 = 


Bei Spinumklappung liefert das ,,skalare‘‘ Matrixelement H keinen 
Beitrag und dasselbe gilt fiir die Komponente von H fiir die ¢ diagonal 
t. Die beiden anderen Komponenten liefern den Beitrag 1. Dabei 
ist angenommen, da8 Protonen und } Neutroneneigenfunktionen sich | 
nicht wesentlich unterscheiden. Diese Werte stellen also eine obere 
renze dar. Unter dieser Annahme gilt also statt (41) 


ages Aete re ftir 23-0 


(Aaa a e fir Ai =1. oy 


Der Grenzfall ¢—>0 fiihrt zur FERMIschen, ¢—>oco zur GAMOW-TELLER- 
hen Theorie. Mit ¢— c hat man auch y-> 0 durchzufiihren. 
Beide Ausdriicke werden gleich, wenn ¢=1 gesetzt wird, was wir 
im folgenden tun wollen. 


Zur Bestimmung der Konstanten y wahlen wir den Kern 
8He, 


dessen Halbwertszeit T = 0,8 sec und dessen Maximalenergie 3,7 MV 
betrigt. Die Zerfallskonstante berechnet sich aus T zu A, = 0,86 sec}. 
Dieser Kern hat den Vorteil verhaltnismaBig hoher Energie und kleiner 
Kernladung, so daB die Coulomb-Korrektur vernachlassigt werden kann. 
% AuBerdem zeigt das SARGENT-Diagramm, daB fiir 6He sicher kein Uber- 
gangsverbot besteht — dieser Kern liegt eher tiber der beispielsweise 
durch 128 gezogenen Kurve als unter ihr. In unserer Theorie werden 
die Bye enesverbote hauptsachlich auf den Bahnmomenten beruhen. 


Bei He “, Li findet offenbar ein Ubergang p—> > statt, fiir den also 
kein Ubergangsverbot besteht. 


Im E.R. gilt fiir J 
hoe (4+) E.R. (46) 


was fir E = 8,2 (Ruhenergie des Elektrons als Einheit) etwa 1300 
ausmacht.- Hieraus ergibt sich y nach (41’) zu 


y=5-+107. (45) 


Die Konstante ¢ miiBte sich bei genauerer Kenntnis der Zerfallszeiten 
eee bestimmen lassen, was aber bis jetzt aussichtslos erscheint. 

edenfalls stellt ihr Auftreten in dieser Theorie zweifellos einen Schén-~ 
heitsfehler dar, den die von Furry beniitzte MayorAnasche nicht auf- 
zuweisen hat. 
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Die hier dorpestlifivane Theorie ist zwar in pe 
und Antineutrino symmetrisch nicht aber in bezug auf die Verbind eg 
Neutrino, Antineutrino~> Elektron. Ein Elektron kann unter — Spin- 
umklappung nur ein Neutrino nicht aber ein Antineutrino emittieren 
Die Unsymmetrie der Fermischen Theorie in bezug auf das Verhaltnis 
Elektron Neutrino, Antineutrino ist also keineswegs aufgehoben. 
‘Symmetrisch in diesem Sinn sind nur die Theorien (I). ‘ °¢ 


Vil. ; 

Zar Auswertung von (38) betrachten wir zunachst das im Grenzfall 
Z = 0 giiltige Integral (39). Dieses laBt sich auf elliptische Integrale 
zariickfiihren. Da (39) im folgenden hinter den Coulomb-korrigie! 
Integralen zuriicktritt, begniigen wir uns mit der Angabe des Ver- 
haltens im nichtrelativistischen (N.R.) und extrem-relativistisch on 
(E.R.) Grenzfall. Es gilt eh 


77) 


J++ (E—2)? far == <1 N.R. . (46) 
und ES : 
Jo= fiir EB >e1- ER. 7 


(39) zeigt also das gleiche Verhalten wie das entsprechende- Int 
gral J, beim einfachen f-Zerfall. Das Integral ist ja auch im wesent- 
lichen durch den_,,statistischen Faktor“ #2d des Endzustandes 
bestimmt und wir haben sowohl beim einfachen als auch beim dop 
pelten f-Zerfall zwei leichte Teilchen im Endzustand. 

Miihsamer als die von (39) ware eine exakte Berechnung von (4 d). 
Es ist aber ohne weiteres méglich durch passende Vereinfachungen 
recht gute Naherungen zu erhalten. Betrachten wir zunachst den 


Fakt 
ee Pa—S +9 


im Integranden von (40). Von 4H bis *U variiert S von 0 bis etwa 
0,25 kann also stets als klein gegen die 1 angesehen werden. Da di 
’-Funktion auBerdem zwischen 1 und 2 ein Minimum besitzt? (ei en 
flachen Sattelpunkt in der komplexen Ebene des Arguments) kann S$ 
bedenkenlos weggelassen werden. Der Fehler den man dabei begeh 
bringt fiir die Zerfallzeit héchstens einen Faktor ;— 2 mit sich. Fiir 
den verbleibenden Ausdruck gilt bekanntlich é 

[Pa +48) 2} = — 225 

— 


ews . 
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Auch dieser Ausdruck ist fiir die rechnerische Behandlung noch etwas 


~ 


zu u kompliziert. Nun tritt — wie wir spiter zeigen werden — der doppelt re 


} Siehe etwa JAHNKE-Empk, 2. Aufl., S. 94. 
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estens bei Kernen mit Z~ 18 auf. Fiir Z > 20 ist aber 
1, ‘Da & stets gréBer ist als y wollen wir in (48) 27&>>1 an- 
hmen und den Exponentialterm im Nenner fortlassen. Fir Z > 20 
bleibt der Fehler dabei unter etwa 30%, was zusammen mit dem Faktor 2 
bei schweren Kernen angesichts des Mangels an Kenntnis des Matrix- 
elementes S wohl in Kauf genommen werden kann. Mit diesen Ver- 
einfachungen reduziert sich das Integral (40) auf 


# ° 
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De: Integrand stellt gleichzeitig die spek- 

trale Verteilung der freiwerdenden Elektro- 
“nen dar. Diese ist natiirlich symmetrisch 
-um die mittlere Energie. Das Spektrum 

ist in der Abb. 2 fiir den Extremfall Z = 92 
U Et fiir kinetische Maximalenergien von 2 
. 8mc* dargestellt. Es zeigt an den 
Ra 0 Seer eine schwache Unendlichkeitsstelle, 
ie allerdings bei kleinen Energien fiir den 
\ Vert des Integrals den Hauptausschlag 

geben kann. Da S stets kleiner als 1 ist, 
| nvergiert jedoch das Integral fiir jeden 
a von Z. Aus (46) la4Bt sich unmittel- 

bar der N.R. und E.R. Grenzfall berech- 


| = Abb. 2. Elektronenspektrum fiir 
hen und man erhalt erlaubte Ubergange. 
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S+Ge oe) 3 —25)* Fe@—25) : 
te ES (209)? «24. TZ = SPP ne as 

Z Pelee rar sei Feo oe eae) 
| Wahrend (51) fiir S = 0 in (47) ttbergeht ist das fiir die N.R. Naherung me 
icht der Fall. Das beruht auf unserer Behandlung von (48). Die mo 
N aherung 22€ fiir (48) geht mit y > 0 nicht stetig in 1 tiber, so dah oa 
das Verhalten von (50) nicht weiter verwunderlich ist. Bemerkenswert 
ist aber doch, daB die Coulomb-Korrektur fiir sehr langsame Elektronen 
ein von (47) grundsatzlich verschiedenes Resultat liefert; sie erleichtert 
de B-Zerfall fiir kleine Energien. Im Gebiet mittlerer Energien erhalt 
| me noch eine recht gute Naherung fiir (49), wenn man das S im Inte- 
-granden weglaBt. Bei kleinen Energien wird allerdings der Fehler 
[ etrachtlich und das gleiche gilt fiir sehr groBe Energien — also tiberall 


(E—2)!-2S (any)? N.R. (50) 


‘2 os cf re as Behe = $ 
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dort wo In(E —2) groB ist. Die Fortlassung von S liefert fir 
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Das Resultat der obigen Uberlegungen haben wir in Abb. 3 eingezeic nnet. 
Sie zeigt in passenden Einheiten das SarcentT-Diagramm fiir den 
--_- doppelten f-Zerfall. Parameter ist die Ordnungszahl. Nach (38) erhalt 
See: man aus K die Zerfallskonstante gemaB A oe: 


2 c I 
1=2 U3 Ey [SP K. 
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Abb. 3. ,,Sargent-Diagramm‘“, Ordnungszahl als Parameter. 
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Die Unterschiede zwischen leichten und schweren Kernen machen etwa 
einen Faktor 100 aus — die schweren Kerne neigen eher zum doppelten 


-..- B-Zerfall. Im ganzen wird aber der Unterschied kaum sehr stark ins 

“idiots Gewicht fallen, da wegen der gréBeren Dichte der Niveaus bei schwet en 
: ahi 5 Kernen, die dort auftretenden Energiedifferenzen im allgemeinen 
sie et) kleiner sein werden. a 3 
an A Um migliche Ubergangsverbote zu untersuchen, haben wir das 
ee Matrixelement S zu betrachten (32). Zur Vereinfachung ‘der Der 
he . legungen lassen wir die Spinbahnkopplung auBer acht und setzen 
ek a daher beispielsweise - a 
B * Yo=beyclt)  P4=a4pa(t) a4 = Spin-Amplitude. 
Wt 


G geht dann tiber in 


G (vv') = $(, 6 + G4) (0103 + 0s 04), 
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gesetzt wird. Fiir G* erhalt man 
 f=4(6,4,44,4) 3 
H = R°f fdwdw'e,(w) 05 (w ) |w — w"*. 


Aus (55) ergeben sich iiber den Faktor s gewisse Auswahlregeln fiir 

den Spin, die wir zunachst untersuchen wollen; ™ 
_ Im Harrree-Modell besteht der doppelte £-Zerfall in einem Uber- 

gang von 2 Nukleonen aus dem Neutronen- in den Protonenzustand. 

Fiir die beiden Neutronen sind die Spinkonfigurationen ++ bzw. | 
—denkbar. Fiir die méglichen Uberginge ergibt sich dann das ; 
olgende Schema: 


As |f{ OS Sct aaee 


“In der 3. Spalte ist der Betrag der Anderung des Gesamtspins ein- 
“getragen, die letzte gibt den Wert des Spinfaktors |{|/?. Man. sieht 
vhieraus, daB die Verwandlung eines abgesattigten Neutronenpaars in 
ein Protonenpaar (4. und 6. Spalte) im Giiltigkeitsbereich der HARTREE- 
schen N.R.-Naherung verboten ist. Der energetisch gunstigste ProzeB 
st dann wohl die Bildung einer ,,4-Schale“‘ aus einem unabgesattigten 
Neutronenpaar (Zeile 2 des obigen Schemas). 

Aus dem Raumanteil von (53) diirften sich abgesehen von gewissen 
Symmetrieforderungen kaum wesentliche Informationen beziehen lassen. 

Bei iiber das ganze Kernvolumen konstanten ,,Ubergangsdichten“ 9, 
eibt sich fiir H der Zahlenwert t sry 


Fo (57) 


m Gegensatz zum einfachen /-Zerfall stellt dieser Wert von H aber 

nicht etwa eine obere Grenze dar. Er kann héchstens als Hinweis ae 
auf die GréBenordnung von S dienen. Wichtig ist, daB sich wegen \ 
der Stérungsfunktion 4/(c —v’)? nicht unmittelbar Riickschliisse auf 

die GréBe von H aus der Orthogonalitat der Eigenfunktionen ableiten . 
“4assen — wie das Furry im analogen Fall getan hat. Eine Auswahl- vey 
om egel 14Bt sich ellextinige unmittelbar aus der Betrachtung von (55) 


A a Zeitschrift fiir Physik, "Bd. 125. 9 
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gewinnen; 0, und g, miissen wegen der Symmetrie von 1/(v—r’)? in rt 
und r’ den gleichen Spiegelungscharakter bei Spiegelungen am Ur- 
sprung besitzen. 
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Abb. 4. Darstellung des ,,Energietales’ fiir gg-Kerne. Die Pfeile kennzeichnen die Stellen, an denen 
doppelter $-Zerfall wahrscheinlich ist. . 
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Wir haben nun noch zu untersuchen, wo die hier behandelte Theorie — 
das Phinomen des doppelten f-Zerfalls erwarten lat und wie sroSad 
die in Frage kommenden Zerfallszeiten sind, * 

Im Diagramm (Abb. 4) haben wir die Talsohle der stabilen Kerne — 
vom Typ gg eingezeichnet. Wir sehen zunidchst daB gg-Isobare von 
San bei jedem geraden Element auftreten, Die Massen dieser 


Isobaren sind allerdings nur in den wenigsten Fallen hinreichend genau S 
ee 
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bekannt um Schliisse auf die zu erwartenden f-Energien zuzulassen. 
Wenn man nichts iiber die Massen weiB, so wird man ja zunachst an- 
nehmen, da 2 ge-Isobare auf entgegengesetzten Seiten der Talsohle 
liegen und da® ihre Energiedifferenz denkbar klein ist. Von diesem 
Standpunkt fallen 4 Stellen im oberen Diagramm dadurch auf, daf 
3 geradzahlige Isobare auftreten, die durch die Anfangskerne 

; 96Zr 124Sn 130Te 136X 

bestimmt sind. Im Diagramm sind diese 4 Kerne durch in der Richtung 
der Umwandlung beim doppelten f-Zerfall weisende Pfeile angedeutet. 
In diesen 4 Fallen scheint es recht plausibel, daB der mittlere der 
3 Kerne ungefahr in der Mitte der Talsohle liegt, wahrend die beiden 
deren sich an den Hangen der Talsohle befinden:Zwingend ist 
diese Uberlegung natiirlich nicht. 

Einen Aufschlu8 iiber die beim doppelten f-Zerfall unter Nicht- 
beachtung des Ubergangsverbots zu erwartenden Energien ergibt sich 
aus der Betrachtung der eventuellen $-Aktivitat des Compoundkerns, 
Ist die beim einfachen f-Zerfall des Compoundkerns freiwerdende 
Energie 7, und ist der Compoundkern nicht positronen-aktiv, so gilt: 


0<E,-—E,4< mc? 
Eo—E,g=me+T,, 


woraus 
T,+m?>E,—E,;>T, oder T,<E—2<T,—1 

folgt. In der letzten Ungleichung sind die Energien mit mc? als Einheit 
memessen. Ein sichereres Indiz dafiir, da8 der Compoundkern nicht 
positronenaktiv mit merklicher Energie ist, gibt der A-Einfang auf 
der Positronenseite. In der nachstehenden Tabelle sind einige Kerne 
fiir die man auf diese Art Vorhersagen iiber die Energiebilanz machen 
kann zusammengestellt. 


| 0,725 + 0,1 
Ca 0,18 Sc 1,4 cy 74. 
Zn O57 Te Gai 35,07 Ge 21 
Se 48,0 | Br 2,0 -+0,1 Kr 2 
Kr 17,5 Rb 1,56 + 0,05 Sr 9,9 
Ru | 17 Reef 2,50 +043 1. | ed 9 
Pd ge Fe Ag 24 +0,4 | Cd 1 
Pd 135 Ag 2,8? Cd 13 
Cd 28,0 In 20 +0,2 Sn 1 
Cd 7,3 In 3,0 +0,2 Sn 16 
Sn 6,8 Sb S535. = Od Te 6 
Te 32,8 hd 2? Xx 2 
x 10,55 €s 1 keine y-Str.!| Ba 2 
Sm | 20 K | Eu | 1 4 0,2 Gd 4 
Pt 7,2 Kalb Ad=) 42 - +.0,4 He 10 
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Spalte I enthalt das chemische Symbol des betreffenden Isotops, 
II seine Haufigkeit. In III ist eingetragen, wenn der Compoundkern IV 
K-Einfang macht. V enthalt Angaben iiber die p-Energie beim Zerfall 
des Compoundkerns (MV als Einheit). Bei gleichzeitiger y-Aktivitat 
sind die angegebenen Zahlen die Summen aus f und y-Energien. VI ist 
das chemische Symbol des Endzustandes und VII die relative Haufigkei 
des betreffenden Isotops. Aus dieser Zusammenstellung — die keinen 
Anspruch auf Vollstandigkeit erhebt — entnehmen wir, daB die durch- 
schnittlich zu erwartenden Maximalenergien bei etwa 2 MV (E— 2 ~ 4) 
liegen werden. . 

Wie bereits bei der Diskussion von J vermerkt wurde ist kaum 
eine Stelle des periodischen Systems in bezug auf den doppelten 6-Zerfall 
besonders ausgezeichnet. Die einzigen Elemente die wir ausschlieBen — 
werden sind die leichten — weil dort keine stabilen Isobaren auf-_ 
treten und die radioaktiven, weil dort die anderen Aktivitaten den 
gesuchten Effekt iiberschatten. Die Z-Abhangigkeit des Effektes ist 
verglichen mit der Energieabhangigkeit recht gering und liefert im — 
ganzen Bereich etwa einen Faktor 100 derart, daB im Mittel schwere 
Kerne ein etwa 100mal gréBeres A haben als leichte. a 

An Hand der angegebenen Formeln wollen wir noch einen Kern 
mit Z~ 50 und einer Energie E— 2 ~ 4 (etwa das Cadmium) numerisch 
untersuchen. 

Aus Abb. 3-entnehmen wir K ~ 200. Setzt man |S|~2 und setzt 
fiir ein eventuelles Ubergangsverbot einen Faktor 100 ab, so ergibt sich 
ein 1/4 von etwa 10! Jahren. Dieses ist mit dem entsprechenden FuRRY-— 
schen Wert von 101° Jahren zu vergleichen, wobei zu beachten ist, d 2B 
Furry kein Ubergangsverbot fiir die schweren Teilchen ansetzt. Es ergibt — 
sich also, daB der entsprechende Proze8 bei Furry etwa 10‘mal 
wahrscheinlicher ist als in der vorliegenden Theorie. Dafiir sind zweierlei 
Griinde ausschlaggebend: der hohe Wert der aus dem *He abgeleiteten 
Konstanten » — der aber in der vorliegenden Theorie jedenfalls konse-_ 
quent erscheint — und das Bestehen einer Art von Ubergangsverbot 
fiir die letchten Teilchen bei Furry. Jedenfalls miiBte der nach unserer 
Theorie berechnete Effekt schon beobachtbar sein, da bereits Img des 
betreffenden Isotops etwa eine Koinzidenz/Sec ergeben wiirde. 


Herrn Prof. HEISENBERG sei fiir die Anregung zu dieser Arbei 3 
und viele Hilfe herzlichst gedankt. ~~ 


Gottingen, den 15. November 1946. ‘ 
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Einfiihrung und Bestimmung des Lichtiquivalents. 
Von 
ant B. Louse und U. Stitre in Braunschweig. 
Mit 3 Textabbildungen. 
; (Eingegangen am 19. August 1947) 
Mit Riicksicht auf die in der Literatur unterschiedliche Handhabung wird zunachst 
der Begriff des Lichtaquivalents als physikalische GréBe definiert und gréBen- 


wie zahlenwertgleichungsmaBig formuliert. Bezogen auf die neuen Lichteinheiten 
lassen sich Zahlenwerte fiir das mechanische und elektrische Lichtaquivalent M 


und M im Bereich des reinen Zapfen-Sehens (bei helladaptiertem Auge) durch — 


ein numerisch-rechnerisches Auswertverfahren berechnen; hierbei werden fiir die 
. Strahlungskonstante c und die Temperatur Tp; des Platinpunktes einmal 
die konsequent an die Internationale Temperaturskala angeschlossenen Daten 
und zum anderen die aus experimentellen Prazisionsuntersucbungen (im wesent- 
ichen aus Atomkonstantenbestimmungen) folgenden Werte zugrunde gelegt. Die 
zahlenmaBigen Ergebnisse mit diesen beiden verschiedenen Wertepaaren, welche 
um einen weit auSerhalb der Unsicherheit photometrischer Messungen liegenden 
trag von tiber 8% voneinander abweichen, werden im einzelnen diskutiert. 
ie entsprechenden Werte fiir ein Lichtaquivalent M bzw. M’ im Bereich des 
en Stabchen-Sehens (bei dunkeladaptiertem Auge) werden gleichfalls ab- 
eleitet und angegeben. Den Abschlu8 bildet eine Umrechnung der Zahlenwerte 
ir beide Lichtaquivalente auf die internationalen und HEFNeER-Lichteinheiten. 


1. Die gréBengletchungsmafige Enfiihrung und Definition 
des Lichtdquivalents. 

Physikalische Optik» und Photometrie handhaben die Strahlungs- 
6Ben in grundsatzlich verschiedener Auffassung. Die physikalische 
Optik oder Strahlungslehre bezieht die einzelnen StrahlungsgréBen in 
ihrer Definition jeweils auf ein objektives Mefverfahren, wahrend die 
hotometrie oder Lichttechnik diese GréBen in subjektiver Beurteilung 
definiert und benutzt. Die physikalischen StrahlungsgréBen sind stets, 
auch hinsichtlich ihrer spektralen Zusammensetzung, auf die physi- 
lisch bedingte Strahlung eines betrachteten Strahlers zuriickzufiihren ; 
dagegen wertet die Lichttechnik nur den Teil der physikalischen Strah- 
ung, welcher vom menschlichen Auge als sichtbares Licht wahr- 
enommen wird. Die photometrischen oder lichttechnischen Strahlungs- 
éBen kénnen somit, spektral gesehen, nur in dem sehr schmalen 
,sichtbaren‘‘ Spektralbereich von Null verschiedene Werte annehmen 
und weisen in diesem eine spektrale Verteilung auf, welche auSer von 
er spektralen Energieverteilung des physikalischen Strahlers noch 
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Als Beispiel erwahnen wir die LeistungsgroBen. Die physikalisch ch 
Strahlungsleistungsdichte S ist als das Wellenlangen-Integral iiber die 
monochromatische Strahlungsleistungsdichte S,, d. h. diejenige 7 cake 
lungsenergie, welche je Zeiteinheit durch die Flacheneinheit im Wel- 
lenlangenintervall 2...4-+ dA strémt, 


S=fS,-da (1) 


gegeben. Den physikalischen GréBen S und S, entsprechen die shall 
metrischen GréBen der Leuchtdichte B bzw. ‘der monochromatischen 
Leuchtdichte B,, welche durch die Gleichung * 


B=fB,-di 
verkniipft sind. ‘7 

Dabei definiert die Lichttechnik die Leuchtdichte als den vom 
menschlichen Auge wahrnehmbaren Teil der physikalischen Strahlungs 
leistungsdichte. Um diese subjektive Definition eindeutig zu gestalte 
hat man die Vielzahl der verschieden empfindlichen Augen der einzeln a 
Beobachtungspersonen durch ein mittleres Auge, das Auge des s 
,,standard-Beobachters“, ersetzt, welches durch die zahlenmaBige Fest: 
legung seiner relativen spektralen Hellempfindlichkeitsfunktion V;, aI 
reines Zapfen-Sehen definiert wird. Diese Funktion V, windiest 
Grund der Untersuchungen von Gipson und TynDALL! auf em 6.Tagui 
der Internationalen Beleuchtungskommission? (Commission inte ‘Ac 
nale de l’Eclairage, C.I.E.) 1924 in Genf international vereinba 
und auf Vorschlag des Comité Consultatif d’Electricité et de Phot 
métrie? im Jahre 1933 von dem Comité International des Poi e 
Mesures (C. I. P. M.)* als verbindlich bestatigt. Forme’mabig ist a 
der Zusammenhang zwischen den LeistungsgréBen der physikalioched 
und physiologischen Optik in der Form 


B,=S,°V, 
B=fB,-da=fS,V,-da “ 


a 
‘faa 


a J 

Iw 

(4 

zu schreiben. > 


Die Empfindlichkeitsfunktion V,, welche auf ihr Maximum Voss my = 
normiert worden ist (s. Abb. 2), stellt als relative Zahlenwrertstunktial n 
eine dimensionslose GréBe dar, so daB die beiden Leistungsdichten S 


A . Greson; K.S. u. E. P. T. Tynpart: Bull. Bur. Stand. 19, 131 (1923). 
Trans. Ill, Eng. Soc. 19, 176 (1924). >. 
* C. I. E.: Rec. Trav, et C. R. Séances, C. I. E. 6* session, Genéve 1924, S. 6 
> C.C. E, Ph.: Proc. Verb. C.I.P. M. (2) 15, 164, 202 (1933). k 
“Ci I, PB. M.: Proc, Verb: Co1, P.M, (2) 15, 61, 65 (1933). 
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‘ ¢ monochromatischen ( SBen S, und B, jeweils gleiche eos 
ion ee wie es auch der Art ihrer Einfiihrung entspricht. | 
Physikalische Strahlungslehre und Lichttechnik unterscheiden sich 
hin sichtlich der StrahlungsgrBen aber nicht nur in der Form der 
De fin: ition, sondern auch in den jeweils fiir sie benutzten Einheiten. 
le . physikalische Optik mift ihre StrahlungsgréBen im allgemeinen 
in mechanischem oder elektrischem Ma, d.h. in unserem Beispiel S 
in erg/s > cm* oder Erg/s-m*®+ bzw. W/cm®+f oder W/m? und S, in 
erg/s -cm* - my = 107 erg/s- cm® oder Erg/s -m?+my = 10° Erg/s - m® 
pbew. zw. W/em?- my. = 107 W/em® oder W/m? - mu = 10° W/m. Die Licht- 
technik benutzt fiir ihre physiologisch bewerteten Gréfen auch ihre 
eigenen Einheiten, welche frither von der Kerze (K) als der Einheit 
der Lichtstairke J abgeleitet wurden und heute im allgemeinen auf 
das Stilb (sb)?, die Einheit der Leuchtdichte B, zuriickgefiihrt werden. 
a S und B gleiche Dimension besitzen, sind selbstverstandlich auch | 
die e Einheiten Erg/s - m? oder W/m? und sb dimensionsgleich; sie unter- 
scheiden sich, abgesehen vom Betrag ihrer GrdBe, vor allem dadurch 
-yoneinander, daf im Gegensatz zu den physikalischen Einheiten Erg/s:m? 
ode fet: in das sb als Einheit der physiologisch definierten GréBe B 
' die Augenempfindlichkeitsfunktion V, eingeht, das sb also in 
seiner Festlegung bereits eine Mijetiniosiadhe Bewertung enthalt. 


_ Eine zur GroBengleichung (4) gehorige Zahlenwertgleichung* konnen 
ir beispielsweise in der Form 


{BJ =A - f{Si}-Vz- 4 {4} (4a) 


sch reiben, wo A einen von den fiir B, S, und 4 benutzten Einheiten 
ral [S,] und [A] abhangigen Jablentskt of bedeutet. Im allgemeinen 
wird jedoch der Reziprokwert von A in die Zahlenwertgleichung ein- 
paeaniir 


al 
4 


(B= aay [ (S-Ni 4 B, (4a) 


“so daB die zugehérige GréBengleichung in erweiterter Form 


j 


ia ee LAL (4" 
a 


At Das GrofSerg (Erg) ist die Energieeinheit des physikalischen MKS-Maf- 
‘systems der Mechanik: 1 Erg = 1 m*?kgs-? = 10 erg = 1 Jays. 
tt Unter den nicht-indizierten elektrischen Einheiten W und J sind in dieser 
“Verdffentlichung stets die bisherigen internationalen (W,,,, und Jj,,) Zu verstehen. 
-14sb=1 K/cm? =a: 104 asb. 
¢ 2 Wo Verwechslungen méglich sind, wollen wir den Zahlenwert einer GroBe a 
‘durch das Klammersymbol {a}, die zugehdrige Einheit durch [a] kennzeichnen. 


_kalischen und physiologischen Leistung, also die Strahlungsleistung a 


und den Lichtstrom 


Wir wollen die Nr, Relation ate fiir den Fall ae ante a 


N=JN,-dA=JSJfS,(e)cose-dw-df-dd mG) 


W 


G =f G,-dl =f ff B,(c)cose-dw-df-aa ; 6 


formulieren. Die Verkniipfung zwischen der physikalischen GréBe 1 
und der lichttechnischen GréBe ® lautet gréBengleichungsmaBig 


=A [[Ss(Vicose-do-aj-da— st [NM al. (7) — 


N wird im allgemeinen in mechanischen (erg/s oder Erg/s) bzw. elektri- 
schen (W) Einheiten gemessen, ® in der photometrischen Einheit | 
Lumen (Im). 

Die hier auftretende GréBe M wird als Lichtaquivalent bezeichnet. 
Man pflegt dabei noch zwischen dem mechanischen Lichtaquivalent J 
und dem elektrischen Lichtaéquivalent M’ zu unterscheiden, 7b LY 
man M auf mechanische und M’ auf elektrische Einheiten fiir die 
physikalischen Leistungsgr6Ben bezogen wissen will. 

Das mechanische oder elektrische Lichtaquivalent ist in Analogie 
zum mechanischen und elektrischen Warmedquivalent J bzw. J’ ein- 
gefiihrt worden. Als mechanisches Warmedquivalent definiert man _ 
das Verhaltnis derjenigen mechanischen Arbeit oder Energie, welch e 
mit der kalorischen Warmemengeneinheit betragsgleich ist, zu dieser 
kalorischen Warmemengeneinheit, und entsprechend als elektrisches 
Warmedaquivalent das Verhaltnis derjenigen elektrischen Arbeit oder 
Energie, welche mit der kalorischen Warmemengeneinheit betrags-_ 
gleich ist, zu dieser kalorischen Warmemengeneinheit. J und J’ sind © 
also als Verhaltnis jeweils zweier gleicher GréBen festgelegt und somit — 
dimensionslose GréBen vom Betrage Eins: 


J=J'=1. (8) 
Die Zahlenwerte {J} und {J’} hangen noch von den jeweils betrach- — 
teten oder benutzten mechanischen, elektrischen und kalorischen Energie- 


einheiten ab. Beispielsweise ist auf Grund der vorliegenden Prazisions- 
bestimmungen zahlenwertmaBig zu schreiben? 


{J }erg Cal i 50 oa 4,1854 T : . (8a) 
{J'}7 cal, . _— 4, 1846 . : : (eh 


. STILE, U.isZ., Phys, 125, 159 boa 

+ In der vorliegenden Verdffentlichung ist die Ziffernzahl bei den einzelnen 
mitgeteilten Zahlenwerten so bemessen, daB entsprechend der zu dem einzelnen | 
Zahlenwert gehdrigen und nicht mit angegebenen Fehlergrenze jeweils die letzte — 
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Aquivalents. 
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(8a’) 


Bee a) 3 fi , 
+ . J’ = 4,1846 aoe Ane (8b’) 
_ Entsprechend ist das mechanische Lichtaquivalent definiert als das 
_Verhiltnis derjenigen (in mechanischen Einheiten zu messenden) Strah- 
lungsleistung {N,V,-d4, welche mit der lichttechnischen Leistungs- 
-einheit Im betragsgleich ist, zu dieser Einheit Im, das elektrische Licht- 
 aquivalent als das Verhaltnis derjenigen (in elektrischen Einheiten zu 
‘messenden) Strahlungsleistung [N,V,-d4, welche mit der lichttechni- 
schen Leistungseinheit Im betragsgleich ist, zu dieser Einheit Im. Ohne 
_grundsatzlich etwas an dieser Definition zu verandern, kann man in 
ihr die Strahlungsleistung {N,V,- dA durch die Strahlungsleistungs- 
dichte {S,V,-dA und entsprechend die lichttechnische Einheit 1m 


durch die Einheit sb ersetzen. Das Lichtaquivalent ist also genau 
wie das Warmedaquivalent als Quotient zweier gleicher Gré8en dimen- ~ 
‘sionslos und besitzt den Betrag Eins. Wesentlich bleibt als Unter- 
-schied zum Warmedquivalent nur die Tatsache, daB8 beim Lichtaqui-. _ 
valent, welches sich auf die lichttechnischen Einheiten bezieht, die — 


_physiologische Bewertung in der Photometrie tiber die Augenempfind- 
_lichkeitsfunktion V, eingeht. GrdBengleichungsmaBig ist das mechani- 
sche und elektrische Lichtaquivalent folgendermafen zu formulieren 
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-Zahlenwertmabig kénnen wir die GrédBengleichung (9) beispielsweise 
_ schreiben 


sie (9) 


{f[NiVa r 7 oe {[SiVi ; ITergs - cm? 


et is eg ie emp 09) 


= {M}wem. sb. (9b) 


= . {[NiVi- dy {f SiVa- aD hems 
i {M }wyim -?~ ca 


{D} in a {B} 


_ GréBengleichungen sollen Naturgesetze, welche selbst von der dem 
-Belieben des Experimentators jeweils iiberlassenen Wahl in der Fest- 
legung und Benutzung von Einheiten nicht abhangen kénnen, in einer 
allgemeinen und maBunabhingigen Form beschreiben. Wie wir oben 
feststellten, ist das Lichtaquivalent, als physikalische GroBe aufgefaBt, 
hochgestellte Ziffer unsicher ist. Betragt diese Unsicherheit in der letzten Stelle 
‘ziffernmaBig wenigey als 5, so wird noch eine weitere Stelle tiefgestellt an den 
-Zahlenwert angefiigt. Eine Aufrundung der letzten angegebenen (hoch- oder 
tiefgestellten) Ziffer wird durch eine iiber diese gesetzten waagerechten Strich 
-gekennzeichnet. 


SEN A 
: ‘ eae ee : eae vt, 
Lae " " 4 iy oa ae ee 4 het: 
eine Un epetonslbees GréBe vom Betrag Eins, Es sollte ‘daher r ne) : 
gegen die Einfithrung einer solchen GréBe in GroBengleichunge 
if gewandt werden, daB eine GroBengleichung in der Beschreibung cited 
physikalischen GesetzmaBigkeit nicht dadurch vollkommener wird ode 
; zu weiterreichenden Aussagen fiihrt, daB man in ihr den jeder Gleichu ng 
+ ae mathematisch ohne weiteres zufiigbaren Faktor 1 einfiihrt und durch 
das Formelzeichen M oder M’ ersetzt. Wenn wir diesen formal zw 
unbedenklichen Weg hier bei den Gl. (4’) und (7) trotzdem be- 
schritten haben, so geschah dieses zur naheren Beleuchtung des vor-_ 
liegenden Sachverhaltes und zur Klarung miBverstandlicher W 
pragungen in der Literatur. Als Beispiel nennen wir die Feststellung, — 
da das Lichtaquivalent ,,die Dimension Watt/Lumen hat‘‘. Einmal 
sollte man im Interesse der gegenseitigen Verstandigung nach Méglich- 
keit vermeiden, in der physikalischen Nomenklatur nun einmal fiir 
ganz bestimmte Begriffe eingefiihrte und eingebiirgerte Bezeichnungen 
ee wie ,,Dimension“ und ,,Einheit‘‘ zu vertauschen oder wechselseitig zu 
" gebrauchen. Zum anderen ist die Dimension des Ausdruckes Watt/Lu- 
é men, d.h. eines Quotienten zweier gleichartiger Einheiten, also zweier 
ay GréBen gleicher Dimension, gleich Eins — das Lichtaquivalent ist 
- dimensionslos und kann zahlenmafig in der Einheit Watt/Lumen an- 
gegeben werden. Selbstverstiandlich kann man das Lichtaquivalent 
7 auch ohne GréBengleichungen eindeutig behandeln und beispielsweise 
entsprechend den Formulierungen (8a’) und (8b’) fiir das Warme- 
aquivalent als Umrechnungsfaktor zwischen zwei Einheiten gleicher A 
aber verschiedenen Betrages einfiihren oder als Ausgleichsfaktor in 
einer auf bestimmte Einheiten bezogenen Zahlenwertgleichung schreiben 
wie es die Beziehungen (9a) und (9b) zeigen. P 
Wir haben der numerischen Festlegung von Zahlenwerten fiir das 
Lichtaquivalent diese allgemeinen Betrachtungen und Definitionen vo oe 
angestellt, um diesen Punkt, der durch die in der Literatur sehr unter-— 
schiedlich vertretene Auffassung iiber die Bedeutung der Formelsymbole 
und Gleichungenschreibung leicht zu MiSverstandnissen Anla8 gibt, 
von vornherein méglichst eindeutig und klar zu prazisieren. 


g 


¥ ) 


rile nwerte fiir das mechanische und elektrische Lichtaguivalent 
bet helladaptiertem Auge. 
Im Laufe der Zeit haben sich drei verschiedene Satze von photo 
Taal Einheiten herausgebildet : 
o., . Die auf der Hefnerkerze (HK)! basierenden HEFNER -Licht- 
bis Sau welche 1896 in Deutschland und spaiter in Osterreich und 
cons, 


den skandinavischen Lindern eingefiihrt wurden. . 

; a HEFNER-ALTENECK, H.v.: J. Gasbel. Wasservers: e 
g. 27, 73 (1884); 29, 

A (1886); 30, 489 (1887); PTR: Zbl. Deutsch. Reich 1893, 124. 4 , 


‘e me Pitettiall onaten Lichteinheiten: diese mera von der Inter- 
na tionalen Kerze (IK) abgeleitet, welche aus der Koordinierung der 
_ boug ie décimalet und der pentane candle? hervorgegangen ist, seit 
Ag 09° von Frankreich, England und den Vereinigten Staaten von Nord- 
amerika unter dem Namen International Candle Power (I. C. P.) oder 
_ Standard-Kerze als Einheit galt und 19214 von der Internationalen 
Be eleuchtungskommission auf ihrer 5. Tagung in Paris mit der Be- 
zeichnung Internationale Kerze bestatigt wurde. 

_ 3. Die ,,neuen“ Lichteinheiten; diese wurden auf Vorschlag des 
eomité Consultatif de Photométrie (C.C. Ph.)5 im Jahre 1937 vom 
: omité International des Poids et Mesures ®, das hierzu von der 8. General- 
konferenz fiir MaB und Gewicht’ bevollmachtigt war, angenommen 
und beruhen auf dem Neuen Stilb (Nsb), welches durch die Leucht- 
- dichte des schwarzen Kérpers beim Platinerstarrungspunkt definiert 
wird. Die Internationale Beleuchtungskommission® bestatigte 1939 
~ diesen BeschluB. Diese Einheiten sollten urspriinglich zum 1. 4. 1940 
in den der Meterkonvention angeschlossenen Landern gesetzlich ver- 


4 


_verschoben. Wegen der auBeren Eréignisse traten die neuen Licht- 
») einheiten zunaichst nur in Deutschland fiir den Geschaftsbereich der 
-TR am 1. 7.1942 in Kraft?®. Das Comité International des Poids 
= Mesures hat auf seiner ersten beschluftihigen Nachkriegssitzung am 
_ 26.10.1946 beschlossen, die endgiiltige Einfihrung dieser Einheiten 
as: m 4.4.1948 zu empfehlen ??. 

_ Der urspriingliche EinfiihrungsbeschluB fiir die neuen Lichteinheiten 
lautete aa 

4A partir du 1° janvier 1940, Vunité d’intensité lumuneuse sera telle 
la brillance du radiateur intégral, ala température de solidification 
2 platine, soit de 60 unités d’intensité par centimetre carré. 


4 


1 VIOLLE, J.: Ann. chim. Phys. (6) 3, 373 (1884). — Congrés International de 
_ Photographie, Rapp. et Doc., S. 56. Paris 1889. 
» Ap Harcourt, V.: Rep. Brit. Assoc. Bristol 1898, 845. — Notification of the 
Metropolitan Gas Referees for the year 1898, London 1898. 
wa* Parerson, ©: C.: Proc, phys. Soc.,-Lond. 21, 867-(1909).:——— Trans. Ill. 
Eng. Soc. 2, 393 (1909). 
», 4C.1.E.: Rec. Trav. et C. R. Séances, C.I. E. 5° session, Paris 1921. 
5 C.C. Ph.: Proc. Verb. C.I. P.M. (2) 18, 223 (1937). 
6 C.I.P. M.: Proc. Verb. C.1. P.M. (2) 18, 64, 236 (1937). 
7 C. R. 8¢ Conf. Gén. Poids et Mes. Paris 1933, résolution n° 11. 
8 
9 


C.1.E.: Ree. Trav. et C. R. Séances, C. I. E. 10° session, Scheveningen 1939. 
s C. C. Ph.: Proc. Verb. C.I.P. M. (2) 19, P14 (1939). 

10 p[R: Amtsbl. PTR 16. Reihe, Nr. 2, S. 48, 1944. 

» CL P.M: Proc. Verb. C.I. P.M. (2) 20, 119 (1946). 

12¢,1.P.M: Proc. Verb. C. I. P.M. (2) 18, 236 (1937). 


ankert werden; der Einfiihrungstermin wurde 1939° auf den 1. 1. 1941. 
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Cette unité sera appelée z ,bougie ‘ioe Ta avec traduction appropriée 
dans les autres langues)». 

Um also zu Zahlenwertangaben fiir das Lichtaquivalent zm noel 
werden wir zweckmaBigerweise diese zundchst auf die neuen Licht- 
einheiten beziehen, da mit diesen die Gl. (9a) und (9b) direkt 
numerisch auszuwerten sind. Zahlenwerte, bezogen auf die inter- 
nationalen und HEeFNeR-Einheiten, erhalten wir dann tiber die experi- 
mentell in den verschiedenen Staatsinstituten durch Prazisionsunter- — 
suchungen bestimmten Relationen zwischen diesen. * 

Wenn wir die Zahlenwertgleichungen (9a) und (9b) auf die Defi- 
nition des Nsb beziehen, so haben wir in ihnen fiir S, die unpolari- 
sierte Strahlungsleistungsdichte des schwarzen Racers am Platin- — 
baie eck Tp, e 


Maye 1 as 2¢, ma o* 
1 ; “ , S; ses JS ° C/AT py =. 5 cy/A Tpte (10) 2a 
e —1 e+e 


einzutragen und den Zahlenwert. der Leuchtdichte 
{B} x= 60 4 (11) . 


zu setzen. c, und c, bedeuten die 1. und 2. Strahlungskonstante derea 
Priancxschen Strahlungsformel. Da in dem physiologisch wirksamen | 
Spektralbereich stets e%/*7Pt>> 4 ist, haben wir in der Beziehung (10) © 
die Prancksche Formel ohne weiteres durch die Wrensche ersetzen — 
kénnen. Somit lauten die beiden Beziehungen zur Berechnung von — 
Zahlenwerten fiir das mechanische und elektrische Lichtaquivalent 


-dh ; 
24 | or ats ape . 1 
| (Megls tg = eae et See ent Cy (9a) 


e6 V,-di 3 

ey rey 

7 a etl * Pt Wem? we 
{M}winim = — hh SG ah = 


os Se 
A ait {Cheat (Ob) 
Pay S Zur Auswertung des hier mit C bezeichneten Cate ) 
oN : ‘ = ani = f( ) : (12) “d 
» 
, 
ct ist neben der international vereinbarten Funktion V, die Ketel 
Pie: von C3 und 7}, erforderlich. TY}, wird durch den octewiaed Intensitats- _ 
Ay . vr eat 
: » : ‘Anmerhung bei der Korrektur: Die Internationale Beleuchtungskommission 
hat vor kurzem eine Empfehlung beschlossen, nach der die verschiedenen Namen 
ae »,Neue Kerze", ,,new candle“ und ,,bougie nouvelle“ einheitlich durch die Bezeich- — 
ray, nung ,,candela‘' (cd) ersetzt werden sollen [C. I. E.: Rec. Trav. et C. R. Séances, , 
ee . | C.T.E. 11° session, Paris 1948, recommandation n°1 (Comité 1b, Définitions et 


Symboles) }. 


oe aia we etek ppaie i 
ng ae Bestimmu ng del Lichtaquvatens. ze, 
por; ‘ 
_ ve releich der schwarzen. Scapbanes x, hp “und N, Tan ben Platin-- 
# -punkt und beim Goldpunkt bestimmt, wobei die Auswertung auch 

hier wieder mit véllig ausreichender. Genauigkeit iiber das Wrensche 
esetz in der Form rome 

= 


a | ; Try = noe a (13) 


: “erfolgt. Die Gl. (13) wird als Auswertbeziehung fiir pyrometrische 
_ Temperaturbestimmungen ‘meist als Pyrometerformel bezeichnet. Da- 
_ bei bedeutet X7,, die fiir die zu messende Temperatur J}, experimentell 
mu ermittelnde GréBe 


N42, Tp 


Arp, =A-In (14) 


° 


Ni, Tau . 


,Die in der Pyrometerformel zu benutzenden Zahlenwerte fiir T,, 


 gelegt worden: Tr, = 1063 °C as) 


i" 


Cy = 1,432 cm: grad. 7 (16) “ 


“Gar Umrechnung von Temperaturwerten von der Celsiusskala in die | 


- Kelvinskala ist in der Pyrometerformel nach der derzeitigen Inter- 
; -nationalen Temperaturskala der Zahlenwert 273 zu benutzen, so daB, 
_ bezogen auf diese Internationale Temperaturskala, die Peeneter ieee 
als Zahlenwertgleichung fiir eine pare (oberhalb des Goldpunktes 

gelegene) Temperatur 
1 {XT}em |— 


P| Den = (ect 273 = [GA — S88 (13a) 
und speziell fiir den Platinerstarrungspunkt 
a Boe em i) 
Sten eect if hase 


~ lautet. 
- Die Ergebnisse der pyrometrischen Prazisionsmessungen, welche in 


den verschiedenen Staatsinstituten durchgefiihrt wurden, fassen wir | 


_ in der Tabelle 1 zusammen. Die jeweils gemessenen Werte Xr,, wurden 
- tiber die Pyrometerforme] (13.a’) ausgewertet und das Ergebnis jeweils 
als Temperaturwert Tp, in °C angegeben. Da in der Auswertbeziehung 


Ty, und c, definitionsgem4B als fehlerfrei zu betrachten sind, riihren : 


die mitgeteilten Fehlergrenzen lediglich von den Unsicherheiten in 
. der: Messung der Gré®e X;7,, her. Dem Mittelwert 


7 Tot = 1773,5 + 1°C = 2046,5 + 1°K (17) 

~ entspricht ein mittleres MeBergebnis fiir die GréBe Xr», 

7 oe X pp, = (3,72125 + 0,0034) 10-4 cm. (14') 
“TELPM: CR. 7¢ Conf. Gén. Poids et Mes., S. 53, 94, Paris 1927. 

Ba, 


und c, sind fiir den Bezug auf die derzeitige Internationale Temperatur- 
_ skala durch die 7. Generalkonferenz fiir Ma8 und Gewicht! 1927 fest-_ 


va x, 
at abelle 1 1. ’ Bxperonenete Bestimsiiinger aa bunktes 
in dey devzeitigen Internationalen Temperaturshata . 


| Staats- 
Autor institut 


| 
: 
ROESER, CALDWELL u. WENSEL ! | NBS 1931 
SCHOFIELD? | NPL / 1934 1773,3 +1 | 2046,3 nt 13 , 
. HoFFMANN u. TrInGwaLtpT? ,. . | PTR ) 1934 1773.8 +1 2046,8 + Fe: 


Mittelwert: 1773,5+41 | 2046.5 ne 


Die relative Fehlergrenze fiir die Unsicherheit in der benutzten Welle n- 
lange, der Durchlassigkeit der lichtschwachenden Mittel und den photo- ; 
metrischen Messungen betragt hier etwa 1°/g9. Bei Bezugnahme auf 
die derzeitige Internationale Temperaturskala ist also fiir die nume 
Auswertung des Integrals (12) das Wertepaar 


Cy = 1,432 + 0,000 cm - grad 


Tp, = 2046,5 + 1 °K 
zu benutzen. 

Es gibt jedoch noch eine grundsitzlich andere Méglichkeit de: 
Integralauswertung. Der von der 7. Generalkonferenz fiir c, festgesetzt 
Wert 1,432 cm - grad entsprach dem Stande der experimentellen Unter-_ 
suchungen im Jahre 1927. In der Zwischenzeit haben die zu imm er 
héherer Prazision entwickelten Atomkonstantenbestimmungen neuere 
und von den fritheren nicht unerheblich abweichende Ergebnisse ge 
zeitigt, spezicll fiir das PLANcKsche Wirkungsquantum i, welches neben 
der Vakuumlichtgeschwindigkeit cy und der BottzMannschen Entropie 
_konstanten & in die Darstellung % 


* 


h « 
C3= “3 (18). 
fiir die 2. Strahlungskonstante engeht. Als derzeit vertretbarer 1 id 
zum Unterschied von dem fiir die Internationale Temperaturskal 3 
vereinbarten mit cj bezeichnete Wert ergibt* sich fiir diese Konstante ‘s 
aus den _vorliegenden Prizisionsmessungen 


Cy = 1,43839 + 0,0015 cm - grad . (16) , 
: i Rossss. W.F., F. R.Carpwett u. H. T. Wenser: Nat. Bur. Stand. J. 
Res. 6, 1119 (1931). ee. 
* ScHOFIELD, F. H.: Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 146, 792 (1934). 
3 Horrmann, F, u. C. TrnGwatpt: Phys. Z. 35, 434 (1934). “as ; 


4 Strtre, U.: Z. Phys. 125, 174 (1948). Das Comité International des — 
Poids et Mesures hat 1946 als endgiiltigen Termin fiir den Ubergang von d nn 
bisherigen internationalen zu den absoluten elektrischen Einheiten den 1, 1. 1948 
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Wir wollen jetzt einmal ganz bewu8t von den zahlenmifigen Fest- 
legungen der derzeitigen Internationalen Temperaturskala fiir die Tempe- 
raturbestimmung oberhalb des Goldpunktes absehen. Dann kénnen wir 
einen weiteren Wert Ty, fiir den Platinerstarrungspunkt lediglich 
aus den jeweils experimentell gewonnenen Resultaten fiir Pr Are Ses 
und c; unter Benutzung des Wrenschen Gesetzes (13) ableiten. Dabei 
haben wir fiir den Eispunkt 7, und den Goldpunkt TY, die derzeit 
vertretbaren Werte 


Ty = 273,16 + 0,01 °K + ! 


Txu = 1063 + 0,5 °C = 1336,1, + 0,5 °K tt 9) 


einzusetzen und erhalten mit den experimentell bestimmten Werten 
(14’) und (16’) fiir X7,, und cj) 


Tre = 2042,15 + 3,4°K = 1768,95 + 3,4 °C. (17’) 


Dieser Wert fiir Tj, beruht also unabhangig von irgendwelchen vor- 
gegebenen Zahlenwerten lediglich auf experimentellen MeBergebnissen. 
Entsprechend gehen in die fiir ihn bestimmte und oben angegebene 
Fehlergrenze neben den Unsicherheiten in der Messung der GréBe X7p, 
die Fehlergrenzen fiir den Goldpunkt 7J,, und die Strahlungskon- 
stante c; ein; die Unsicherheit + 0,01 °K in der Festlegung des Eis- 


'punktes kann als nicht mehr ins Gewicht fallend vernachlassigt werden. 


Die Resultate experimenteller Prazisionsbestimmungen stellen somit 
fir die 2. Strahlungskonstante und den Platinerstarrungspunkt derzeit 


das Wertepaar 
cz = 1,438, + 0,002 cm-~ grad (16’) 


Ts: = 2042,1 + 3,4°K (17’) 
zur Verfiigung. 


bestimmt und fiir die wechselseitige Umrechnung entsprechender Einheiten in 
diesen beiden elektrischen MaGsystemen die Beziehungen p = 1,000 49 (+ 0,000 02) 
und pq = 1,000 34 (+ 0,00002) vereinbart |C. I. P. M., Proc. Verb. C. I. P. M. (2) 
20, 129 (1946)]. Weiter legte 1947 die X-Ray Analysis Group des American In- 
stitute of Physics in Ubereinstimmung mit der American Society for X-Ray and 
Electron Diffraction, BkRacc und SIEGBAHN fiir den Umrechnungsfaktor kj, zwischen 
der SiecBaHNschen X. E.- und der Internationalen Meter-Skala den Wert 
ki = (1,00202 + 0,00003) - 10-#* fest [E. ARmstRoNG Woop, Phys. Rev. (2) 72, 
436 (1947)]. Diese beiden Festsetzungen sind bei der Ableitung der Strahlungs- 
konstanten c, (20a u. b) und c4 (16’) aus den atomaren Konstanten beriicksichtigt 
worden. 

+ Srirrx, U.: Dimensionen, Einheiten, Umrechnungsfaktoren und allgemeine 
Konstanten in Physik und Technik, Bd. I, 1947, erscheint demnachst. 


tt Angabe der Fehlergrenze von + 0,5°C verdanken die Verff. einer brief- 


lichen Mitteilung von Oberregierungsrat Dr. Heusz aus dem DAMG. 


- bezogen werden. In diesem Falle ware derzeit also das Wertepaar (16), = : 


b 
‘nahme auf die Internationale Temperaturskala zwange, wenn diese + 


sondern durch eine physikalische Stoffeigenschaft, namlich den Platin- 


_national vereinbarten mechanischen und elektrischen Energieeinheiten 


Hs ethebt es nun die peters paste sak fiir die 2. ‘ara - 
konstante und den Platinerstarrungspunkt zur Bestimmung des Licht-_ 
aquivalents in das Integral (12) einzutragen sind. Zundchst erscheitil 
es als das nichstliegende, die Berechnung des Lichtaquivalents voll-— 
kommen an die Internationale Temperaturskala anzuschlieBen, auf 
welche auch sonst alle thermischen Messungen in Physik und Technile 


(17) fiir c, und Jp, zu benutzen. , 
Andererseits enthalt der EinfiihrungsbeschluB der Generalkonferenz 3 
fiir die neuen Lichteinheiten keinen direkten Hinweis, der zur Bezug- — 


auch vielleicht unausgesprochen als Bezugsskala vorausgesetzt wurde. 
Die Temperatur des schwarzen Kérpers, welche das Nsb festlegt, is 
nicht durch einen Zahlenwert in der Internationalen Temperaturskala, 


erstarrungspunkt, definiert worden. Es besteht demnach formal kein 
ernsthafter  Hinderungsgrund, die Bestimmung des Lichtaquivalents ~ 
ganz analog der Bestimmung des Warmedquivalents durchzufiihren, 
bei der die Verhaltniszahl oder der Umrechnungsfaktor zwischen der 
durch physikalische Stoffeigenschaften definierten cal,;- und den inter- — 


des Erg oder J jeweils rein experimentellen Messungen zu entnehmen 
ist und tatsaéchlich auch entnommen wird, ohne da irgendwelche zu- ~ 
sitzlichen zahlenwertmaBigen Vorgaben oder Annahmen zu beachten ~ 
sind. Dementsprechend wiirde ein rein experimenteller Vergleich zwi- 
schen der neuen lichttechnischen Leistungseinheit und den entsprechen- 
den mechanischen oder elektrischen Einheiten auch auf irgendwelche 
vorgegebenen Werte verzichten und alle zur Bestimmung des Licht- — 
aquivalents erforderlichen Daten aus dem Experiment schépfen, wobei 
speziell die Temperaturwerte 7}, und 7\,, nacheinander an die durch — 
den absoluten Nullpunkt und einen Zahlenwert fiir einen zweiten 
Temperaturpunkt (z. B. den Eispunkt) eindeutig definierte thermo-  - 
dynamische Skala anzuschlieBen sind. Diese Auffassung, welche das” 
Lichtaquivalent genau wie das Warmeaquivalent als einen jederzcit ex- _ 
perimentell zu bestimmenden Umrechnungsfaktor zwischen international 
vereinbarten Einheiten ansieht, zieht demnach die Benutzung des Werters 
paares (16’), (47’) fiir cs und Tj, nach sich. 

Wir werden hier beide Wege beschreiten und die resultierenden 
Ergebnisse miteinander vergleichen. In beiden Fallen geht zur Be- 
rechnung des Lichtaquivalents in den Zahlenwertgleichungen (9a’) und — 
(9b’) auBer den Integralwerten C noch die 4. Strahlungskonstante Cy 


ein, welche eine Abkiirzung fiir das Produkt oth , 


a i (20) 


+ 284 PA yh 
CD) ars ar bir dso 
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ellt a sich aus den derzeitigen Bealicas der Atomkonstanten- 
_ bestimmungen zu 


Cy = (5,9525 + 0,010) - 10-8 erg + cm2/s (20a) . 
= (5,9503 + 0,010) - 10-8 W - cm? (20b) yh 


"be echnet?, 
ee Die Auswertung des Integrals C nehmen wir auf numerisch-graphi- 
‘schem Wege vor. Die Integrandenfunktion /(4) = V,-A-5- e~%/47pt 
wird als Funktion der Wellenlinge A mablenweraneiae ausgerechnet wo. 
und in ausreichend groSem Mafstab aufgetragen; der Flicheninhalt = in 
unter der Integrandenkurve gibt dann jeweils einen Integralwert und ae, 
kann durch Ausplanimetrieren oder Auszihlen bestimmt werden. Als 
AuftragungsmaBstabe haben wir gewahlt: 1cm des AbszissenmaB- 
_ stabes = einem Wellenlangenbetrag von 5 mu = 5 - 40-7? cm, 1 cm des 
_ OrdinatenmaBstabes = einem Betrag der Funktion f (2) von 10-#! mr? 
= 10*cm-*®. Die Unsicherheit in der graphischen Integralauswertung ¥ var 
wurde zu + 0,25 cm*® auf dem Koordinatenpapier = + 1,25-10?7cm—4 
im Integralwert bestimmt; sie betrug, in relativem MaBe ausgedriickt, 
nur etwa 1,6- 10-4 der auszumessenden Integralflache und kann daher 
bei der Fehlerabschatzung fiir das Endergebnis praktisch vernach- Kay 
Sit werden. 

_ AuBerdem wurde die Integralauswertung auch nach der Gewichts- 
ordinatenmethode durchgefiihrt, welche BRopHUN und HoFFMANN? 
_angewandt hatten. Bei diesem Verfahren, welches allgemein in der 
-Farbreizmetrik sehr iiblich ist, wird die Integrandenfunktion f(A) durch 
eine Treppenkurve gleicher Stufenbreite 42 = 10 my entsprechend den 
international vereinbarten V,-Werten dargestellt, das Integral C also 
_ jeweils durch eine siaouiciocke direkt berechenbare Summe ersetzt. Die 
nach der Gewichtsordinatenmethode aus der annahernden Treppen- 
_ kurve berechneten Werte weichen von den durch Flacheninhalts- 
_ bestimmung gewonnenen zum Teil um mehr ab, als der Fehlergrenze on 
von + 1,25:107cm- fiir die graphische Auswertung des Flachen- ‘ORE 
_inhalts entspricht. Gegeniiber den Fehlern, welche durch die Unsiche~- rae 
_heiten in den in die Integrandenfunktionen /(A) und (A) eingehenden bg 


GréBen bedingt sind, spielen allerdings diese Abweichungen zwischen ne 
gen beiden Auswertverfahren nur eine ganz untergeordnete Rolle. nih 
Fir den Vergleich der mit den Wertepaaren cy, Tp, bzw. C5, Ip tm 


‘ Beiitenen Zahlenwerte fiir das Lichtaquivalent sind deren Fehler- 
-grenzen und somit die Fehlergrenzen fiir die einzelnen Integralwerte 
von besonderer Bedeutung. Wir fiihren daher die graphische Integral- 
auswertung jeweils fiir 3 Kurven f(A) mit den Exponenten Co/A Tp, 


1 STILE, U.: Z. Phys. 125, 174 (1948). ay 
2 Bropuun, E. u. F. HorrmMann: Z. Phys. 37, 137 (1926). a 


a> 


‘Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. ; 10 i 


ra < <P 
# a e146 * "5. Lonse ‘und iv. ie 4° ii ¥ a : 
ya Yen ; , ee 
* ; 
S , rahe + [eal Tp, + A (co/Tpe)] und = + (eal Tp, — A (¢o/Tpy)] 10 A ¢-Funktic oO” 
VaR be und erhalten ECS jeweils die 3 Integralwerte C, C + A. 
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Abb. 1. inte q 
(A) icq = 1,432 cm + grad; Tp; = 2046,5 °K (——). #(A)’: cy = 1,438, cm - grad; The = 2042,1 °K bey ). 


Es zeigt sich, daB fiir den vorliegenden Fall im Temperaturbereict 
des Platinpunktes ein Fehler von 1°/9 im Exponenten der e-Funktion 
einen Fehler von 1,2% im Integralwert C bewirkt. a 
Das Ergebnis der Integralauswertungen ist mit den resultierenden, 
Zahlenwerten fiir das Lichtaquivalent in der Tabelle 2 zusammengefaBt 
c worden, wahrend die Tabellen 3 und 4 die zahlenmaBigen Voteuee en 
: einer Fehlerabschatzung fiir die Integral- und Lichtaquivalentswert 
liefern. Wir haben fiir die Berechnung des Lichtaquivalents grund 
sitzlich die genauere Methode der Flacheninhaltsbestimmung bei der 
Integralauswertung benutzt. Die entsprechenden Resultate fiir C nach 
der, Gewichtsordinatenmethode sind in der Tabelle 3, Spalte 3, mit 
aufgeftihrt worden. Die Abb. 1 gibt die beiden Integralkurven (A) 
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und f(A) fiir die Wertepaare cy, Tp, baw. cj, Ty, in kleinem M 1B- 
stab wieder, in welchem der Unterschied zwischen ihnen und dat nit 
- gwischen den beiden aus ihnen folgenden Zahlenwerten fiir das Licht- 
: aquivalent immer noch sehr deutlich wird. Pe 
Die nach den beiden Auffassungen mit den Wertepaaren C2, Lp, 

und c3, Tj, gewonnenen Werte fiir das Lichtaquivalent lauten 1 


M = (1,587z + 0,013) - 104 erg/s - NIm (22a) 
M’= (41,5875 + 0,013) - 10-3? W/NIm fF (22b) 
M = (1,46, + 0,05) - 10* erg/s - NIm (22a’) 
M' = (1,46, + 0,05) - 10-* W/NIm fF. (22b') 
Der Unterschied zwischen den beiden Integralwerten und damit 
den entsprechenden Zahlenwerten fiir das Lichtaquivalent betragt nach 
Tabelle 2 


i te ; (Ce, Tp): 


(ta, Lee): 


23) 


es wahrend die Summe der Fehlergrenzen nach Tabelle 4 oa 
Ts Ac , Ac’ 


Sih Pare : ) 


noch nicht die Halfte dieser Differenz deckt. Eine Abweichung von 
tiber 8% liegt jedenfalls weit auBerhalb der Unsicherheit, mit de 


s 


= 


heute photometrische Messungen bei nur einigermaBen praziser Ver- 
_ suchsanordnung behaftet sind. Darwin? schatzt aus den Erfahrungen 

des NPL die Unsicherheit in der Realisierung der Lichteinheit zu 2° 
std und in einer Vergleichsmessung gegeniiber einem Lichtnormal zu 1%, 
iy ab; nach einem von GuiLp? durchgefiihrten Vergleich stimmen die 
Skalen zur Messung des Gesamtstrahlungsflusses im NBS, NPL, Smith- 
sonian Institute und Uppsala jetzt wohl sicher innerhalb 5/99 iiberein, 


Tabelle 4. Fehlerabschatzung fiir die Zahlenwerte des Lichtaquivalents. | 


ee Grundlage der A (¢,/ Tp) ; AC AM 4M’ 


j if { Berechnung tal Tr | c M va 
its - 


~ 
=. 


“?" Derzeitige Internatio- 


be 2 nale Temperaturskala 5-104 6,5*.407 FF 8,0 + 10-% 
Nes Atomkonstanten- 
nb bestimmungen 2,7* 10-* 3,5° 10% 35° 410% 
‘x t W = Wint; 1 Wint = 1,00019 - 107 erg/s. 
i 1 Darwin, Cu.: Proc, Roy. Soc. London, Ser. A 186, 149 (1946). 
; 2 Guitp, J.: Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 161, 1 (1937). = 
+t Diese Fehlergrenze enthalt 1,6- 10-4 als relative Fehlergrenze der grap ni. 
\ schen Integralauswertung, welche im Falle der Zugrundelegung der Atomko Ri 
Ww stantenbestimmungen (4 C’/C’== 3,3+10-*) keine Rolle mehr spielt, ; 
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rend die Bestimmung der Leuchtdichte des schwarzen Kérpers 
n Platinerstarrungspunkt in Isb und Hsb auf wenige Promille genau 
6glich ist (s. Abschnitt 4). Jedenfalls libersteigt die oben gefundene 
Differenz von iiber 8% um 1 bis 2 Zehnerpotenzen die heute bei 
Prazisionsmessungen noch auftretenden Unsicherheiten. 

aa Die GréBe dieses Effektes bildet den einen Grund, warum wir auf 
diesen Tatbestand besonders hinwiesen. Ein anderer AnlaB ist der 
Umstand, da® in der Literatur beide Methoden der Lichtaquivalents- 
bestimmung und die aus ihnen resultierenden Zahlenwerte fiir das 
Lichtaquivalent nebeneinander weiteren Berechnungen zugrunde gelegt 
werden, wobei auch nicht immer eindeutig angegeben wird, woher 
die jeweils benutzten Zahlenwerte stammen. Es wire daher wiinschens- 
wert, wenn man sich auf eine der beiden Méglichkeiten — konsequente 
Bezugnahme auf die Internationale Temperaturskala oder Bevorzugung 
der jeweils experimentell ermittelten Daten — einigte. Zum mindesten 
sollte man verlangen, daB jeder Autor eindeutige Angaben tiber seine Auf- 
fassung und die Herkunft der von ihm verwendeten Zahlenwerte macht. 
=p Der vollkommene Anschlu8 an die Internationale Temperaturskala 
bietet den Vorteil, daB diese sonst in Physik und Technik international 
vereinbarte und benutzte Skala auch im Gebiete der Lichttechnik 
usnahmsloses BezugsmaB bleibt und da8 die so erhaltenen Zahlen- 
werte eine wesentlich geringere Streuung aufweisen. Wenn man ném- 
lich von der in beide Methoden gleichmaBig eingehenden Unsicherheit 
im ¢,-Wert einmal absieht, so wird bei fest vorgegebenem V, und cy 
der Zahlenwert des Lichtaquivalents nur noch von etwaigen Unsicher- 
heiten oder Veranderungen in dem fir 7p, und 7,, gemessenen mono- 
chromatischen Strahlungsverhiltnis beeinfluBt, welches heute als so 
sicher bekannt anzusehen ist, daB keine gréBeren Schwankungen in 
seinem Wert mehr zu erwarten sind. Dafiir miiBte bei dieser Methode 
eine gewisse Diskrepanz gegeniiber den Ergebnissen anderer Prazisions- 
messungen, speziell den Atomkonstantenbestimmungen, in Kauf ge- 
nommen werden. 
Auf der anderen Seite ist derzeit die pyrometrische Temperatur- 
bestimmung, sofern man nicht, wie beispielsweise bei den oben ge- 
nannten Prazisionsmessungen fiir die Ermittlung von T;,, durch wesent- 
lich erhdhten experimentellen Aufwand ganz besonders giinstige Vor- 
aussetzungen schafft, noch mit erheblichen Unsicherheiten behaftet, 
welche mit steigender Temperatur stark anwachsen. Die Differenz 
Tp,— Tj. fallt gerade noch in die Summe der fiir diese beiden Werte 
oben angegebenen Fehlergrenzen hinein. Hatt teilt die Auffassung 
des NPL mit, wonach die Genauigkeit in der Realisierung einer Tempe- 
ratur in der thermodynamischen Skala beim Goldpunkt und bei 2000° C 


1 Hatt, J. A.: Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 186, 179 (1946). 
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+ 0,2° bzw. + 2° otra’ den letzteren Wert wiirde die Unsicherheit — 
im Goldpunkt und in der 2. Strahlungskonstanten mit den von ve 
fiir Ti, und cy angegebenen Fehlergrenzen auf etwa + 4,2° erhdhen, 
ein Betrag, welcher die Differenz zwischen Tp, und T;, beinahe er 
reicht.* ScumipT! gibt als mégliche Abweichungen der Internationalen 
von der thermodynamischen Temperaturskala in Anbetracht der be- | 
schrankten MeBgenauigkeit + 4° bei 2000°C und + 20° bei 3000°C an. 
Vielleicht besitzt ein Abweichen von der Internationalen Temperatur- 
skala im Pyrometergebiet heute noch mehr eine prinzipielle Bedeutung — 
als es praktisch schon eine Rolle spielt. Insofern ware auch vom Stand- 
punkt der Innehaltung oder Annaherung an die Internationale Tempe-_ 
raturskala unter Umstanden die Benutzung des Wertepaares cs, Th, 
fiir die Bestimmung des Lichtaquivalents vertretbar. 

Die Bevorzugung der experimentellen Werte c; und Tp, gibt aber | 
die Méglichkeit, das Lichtaquivalent genau wie das W armedquivalent 
seinem jeweiligen Zahlenwert nach jederzeit allein aus dem Experiment 
zu entnehmen, ohne irgendwelche durch die Definition der physikali 
schen und lichttechnischen Leistungseinheiten nicht bedingte Vorgaben 
beriicksichtigen zu miissen. Dabei wiirde ein jeweils optimaler An- 
gleich an die thermodynamische Skala erzielt werden. Auf der anderen 
Seite kann es als ein Nachteil dieser Methode angesehen werden, daB 
die jeweils resultierenden Zahlenwerte fiir das Lichtaquivalent ent- 
sprechend dem jeweils benutzten cj-Wert unter den verschiedenen — 
Autoren zeitlich und Grtlich gréBere Unterschiede aufweisen, da diese 
Zahlenwerte ja sozusagen mit einem Ubersetzungsverhaltnis 12:41 die 
Kursschwankungen in der Kenntnis und Angabe der Atomkonstanten- 
werte mitmachen. Wenn wir ‘auch heute der Ansicht sind, daB der 
derzeit vertretbare und in sich sehr konsistente Satz von Werten fiir 
die einzelnen allgemeinen und Atomkonstanten einen hohen Grad von 
Stabilitat erreicht hat, so sind doch auf diesem Gebiet weitere Uber- 
raschungen nicht vdllig ausschlieBbar?. 


‘ ScumipT, E.: Einfiihrung in die technische Thermodynamik, 2. Aufl., S. 6. 
Berlin 1944. ‘ 

2 Anmerkung bei der Korrektur: Inzwischen sind die Diskussionen liber die. 
Internationale Temperaturskala im Comité Consultatif de Thermométrie erneut 
aufgenommen worden. Méglicherweise wird bei einer Neufestsetzung der Daten, 
durch welche die neue Internationale Temperaturskala oberhalb des Goldpunktes — 
bestimmt werden soll, der Wert fiir die zweite Strahlungskonstante den Ergeb- 
nissen der Atomkonstantenbestimmungen, d.h. dem Wert (16’) angeglichen 
werden. Damit wiirde eine Entscheidung des hier diskutierten Problems zu Gun-_ 
sten der Werte (22a’) und (22b’) fiir das Lichtaquivalent fallen. Der aus den ato- 
maren Konstanten abzuleitende cy-Wert steht allerdings nicht in Einklang mit den 
Ergebnissen makroskopischer Strahlungsmessungen. In diesem Zusammenhan 
muB auch die Méglichkeit einer Fehlbestimmung und damit inkorrekten Fest 
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. Einfiihrung und Bestimmung des Lichtiquivalents. ed se oe” 
Zum SchluB dieses Abschnittes wollen wir noch als Beispiel die | J ty 
aut ahnliche Weise von WeNsEL! und HELLER? durchgefiithrten Be- ae 
rechnungen des Lichtaquivalents erwahnen. .WENSEL erhalt mit dem Ae 
Wert : 4 
cy = 1,436 cm~ grad + (16’’) . a 


der 2. Strahlungskonstanten fiir den Platinerstarrungspunkt und das in Oi 
_Lichtaquivalent . ees 


Ty, = 2043,8°K + 47) 3, an 

M = 1,508 - 10%erg/s - NIm, (22a"”) ae 

wahrend HELLER ah 
cs = 1,439 cm- grad (16”’’) aN 

benutzt und daraus ; * 
Te, = 2041,3°K (17’"") a i; 

p » yaa 

M'= aay W/NIm = 1,453-10-3W/Nlm (2254) a 

ableitet. ; 3 


3. Das Lichtdquivalent fiir den Bereich des reinen Stadbchen-Sehens. , Re 


Wahrend bei Leuchtdichten B> 10? asb das menschliche Auge ee 
nur mit den farbtiichtigen Zapfen anspricht, sind bei Leuchtdichten AS Me 
B<10~ asb die farbunempfindlichen Staébchen die im Auge wirk- ee. 

samen Strahlungsempfanger. In dem bei den einzelnen Beobachtern 3 dn 
_ sehr verschiedenen und hier in sehr weiten Grenzen angegebenen Zwi- <n Ree 
schenbereich 10? asb < B <10-* asb wirken beide Arten lichtempfind- _ *s 
licher Elemente im Auge zusammen. Die nahere Untersuchung der moe ie 
unter der Bezeichnung PurRkINJEsches Phanomen zusammengefaBten ie 
Erschéinungen ergab unter anderem, daB die spektrale Empfindlich- i Ge 
keit der Stabchen eine ganz andere ist als die der Zapfen. -Beim Uber- OS 
gang vom Zapfen- zum Stabchen-Sehen verschiebt sich die spektrale a 
Augenempfindlichkeitskurve nach ktirzeren Wellenlangen. - 
setzung des Goldpunktes T,,, auf die schon vor einiger Zeit HENNING hinwies, in | 


Betracht gezogen werden — Fragen, die durch,neue Prazisionsmessungen geklart : a 
werden miissen (Moser, H., U. Stix u. C. Trncwatpt: Naturwiss. 35, 60 (1948); 
Optik 1948 (im Druck)]. : 
1 WENSEL, H.T.: Nat. Bur. Stand. J. Res. 22, 375 (1939). + 
2 HELLER, G.: Phil. techn. Rdsch. 5, 1 (1940). 
+ Die von WENsEL benutzten Daten (16) und (17”) fiir c; und 7), wurden 
von MacApam [MacApam, D.L.: J. opt. Soc. Amer. 35, 615 (1945)] als Standard- ; 
werte fiir lichttechnische Berechnungen angegeben. — Anmerkung bei der Korrek- 
tur: Kiirzlich berechneten VAN DusEN und Dani [Van Dusen, M.S. u. A. I. 
Dauv: Nat. Bur. Stand. J. Res. 39, 291 (1947)] aus neuen eigenen Messungen des 
Helligkeitsverhaltnisses des schwarzen Kérpers bei den Erstarrungstemperaturen 
des Ni gegeniiber Au, des Co gegeniiber Au und des Pd gegeniiber Au und den 
gasthermometrischen Bestimmungen des Ni-, Co- und Pd-Punktes in der thermo- 
dynamischen Skala fiir c, als Mittelwert 1,438, cm - grad. 


N Ogee 
Fiir das reine Zapfen-Sehen, d. h. den Bereich der Hellempfindlich- 
Beek} keit des menschlichen Auges, wurde die Funktion 


V;, der relativen 
spektralen Hellempfindlichkeit mit einem Maximum fiir Anax = 555 my 
international festgelegt. Fiir das Stabchen-Sehen des dunkeladaptierte a 
Auges besteht eine solche Vereinbarung iiber die entsprechende Punk- 
tion V, der relativen spektralen Dunkel- oder Dammerungsempfind | 
lichkeit nicht. Fir das Maximum der Daémmerungsempfindlichkeit 


wurden Wellenlingen zwischen ~psx = 500 mp und Amaze = 520 sa 


4 


0 
400 ¥50 500 529 550 600 650 700 my 750 
Aa— 
Abb. 2. Relative spektrale Augenempfindlichkeiten. Internationa vereinbarte relative spektrale 
Hellempfindlichkeit V; (——). Relative spektrale Dammerungsempfindlichkeit } Aw nach WEAVER (———). 


beobachtet. Die von WEAVER?! aus den MeBwerten von 14 Beobachtern 
gemittelte und heute meist benutzte Kurve mit einem Maximum bei 
Amax = 513 my scheint recht gut den Gang der Funktion V, zu reprasen- — 
tieren. Wir wollen sie mit V,. bezeichnen und den folgenden Be-— 
rechnungen zugrunde legen. In der Abb. 2 sind die beiden Empfind- 
lichkeitsfunktionen V, und V,y graphisch dargestellt worden. ee 
schneiden sich bei A = 529 my: d.h. bei dieser Wellenlinge besitzt 

nach den Weaverschen Mefergebnissen das menschliche Auge im _ 
Gebiete des reinen Zapfen-Sehens und im Bereich des reinen Staébchen- — 
Sehens ‘die gleiche relative Empfindlichkeit q 


Vi2omp ace Vi20my,w ead 0,854 . (25) ¢ 
’ wg Fiir den Bereich des reinen Stabchen-Sehens erwies sich in den 
way bn letzten Jahren die Definition eigener lichttechnischer GréBen als zweck- 


miBig, wie beispielsweise der Dunkelleuchtdichte B, des Dunkellicht- 
stromes ®, der Dunkelbeleuchtungsstirke E usw.?. Sie unterscheiden — 


ya. 1 Weaver, K. S.: J. Opt. Soc. Amer. 27, 36 (1937). 
A 2 -D.L. T. G.: Licht 10, 103 (1940). 


> 


sich von den fitsomechancen lichttechnischen GréBen fiir helladaptiertes 
in ihrer Verkniipfung mit den zugehirigen physikalischen Strah- 

groBen durch den Ersatz von V, durch V,, also durch die Art 
er physiologischen Bewertung. So sont beispielsweise die fiir den 
gals der Hellempfindlichkeit definierte Leuchtdichte 


“i B=fS,V,-da (4) | 
im Gebiet des reinen Stabchen- Sehens in die nicelikichidichte . 
ACT (26) 


aber. Wahrend sich bei einem monochromatischen Strahler, der im 
elligkeitsbereich des reinen Zapfen-Sehens die physikalische Leistungs- 
di dichte S,° 44 und nach entsprechender Abschwichung im Gebiet des 
Teinen Stabchen- Sehens die physikalische Leistungsdiechte S¥ - dA ab- 
S t, das Verhaltnis zwischen resultierender monochromatischer 
Le chtdichte und Dunkelleuchtdichte 

Bi Si Va 


— = ——_ + — 2 ' 
B, Si Vy (27) 


noch in einen rein physikalisch gegebenen Faktor S,/S* und einen 
ein physiologisch bedingten Faktor V,/V, aufspalten lat, liegen die 
Verhaltnisse fiir das entsprechende Leuchtdichteverhaltnis bei einer 
beliebigen Lithtquelle 


3 B  fSiW-da 


forehans nicht mehr so einfach; eine Veranderung der Ausstrahlungs- 
intensitat wird namlich im allgemeinen auch eine Anderung in der 
elativen spektralen Intensitatsverteilung der Lichtquelle bewirken. 
Einen direkten Anschlu8 der Dunkelleuchtdichte an die Leuchtdichte 
Ka nn man aber nur fiir solche Strahlungen eindeutig ermitteln, welche 
den gleichen und durch Konvention zu bestimmenden Farbeindruck 
m Auge hervorrufen. * 
In Deutschland wurde eine Einheit! fiir die Dunkelleuchtdichte B oe 
zum zahlenmafigen Anschlu8 an die Einheit sb fiir die Leuchtdichte B S ie 
estgesetzt und mit Skot (sk) bezeichnet. Als definierende Farbzu- a, 
sam ata fiir diesen Anschlu8 wurde die Strahlung des schwarzen Os 
Korpers bei T = 2360°K, d.h. eine Strahlung der Farbtemperatur . 
= 2360°K vereinbart. Nach den Festlegungen fiir die Einheit der 
Dunkelleuchtdichte gilt ber der Farbtemperatur T, = 2360°K ' 
—— “ 4 


1 sk = 10 asb = “sb. (29) xe 


1D. L. T. G.: Licht 10, 103 . (1940) , 
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Fir alle Strahlungen, die einen von ae _schwarzen Strahlung bei. 
T = 2360°K abweichenden Farbeindruck im Auge hervorrufen, wird 
der Umrechnungsfaktor zwischen den Einheiten sk und sb nicht mehr 
durch die Relation (29) gegeben. Zahlenwertangaben in 10° asb konnen ~ 
unabhangig von der Farbtemperatur auf solche in sk beispielsweise 
durch eine graphische Methode umgerechnet werden, wenn die Energie " 
verteilung S¥ der Lichtquelle bekannt oder gemessen ist. , 

Zur Erleichterung solcher numerischen oder graphischen Umrech-— 
nungen hat man ein Lichtéquivalent M bzw. M’ fiir den Bereich des 
reinen Stabchen-Sehens eingefiihrt, welches groBengleichungsmabig ent- 


Bie sprechend der Relation (9) durch die Beziehung a 
Paes 

onan —_—  — S,Va-dh ca 
= Mai = ot (30 
Vie: definiert ist. 

mR Die zahlenmafige Verkniipfung cyiches M und M wird ent- 
- hes sprechend den Festsetzungen fiir die Einheit sk der Dunkelleucht- 
Sa) dichte durch die schwarze Strahlung der Temperatur von 2360°K 
af hergestellt, deren Leistungsdichte mit S; osg9-x bezeichnet werden soll. 
Ae Die durch diese Strahlung hervorgerufene Leuchtdichte kénnen wir 
‘i ‘ea durch 2 Gleichungen beschreiben, einmal durch eine Zahlenwertglei- 
ae chung fiir die Leuchtdichte Boseo°k , gemessen in 10-% asb, ; 
beet HIND 1 : : 
eek {B2360 °K} 10-8 asb = SM spiced aa tane. { if S3,2360°K + Vj ° dave ; (34a) 
* 8 ped 

ie und zum anderen durch eine Zahlenwertgleichung fiir die Dunkel- 
= +, leuchtdichte Boggo°x , gemessen in sk, 
pe. * = 1 > 

ee : { Bosoo°x}sk — {M }wiem*- sk % { [Ss 2360 °K * A . daly cm? * (34 b’ 5 
nie Nach der Definition des sk miissen die beiden Zahlenwerte (31a) und 
a (31b) gerade gleich sein, woraus fiir das Verhaltnis der mesma air 


{M1}w/em®. sk_ _ {fSa,2360°K Vz > dA}wiom: —_ fSa/2360°K + Vy+ dA 
{M }wiem?10-%asb {Sa 2360°K -Vg-dA}wiem? _fSa,2360°K - Va dA (32 


und fiir das ,,Dunkel‘'-Lichtaquivalent selbst 


Sa, 2360°K + Va+ add 

M’\ — a ale an sth SAE IS 5 oe 

{ JW/om*+sk = fSa, 2360° K Va-da -{M }w em? - 10-3 asb 
Age” ee ee ‘ 
a pga 8 eA ROK AM wixim (33) 


10-" ae ok : 
a 8 fh(d)da  {M }w/nim 


r ve es 4 , 
a <>! y 
a oe 
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folgt. Die beiden in der Gl. (33) enthaltenen Integrale werden 
% ach der gleichen Methode numerisch-graphisch bestimmt, wie das 
Integral C oder C’ zur Berechnung des Lichtaquivalents fiir Zapfen- 
(Sehen. Dabei wurden die von Weaver fir V,y mitgeteilten Werte 
_tiber den letzten angegebenen Wert (Vioomy,w = 0,0185) hinaus nach 
_kiirzeren Wellenlangen aus dem Gesamtverlauf bis 4 = 380 my. extra- 
_poliert. In der Abb.3 sind die beiden Integrandenfunktionen g(A) 


~~ * hy rs | 
gd), hii) —~ 


790 mL 750 
A— 
Abb. 3. Integralfunktionen. 
&(A) = 4-5. e— 02/2 2360°K 7): (-—_); h(a) = A-$+ e— 02/4 2360°K yy,» (__), 


und f(A) graphisch dargestellt worden. Da hier der Quotient zweier 
nur durch die relative Augenempfindlichkeitsfunktion unterschiedener 
Integrale eingeht, ist es praktisch belanglos, ob wir fiir die 2. Strahlungs- 
_konstante den 1927 fiir die Internationale Temperaturskala festge- 
-setzten Wert (16) oder den aus Atomkonstantenbestimmungen folgen- 
den Wert (16’) einsetzen. Wir benutzen den ersteren und erhalten 


 zahlenmabig 
ee ee = 0 A681, + 0,00023: _ (34) 


F Si (d)-d2 ~~ (4,008, + 0,006) «104 cm~4 
“Mit diesem Zahlenwert ergibt sich fiir das Lichtaquivalent im Bereich 
des Stabchen-Sehens nach Beziehung (33) bei Bezug auf die Werte- 


Zt , va a’ "7 , > - 
paare cy, Tp, und c5, Tp, ; : 


Be M = (2,339 ba 0,020) - 10-4 erg/s - cm? « sk (63a). 
“Sih ‘ipa’ M’ = (2,338, -+ 0,020) - 10-4 W/cm? -sk f (33b) 
M = (2,16, + 0,08) - 10-4 erg/s - cm? - sk (33a) 
M’ = (2,16, 0,08) - 10-1 W/cm? - sk f. 3b’) 


ats oe . Analoge Uberlegungen fiihren zu dem Ergebnis, daB bei zahlen- — 
aad wertmaBiger Kenntnis der Leuchtdichte in 10~*asb einer beliebigen - | 
Lichtquelle von bekannter spektraler Strahlungsleistungsdichte S, der 
entsprechende Zahlenwert der Dunkelleuchtdichte in sk durch eine 
graphische Umrechnung entsprechend der Beziehung 


7 {M’}w/cmt- 10-*asb SSaVi -dh - 
(B}se ar fig em TL ee {Bho asw 


(Cos Tt) : 


2 5) 
J SiVaw-dd GB * 
Sf SaVa-da ; 
Or bestimmt werden kann, wobei die Farbtemperatur der Strahlung S, 
‘3 keine Rolle mehr spielt. 


‘es = (2,160; + 0,001) - *{B}s0-+as 


2 


4. Zahlenwerte fiir die LichtéquivalentgroBen M, M' und M, M’, 
a! bezogen auf die neuen, internationalen und HEFNER-Lichteinheiten. 
x In den beiden voraufgegangenen Abschnitten haben wir alle Zahlen- 
werte auf die neuen photometrischen Einheiten bezogen. Da aber die 

tiberwiegende Mehrzahl aller lichttechnischen Zahlenangaben bislang } 
in internationalen oder HEFNER-Einheiten gemacht wurde und in der 
Literatur veréffentlicht ist, wollen wir abschlieBend noch die ent- ‘ 
sprechenden Zahlenwerte fiir das Lichtaquivalent in allen drei Ein-— 
heitenarten der Photometrie zusammenstellen. 


Tabelle §. Leuchtdichte Brp, des schwarzen Kérpers am Platinpunkt Tp. 


B 
Staatsinstitut Tp; | BT yp 


{Isb} ; [Hsb) 


es) eh" es pe Le ee 


Institut de Strassbourg$ 
PTR* 


ae Ade Mittelwert: 58,88 | 66,42 ; 

i r + W= Wint; 1 Wint = 1,00019 + 107 erg/s. —“Y 
oad * Bucktey, H. u. W. Barnett: Nat. Phys. Lab., ‘Rep. 1935, 80. 

peo * WenseEL, H.T., W. F. Rorssr, L. E. BARBRow u. F, R. CALDWELL: Nat. 
hes 5 Bur. Stand. J. Res. 6, 1103 (1931). 

rut ® Rrpaup, G.: Rev. Opt. 12, 289 (1933). 

EF * Briefliche Mitteilung von Prof. HorrMann (DAMG). 
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o Biv te Rath ke der neuen Lichteinheiten haben die zustandigen 
TSta aatslaboratorien sehr genaue Bestimmungen der Leuchtdichte des 
re schwarzen K6rpers beim Platinerstarrungspunkt in der bisher von 

ihr en benutzten photometrischen Leuchtdichteeinheit des Isb oder Hsb 


durchgefiihrt. Die Ergebnisse dieser Prazisionsmessungen gibt die 

Ba Pabelle 5 wieder. Das Resultat kénnen wir als Relation fir die Leucht- 
d lichte des schwarzen Kérpers am Platinpunkt 

+ ; Br», = 60 Nsb = 58,88 Isb = 65,42 Hsb | (36) 

_-—s Tabelle 6. Zahlenwerte fiir das mechanische und elektrische Lichtdquivalent, 


_bezogen auf die derzeitige Internationale Temperaturskala (¢, = 1,432 cm-grad; 
Farbtemperatur T; = 2046 °K). 


Mechanisches Lichtaquivalent fiir Flektrisches Lichtaquivalent fiir 


Zapfen-Sehen 


M 
[10* erg/s - lm] 


Stabchen-Sehen Zapfen-Sehen Stabchen-Sehen 


, 


M M 
[10-* erg/s -cm*-sk] [10-3 W/Im] ¢ 


(10-4 Wiem?+ sk] + 


1/M’ 
{108Im/W]t 


1/M 1/M 
(10-5 Im - s/erg] | (10? em? - sk - s/erg] 


 ‘Tabelle 7. Zahlenwerte fiir das mechanische und elektrische Lichtdquivalent, bezogen 
auf den Wert ra = 4,438. 0,002 cm+ grad aus Atomkonstantenstimmungen. 
(Farbtemperatur T; = 2042°K). 


Elektrisches Lichtaquivalent fiir 


Mechanisches Lichtaquivalent fir 


Zapfen-Sehen Stabchen-Sehen Zapfen-Sehen Stabchen-Sehen 


M M M 
{10~-* erg/s + cm? + sk] [10-* W/lm] + (10-4 W/cm?- sk] ¢ 


M 
[104 erg/s - Im] 


a 


1 
[10 n2+sk/W] F 


a 


1/M 1/M 
[10% lm/W] t 


{10 cm* - sk - s/erg] 


° 


Face mere Ei sae Pepe =i thy, | = ee 
158 ol cneagaiv sien 
, . Pe ; ac: Ayo . 8g 
schreiben, aus der die 3 Umrechh ungsbezialningen bei einer Farbtem- 


peratur 7; = 2046 °K 
4 NK =0,081, IK =1,107, HK 
41K =1,019, NK = 1,128; HK, 
4 HK = 0,903, NK = 0,886; IK , 


-zwischen den 3 Lichtstarkeeinheiten der NK, IK und HK folgen. Diesen 
Umrechnungsfaktoren ist eine Fehlergrenze von wenigen Promille z 
zuordnen. <a 

Uber diese Relationen (37), (38) und (39) rechnen wir die in den 
neuen Lichteinheiten angegebenen Zahlenwerte (22) und (33) auf die 
entsprechenden in internationalen und HEFNER-Einheiten gemessenen 
um. Das Ergebnis geben die Tabellen 6 und 7 wieder. Tabelle 6 enthalt 
die verschiedenen Zahlenwerte fiir die Lichtaquivalente in den Bereichen 

des Zapfen- und Stabchen-Sehens, bezogen auf die derzeitige Inter- 
nationale Temperaturskala, d. h. unter Benutzung des Wertepaares (16), 
(17) fiir c, und 7p,; in der Tabelle 7 sind die entsprechenden Zahlen. 
werte, bezogen auf rein experimentell ermittelte Daten, d. h. unter Be- 
nutzung des Wertepaares (16’), (17’) fiir c, und 7), eingetragen worden. 
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Warmeiaquivalent und kalorische Energiemafe. 
Von 
U. STILLE in Braunschweig. 


(Eingegangen am 1. September 1947.) 
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fiigbaren Daten ermittelt und tabellarisch zusammengefaBt. 


atom- und kernphysikalischert Vorgangen voll erwiesen. 


elektrischen Leiters in einem Magnetfeld 1843 durch. 


2 Mayer, J. R.: Liebigs Ann. Chem. 42, 233 (1842). 
3 Jourz, J. P.: Phil. Mag. (3) 23, 263, 343, 435 (1843). 
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Das mechanische und elektrische Warmeaquivalent J bzw. J’ wird in gréBen- 
maBiger Definition eingefiihrt. Bezogen auf die 15°-Kalorie werden als derzeit 
vertretbare Zahlenwerte fiir das Warmedquivalent aus den Ergebnissen der in 
verschiedenen Staatsinstituten durchgefiihrten Prazisionsbestimmungen J = 4,1854 
+ 0,0008 Erg/cal, . bzw. J’ = 4,1846 + 0,0008 J in:/cal,;. abgeleitet. Ferner werden 
die Definitionen fiir die 10 gebrauchlichsten kalorischen EnergiemaBe zusammen- 
gestellt und die wechselseitigen Umrechnungsfaktoren zwischen diesen sowie der 
mechanischen und elektrischen Energieeinheit Erg bzw. Jint aus den heute ver- 


Am 23. 7. 1847 formulierte HERMANN v. HELMHOLTZ in einer Sitzung 
der Physikalischen Gesellschaft zu Berlin das Gesetz von der ,,Er- 
haltung der Kraft‘t. Das von HELMHOLTZ begriindete Prinzip von 
der Erhaltung der Energie, wie wir es in unserem heutigen Sprach- 
gebrauch bezeichnen, hat sich ein Jahrhundert als grundlegende Richt- 
schnur naturwissenschaftlichen Denkens und Arbeitens im Bereich der 
Makrophysik hervorragend bewdhrt und seine Giiltigkeit auch bei 


Der Energiesatz erhielt zundchst eine quantitative Unterlage durch 
die Bestimmung der einem mechanischen Energiebetrage aquivalenten 
Warimemenge. Diese energetische Aquivalenz charakterisiert das mecha- 
nische Warmedquivalent. Es wurde zuerst aus der Differenz der spezifi- 
schen Warmen eines Gases bei konstantem Druck und bei konstantem 
Volumen zahlenwertmaBig im Jahre 1842 von JuLius RoBERT MAYER? 
berechnet, welcher gleichzeitig die Idee von der Umwandelbarkeit der 
Energie in verschiedene Erscheinungsformen aussprach. Die erste un- 
mittelbar experimentelle Bestimmung des mechanischen Warmedaqui- 
valents fiihrte JAMES Prescotr JouLE* iiber die Bewegung eines 


Seitdem sind zahlreiche experimentelle Untersuchungen zur Fest- 
legung von Zahlenwerten fiir das Warmedquivalent angestellt worden. 
Wir wollen das Jubilaum des Energiesatzes zum Anla®8 nehmen, die 


1 Hermuortz, H.: Uber die Erhaltung der Kraft. Berlin: G. Reimer 1847. 
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aus den vorliegenden Prizisionsmessungen abzuleitenden und d 
vertretbaren Werte fiir das Warmedquivalent, bezogen auf die v 
schiedenen kalorischen Energiceinheiten, zusammenzustellent. 


1. Das mechanische und elektrische Wdarmedquivalent. 


Man pflegt heute zwischen einem mechanischen und einem elektri- 
schen Warmedquivalent zu unterscheiden. Das mechanische Warme- 
aquivalent J ist definiert als das Verhaltnis derjenigen (in mechanischem. 
MaB zu messenden) mechanischen Energie, welche mit der kalorisch 
Warmemengeneinheit betragsgleich ist, zu dieser Warmemengeneinhe: 
und entsprechend das elektrische Warmedquivalent J’ als das Verhal 
derjenigen (in elektrischem Ma8 zu messenden) elektrischen Energi es 
welche mit der kalorischen Warmemengeneinheit betragsgleich ist, zu 
dieser Warmemengeneinheit. é ? 

Die Warmedquivalente J und /’ stellen also als Quotienten zwei “1 
oa. gleicher GréBen selbst dimensionslose GréSen vom Betrage Eins dar: 


j=izsJ. (1) 


Ihre Zahlenwerte {J} und {J’} hangen von der jeweils zugrunde gelegten 
mechanischen oder elektrischen und der kalorischen Energieeinheit ab. 
Sie kénnen als Umrechnungsfaktoren zwischen der kalorischen Warme- 
ae mengeneinheit und der gerade betrachteten mechanischen oder elektri- 
pips schen Energieeinheit aufgefaBt werden oder als Ausgleichsfaktoren in 
ar auf diese Einheiten bezogenen Zahlenwertgleichungen auftreten. Dabe 
wurde urspriinglich als kalorische Warmemengeneinheit die 15°-Kalorie 

(cal,5:) benutzt, welche definiert ist als diejenige Warmemenge, die 

Eps, 41g Wasser unter dem Druck einer physikalischen Normalatmosphare 
ae (Pp = 1 Atm,) von 14,5 °C auf 15,5 °C erwarmt. Die cal,,- wird also 
xe durch eine Stoffeigenschaft des Wassers, und zwar durch seine spezifi- 
Rai: sche Warme c)? © (H,O) bei 15 °C und physikalischem Normdruck $9 
Se gegeben. , 4 
Zur Ermittlung von Zahlenwerten fiir das Warmeaquivalent stehen 
derzeit die Ergebnisse aus 3 Prazisionsuntersuchungen zur Verfiigung: 
die Bestimmung des mechanischen Warmedquivalents durch BY 


aS 


' In der vorliegenden Verdéffentlichung ist die Ziffernzahl bei den ohne gleich- 
U zeitige explizite Fehlerangabe mitgeteilten Zahlenwerten so bemessen, daB ent- 
y sprechend der zu dem einzelnen Zahlenwert gehérigen Fehlergrenze jeweils die 
letzte hochgestellte Ziffer unsicher ist. Betragt diese Unsicherheit in der letzten 
5 Stelle ziffernmaBig weniger als 5, so wird noch eine weitere Stelle tiefgestelit an 
den Zahlenwert angefiigt. Eine Aufrundung der letzten angegebenen (hoch- oder 
tiefgestellten) Ziffer wird durch einen tiber diese gesetzten waagerechten Strich (-) 
gekennzeichnet, wahrend algebraische Perioden durch waagerechten Doppel- 
‘e' strich (=) tiber der betreffenden Zahlenperiode hervorgehoben werden. 


Sates 
- 

r 
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-und HeErcus? im National Physical Laboratory und die Bestimmungen 
des elektrischen Warmedquivalentes durch JAEGER und v. STEINWEHR? 

in der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt und von OSBORNE, 
_ Stimson und GrInnincs* im National Bureau of Standards. Samt- 
_liche Autoren haben in verschiedenen Temperaturbereichen die spezifi- 
; sche Warme des Wassers in mechanischem oder elektrischem Energie- 
ma gemessen. Der Zahlenwert des Warmedquivalents fiir das be- 
_treifende Energiemaf wird dann entsprechend der Definition der calj;- 
»jeweils durch den Zahlenwert fiir die spezifische Warme des Wassers 
pe, (H,O) bei 15 °C unter normalem Atmospharendruck p) und be- 
_zogen auf 1g Wasser gegeben. 

Lasy und Hercus haben ihre 23 MeBpunkte zwischen 15 °C und 

21 °C in 6 Gruppen um jeweils eine mittlere MeBtemperatur zusammen- 
_ gefaBt und geben als gewichteten Mittelwert aus diesen Gruppen einen 
_ Zahlenwert fiir die spezifische Warme des Wassers bei der Temperatur 
= 62°F aes 
: ¢», (HO) = 4,1841 Erg/g- grad f (2) 
_an. 
: JAEGER und v, STEINWEHR ermitteln aus ihren zwischen 5°C und 
50°C durchgefiihrten Messungen als analytische Darstellung fiir die 
_ spezifische Wasserwarme in diesem Temperaturbereich die Gleichung 


: ep, (H,O) = 4,2047, —0,001768 {3} + 0,00002644, {Pic Jin/g*grad, (3) 
woraus sich fiir die spezifische Warme des Wassers bei 15 °C 

cp, (Hx0) = 4,18429 Jine/g * grad, (4) 
oder mit der von den Autoren angegebenen Fehlergrenze fiir das elek- 


trische Warmedquivalent 
ti = 4,1842, oad 0,0008 Jint/calys- (5) 


ts) i al 


- ergibt. 

: OsBORNE, STIMSON und GINNINGs stellen ihre zwischen Eis- und 
' Dampfpunkt fiir die spezifische Warme des Wassers gemessenen Resul- 
' tate durch die Gleichung 


cp, (H2O) = 4,169036 + 3,639 - 10-4 [{P}oc + 100]°°%* = | 
. nk 0,0467 - 4 Q—9,936 (ec Jxas/g : grad +t J 


1 Tasy, T. H. und E. O. Hercus: Phil. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 
227, 63 (1927). 

2 JaEcER, W. u. H.v. STEINWEHR: Ann. Phys., (IV) 64, 365 (1921). — 
*Z. Instrumentenkde. 46, 105 (1926). 

3 OsporneE, N. S., H. F. Stimson u. D. C. Ginnines: Nat. Bur. Stand. J. Res. 
23, 197 (1939). bt aes, 

+ Das GroBerg (Erg) ist die Energieeinheit im physikalischen MKS-Maf- 
system der Mechanik: 1 Erg = 1 m*kg s“4 = 107 erg = 1 Jabs. 

tt Jnps bedeutet das im NBS benutzte internationale Joule, so wie es im 
NBS aufbewabrt bzw. reproduziert wird. Es weicht vom mittleren internationalen 


(6) 


po 


Ayer hy Vee 


wow 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. a4 


Pe, oP we Ce NS 


hae woraus fiir die Srentisite Warme des Wassers bei AB °C -ooiihaet s 


- OSBORNE, STIMSON und GINNINGS bemerken einen Gang in den Differen-_ 


Lone 


elektrische Warmedquivalent _ 
ch®°C (HO) = 4,18505 Fes ack 
J’ =4,18502 Jxps/calis: 
folgt. 

An den zahlenmaBigen Resultaten (2) und (3) bzw. (5) ist vol 
zwei Seiten Kritik geiibt worden. In einer Diskussion des ci 
den Fragenkomplexes unterzieht Brrcr? die Ergebnisse von LaBy 
und Hexcus einer kritischen Betrachtung und gelangt durch ein anderes 
Verfahren der Ausgleichsrechnung unter Ausschlu8 eines der 6 von — 
Lasy und HeErcus bestimmten MeBgruppenpunkte zu dem Resultat | 

J =4,1852,Erg/calis> - ' (2 a) 
fiir die Untersuchungen dieser Autoren. LaBy und HERcus haben 
die von BrrcE gemachten Einwendungen sowie die nachtraglich en 
Auswertungen an ihren MeBergebnissen und damit den Wert (2a) ; als 
Resultat ihrer Untersuchungen spater® anerkannt. = 

Die Ergebnisse von JAEGER und y. STEINWEHR werden von BircE! 
und von OSBORNE, STIMSON und GINNINGS® kritisch diskutiert un 
abgewandelt. BirGE stellt einen ausgesprochenen Gang in den Residuer n 
der MeBpunkte fest und gelangt auf Grund eigener Ausgleichsrechnun 
zu einer von der Gl. (3) abweichenden analytischen Darstellung di 
Ergebnisse von JAEGER und v. STEINWEHR. Aus seiner Formel be- 
rechnet BiRGE als von JAEGER und y. STEINWEHR gemessenes ele 
trisches Warmedaquivalent . 


A is = 4,1832, Jine/calis: s 


zen zwischen den von ihnen selbst und den yon JAEGER und y. STEN 

WEHR gemessenen Werten und fiigen zum Ausgleich an die Gl. (3 yo 
von JAEGER und v. STEINWEHR noch ein konstantes und ein lineares 

Korrektionsglied an. Mit dieser Korrektur errechnen OSBORNE, ST wo 
SON und GINNINGs fiir das von JAEFGER und Vv, STEINWEHR gemessene 
elektrische Warmeaquivalent den mit dem von BIRGE ermittelter n 
Rechenergebnis (5a) praktisch zusammenfallenden Wert ‘ag 


J se == 4, 1832 Jint/ Calis: A (5b) Hh) 


Joule, welches hier durch das Symbol Jjnt oder einfach Jing gekennzeichnet wird, 
um zeitlich schwankende Betrage ab, welche durch die Vergleichsmessungen it 
Bureau International des Poids et Mesures in Sévres ae festgestellt ena 
[s) U. StitLe: Z. Phys. 121, 34 (4943)}. 
1 BirGe, R. T.: Rev. Mod. Phys. 121, 1 (1929). 
> Lasy, T. H. u. E. O. Hercus: Proc. Phys. Soc., London 47, 1003 (1935) 
3 Osporne, N.S., H. F. Stimson u. D. C. Ginnines: Nat. Bur. Stand. J. Reds 
23, 197 (1939). oi 


i ee 


eT ws, : 


ate Oi “Warmedquivatent und kalorische Fnergiemalt. 


SES Steitunenahme von JARGER oder v. STEINWEHR zu den ak 


rungen (5a) und (5b), welche BiRGE einerseits und OsBoRNE , STIM- 
__ SON und GINNINGS andererseits an der Interpretation und Darstellung 


(3) baw. (5) der MeBergebnisse vorgenommen haben, ist nicht bekannt-_ 


geworden. Es ist seitens der urspriinglichen Autoren, welche die experi- 


e _Entscheidung liber die Auswertung der Messungen liegen mu, auch 
< auf eine erneute briefliche Anfrage keine Anerkennung eines der beiden 
he. _ Werte (5a) oder (5b) erfolgt?. Infolgedessen haben wir den urspriing- 
BS lich mitgeteilten Wert (5) als Resultat von JAEGER und y. STEINWEHR 
3 anzusehen und einer Mittelwertbildung zugrunde zu legen. 


Zu einer solchen Mittelung der drei Resultate (2a), (5) und (8) miissen 
wir zunachst entweder das Ergebnis (2a) von Lapy und HeErcus auf 
einen Wert fiir J’ oder die beiden anderen Resultate (5) und (8) in 


faktor #g? zwischen dem internationalen Joule und dem absoluten 
_ Joule oder GroBerg erforderlich werden. Soweit dies méglich ist, be- 
-nutzen wir hierbei diejenigen Werte fiir fg und q, welche zur Zeit der 


_ IMmessen waren. 


Einer friiheren Verdffentlichung? entnimmt man fiir die Zeit der 


bq = 41,0003 und fiir die,im NPL durchgefiihrten Messungen von 
_Lasy und Hercus # = 1,00050 und ¢g = 0,9998,, d. h. pq? = 1,0002,. 


Umrechnungsfaktor zwischen dem von ihnen benutzten Jy, und dem 
Javs = Erg mit pq? = 1,00019 an. a 
_ Der auf Jxzs bezogene Wert (8) des elektrischen Warmedquivalents 


- Ginnincs fiihrten ihre Untersuchungen 1937 im NBS durch, wobei 
- die elektrische Leistung N durch Strom- und Spannungsmessung iiber 
_Kompensator und Normalelement, d.h. entsprechend der Beziehung 
U? 
N= R (9) 
- ermittelt wurde. Fiir die Abweichungen des N BS-Volt (Vxps) und 
| NBS-Ohm (Qxgs) von den mittleren internationalen Einheiten Vin 
‘: 1 Briefliche Mitteilungen von Oberregierungsrat Dr. R. JAEGER und Prof. 
_ Vv. STEINWEHR. 
2 SritLE, U.: Z. Phys. 121, 34 (1943). 
14% 


y 
’ 
i 
4 
__mentellen Untersuchungen durchfiihrten und bei denen daher die letzte 
; 
5 
4 
, 


Werte fiir J umrechnen, wozu Zahlenwerte fiir den Umrechnungs- 


; _ experimentellen Untersuchungen fiir die damals im jeweiligen Staats- — 
institut aufbewahrten und benutzten internationalen Einheiten ge- 


Untersuchungen von JAEGER und v. STEINWEHR in der PTR die nicht — 
genauer mehr anzugebenden Werte # = 1,0005 und g = 0,9999, d.h. 


OSBORNE, STIMSON und GINNINGs geben in ihrer Verdffentlichung den — 


- mu8 noch auf Jz; umgerechnet werden. OSBORNE, STIMSON und. 


Vist — ens On Qxp NBS 


int Bi ds ; =f : == A 40-8 
Ve 9,5 - 10 (10) . tie 4 
bestimmt?. Mit der Zahlenwertgleichung 5 
U? ws Vir— Vues , Cm — Ones ie 
OE el ; 
ae Jt (RB Sige UR Stns Vig he ai (9") 
= 0,999985 {N} fens 


- ergibt sich als Resultat der Untersuchungen von 1 OSBORNE, eae 2 
a und GINNINGS 
eee vi = 418503 Juns/eahs — 4,1849y Juu/eahse. (8) 
In der Tabelle 1 sind die Ergebnisse (2a), (5) und (8’) fiir das Warme-— 
dquivalent aus den in NPL, PTR und NBS durchgefihrten Unter- 
-suchungen zusammengestellt und durch Fettdruck hervorgehoben wor- 3 
den. Gleichzeitig wurden die Spalten 4 und 6 vervollstandigt mit den 
3 korrespondierenden Werten fiir J’ und J, welche aus den urspr ing- 
lichen Werten (2a), (5) und (8) durch Umrechnung mit den in der oa 
5. Spalte nochmals aufgefiihrten #q?-Werten hervorgehen. ‘el 
Zur Mittelwertbildung bleibt noch die Gewichtszuteilung festzu-— 
legen. JAEGER und v. STEINWEHR geben als Fehlergrenze + 0,0008 4 
Jint/Cals> fiir ihren J’-Wert an. Auf Grund einer eingehenden Diskussion: 
_ der Arbeit von Lasy und Hercus gelangt Brrce® zu dem Ergebnis, — 
_.daB in diesen beiden Untersuchungen die gleiche MeBgenauigkeit ey 
reicht wurde’; dieser Feststellung schlieBen wir uns hier an. OSBORNE, © 
_ Stimson und Griynincs machen im Endresultat keine zahlenmaBige — 
_ Fehlerangabe, glauben aber mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% — 
___systematische Fehlerquellen mit einem relativen Gesamtfehler von — 
_. 1+40-4 ausschlieBen zu kénnen. Dieser Abschitzung eines wahrschei 


Tabelle 1. Experimentelle Bestimmungen des Warmedquivalents. 


| Staats: | Tos 
Anion institut | Jahr | [ Fintjcal, =] | 2 


JAEGER tnd v. STEINWEHR . . | PTR | 1921 | 4,1842, 
--« Lasy und Hercus (Brrce) . 4 NPL | 1927 | 4,1842, 
| OSBORNE, STIMSON und GINNINGS | NBS | 1939 . 4,1849, 


- a Mittelwert: 4,1844. 4,1855 


+ PéRARD, A. u. M. RoMANowski: Proc. Verb. C. I. P.M. (2) 19, B 6s 


Paks! (1939)..— Romanowski, M, u. M. Roux: Proc. Verb. C.I. P.M. (2) 19, 

| Sig} (1939). - StmtE, U.: Z. Phys. 121, 34 (1943). 

me ., * Birce, R. T.: Rev. mod. Phys. 1, 1 (1929). : 
Ais? * Bei einer spateren Betrachtung [R. T. BircE: Rep. eek Physics 8 
“e 90 (1942)] miBt Bircr den englischen Messungen etwas héhere Genauigkeit zu 
at (= 0,0007 Erg/cal,;. gegeniiber + 0,0009 Jin:/cal,,-). 3 " 
he 
a 

vp 


nt und as ee Tet 


‘Aaa ds FS Sate ye. ~ A J 
n Feblers von L', 0004 J ashi entspricht sicher der acbaaae 
Wert als Fehlergrenze?. Es ergeben sich also fiir alle 3 Untersuchungen XK ' 
= - praktisch iibereinstimmende Fehlergrenzen und damit gleiche Gewichte. © 
Die fiir J’ und J durch direkte arithmetische Mittelung folgenden 
e ‘Mittelwerte sind in der letzten Reihe der Tabelle 1 eingetragen worden. 
fo Diese beiden Mittelwerte 4,1844, Jjn,/caljs>und 4,185 5, Erg/cal,5- unter- 
2 _ scheiden sich zahlenwertmaBig um einen Faktor pq? = 1,00025, wel- 
cher praktisch mit dem aus den Priizisionsbestimmungen der verschie- 
= denen Staatsinstitute abzuleitenden Mittelwert 


ie er. 
ms iA pg? = 1,00025 + 0,00014 t¢ (12)raaaee 


po Rbercinstimmt: Dieser Tatsache darf sicher nicht zu groBe Bedeutung 

__ beigemessen werden. Immerhin spricht sie sehr dafiir, daB die auf — 
—zweierlei Weise vorgenommene Mittelwertsbildung-fiir das Warme- 
‘ ~ Aquivalent (Spalte 4 und 6 der Tabelle 1) zu zwei miteinander gut ver- i ; 
a _traglichen Mittelwerten J’ und J fihrt. 
_. Die innere Ubereinstimmung im Sinne der Ausgleichsrechnung ist 
_ zwischen den 3 Werten fiir J in der Spalte 6 der Tabelle 1 gréBer als” r 
zwischen den 3 Werten fiir J’ in der Spalte 4, wie aus den Residuen 
ret Wir wollen uns aber bei den weiteren Festlegungen nicht * - 
Atos Gesichtspunkten der Ausgleichsrechnung, sondern von der Tat- ; fie 
sache leiten lassen, da8 zur Bildung des Mittelwertes J’ zwei ,,Origi- « ce 
avert (fettgedruckt in der Tabelle 1) zur Verfiigung standen, | Dee 
_ wahrend nur ein direktes MeBergebnis fiir das mechanische Warme- “ee 
S~ Aquivalent J vorliegt. Dementsprechend legen wir als Mittelwert fiir 
- das ‘Warmeaquivalent den Mittelwert der Spalte 4 


Bi . | J’ = 41844, Juu/cahe ieee 
aR und erhalten mit dem pq?-Wert (12) fiir das mechanische ~ 
_ Warmeaquivalent Je Hise sErescalie ged 
ie Das Comité International des Poids et Mesures hat 1946 als end- : a 


_ giiltigen Termin fiir den Ubergang von den bisherigen internationalen wy % 
za den absoluten elektrischen Einheiten den 1. 1.1948 bestimmt und : 
fiir die wechselseitigen Umrechnungsfaktoren entsprechender Einheiten 
in diesen beiden elektrischen Ma8systemen die Beziehungen p = 1,00049 
und £qg=1,00034 vereinbart*. Diesen. beiden Festlegungen entspricht 
Si ates pq = 1,00019. | (12') 


- Dem pq?-Wert (12’) sind auf Grund der Vereinbarungen des Inter- 
~ nationalen Komitees die beiden Mittelwerte (13) u. (14) fiir das Warme- 
4 Srzz, U.: Z. Phys. 120, 703 (1943). 

s+ Srirze, U.: Z. Phys. 125, 174 (1948). — Arch. Elektrotechn. 39, 130 (1948). a 
- 2C,L.P.M: Proc. Verb. C.I. P.M. (2) 20, 129 (1946). OMe 
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eth 


-Einheit [0], des Temperaturgrades) erwarmen. Es sind dieses auBer — 


REE Ng Sen SPIE 
Ip eh, (et 
166 - = 


aquivalent anzupassen. Mit der oben oe etsiiven "Fehledetenton 2. 
von etwa 2-10-4f kénnen wir dann das elektrische und mechanische 


Warmedquivalent zusammenfassend schreiben - oa 
J= 4,1846 + 0,0008 Jint/Calyse , a (13’) 5 ; 
J =4,1854 + 0,0008 Erg/calis: . (14’) 


- * 


2. Zahlenwerte des Wédrmedquivalents, bezogen auf die verschiedenen » 
kalorischen Energieeinhetten. = 
Urspriinglich sollte das Warmedquivalent auf die Warmemengen- 
einheit der 15°-Kalorie Bezug nehmen. In weiterer Verallgemeinerung 
der Definition fiir das Warmedquivalent und Beriicksichtigung der — 
Identitat (1) waren jedoch entsprechende /’- und jJ-Werte fiir alle ee 
kalorischen Energieeinheiten anzugeben. “ 
Die kalorischen Energiemafe zerfallen in zwei verschiedene Gruppen: aa 
einmal die Gruppe der kalorischen Energieeinheiten im engeren Sinne, — 
deren Definition sie auf die spezifische Warme des Wassers bei ver- 
schiedenen Temperaturen zuriickfiihrt, und zum anderen die Gruppe — 
der nur nominellen kalorischen EnergiemaBe, welche nicht durch eine | 
kalorische Stoffeigenschaft bestimmt, sondern durch den zahlenwert- j 
maBigen Anschlu8 an andere Einheiten festgelegt werden. 
_ Die kalorischen EnergiemaBe im engeren Sinne sind definiert als 
die Warmemengen, welche bei normalem Atmospharendruck p= 1Atm, 
eine Wassermasse M (allgemein vom Betrage einer Masseneinheit [m],) — 
von einer'Temperatur #, auf eine Temperatur #, (allgemein um eine © 


el 
‘ 


der 15°-Kalorie (cal,;:) die 15°-thermie (th,;-), die 15°-Centigrade 
thermal unit (CTU,;-), die 60 °F-British thermal unit (BTUgo-,), die 39 °F- — 
British thermal unit (BTUsg-;), die mittlere Kalorie (cal) und die — 
Mean-British thermal unit (BTU,,.an). Die Einzelheiten der Definition — 
gehen aus der Tabelle 2 hervor, in deren letzter Spalte no die jeweils — 
charakteristische GréBe der spezifischen Wasserwarme ce, eingetragen — 
ist. Die cal und die BTU an beruhen fenipasaturtambig auf einem — = 
durch Integration von ¢,, tiber den Fundamentalabstand (Eispunkt- 
Dampfpunkt) gewonnenen Mittelwert (G))%.°. Die Bezugswerte fiir a 
Druck und Temperatur werden bei den Einheiten der British thermal 
unit unterschiedlich angegeben und geinreet Nach der Definition © 
der British Standards Institution (B.S. I.)® ist als Druck fy = 1 Atm, | 

t Darwin [Darwin, Cu.: Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 186, 149 (1946)] - 
gibt fiir die Genauigkeit, Hy der nach Auffassung des NPL das elektrische Warme- ~ Gy 
aquivalent bekannt ist, 1-107! in relativem MaBe an. 

1 PowkExi, R. W. nected Lond. 149, 525 (1942). — Darwin, Cu: 


Roy. Soc. London, Ser, A 186, 149 (1946). 
* Be Soi B.S. Sts, 1026 us 4686: 


a 


ll 
Jam 


- Kalorisches 


- Energie maB Symbol 
15°-Kalorie €al,,° 
-45°-thermie th,;: 
45°-Centigrade 
thermal unit CTU ,¢ 
60 °F-British 
thermal unit BT Ug >; 
os ° Ee 
30°F-British BTU yo -p 


thermal unit 


Mittlere Kalorie cal 
a 

Mean-British 

hermal unit 


“- 
‘ 


BTUs 
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Definierende Daten 


|Wassermasse Temperaturintervall 
M 8)... 0, 
1g 1594, 5 °C 04 5 RC 
Tee 14,50 Aa See 
Pi ave $4.5 Cs a5 5° 
1 lb. av. GOSE Se 6T TE 
1 lb. av. 391 OR 27. 40,4 OR 
Ay tig Boar er amare 
Shc ian ) 


{ » . 
41b. ay. | (35.°R "Ee 
180° 212 ) 


Definierende 
spezifische Wirme 


v 
“bo 
Se 
152 
ob 
15°C 
“Po 
15°C 
“be 
60,5°F _ 15,83 °C 
Pa) ee Be 
39.6°F 4,2 °C 
Pees Rye Be 
212°F 100°C 
Oo. o 
ch ad f cy a8 
32°F £02 
180°F 100 °C 
__ (100°C 
fe Subs 


und als Temperaturintervall fiir die Erwarmung des Wassers bei der 
BTUgo-¢ der Bereich von 60°F bis 61 °F festgesetzt, wahrend sich 
die BTUsg-p auf das Intervall 39,1 °F bis 40,1 °F beziehen soll. 

_ Zahlenwerte fiir das Warmedquivalent, bezogen auf die kalorischen 
_EnergiemaBe dieser Gruppe erhalt man iiber die Verkntipfungsrelationen 
zwischen der cal,;- und den iibrigen in der Tabelle 2 aufgefithrten 

_Warmeeinheiten. Hierfiir sind einmal die Beziehungen zwischen den 

internationalen und englischen Einheiten erforderlich 


a — 453,592338 t 
g 

et 

Gor ant t 


(15) 


(16) 


‘Zum anderen miissen die Verhiltniswerte c) ic, © bekannt sein, welche 
wir einheitlich den Gl. (3) oder (6) entnehmen kénnen. Mit Riick-— 
‘sicht auf die bei den mittleren Warmeeinheiten tiber den gesamten 


1 Ib. av. = pound avoirdupois. 

+ Gourp, F. A.: Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 186, 171 (1946). 
Ft Es sei hier angemerkt, da die Fahrenheit-Skala urspriinglich durch Fahren- 
heits Quecksilberthermometer realisiert und bestimmt war. Allerdings existiert 
auch in England, dem Ursprungsland dieser Temperaturskala, keine gesetzliche 
Bestimmung, welche exakt angibt, wie diese Temperatur in , Fahrenheits Skala“ 
; definiert ist (CH. Darwiy, l. c.). Es ist jedoch auch in England heute iiblich, den 
Eispunkt mit 32°F und den Dampfpunkt mit 212°F zu beziffern und diesen 


Fundamentalabstand gleichmaBig in 180 Teile zu teilen. 


Blsiery hee 


as tM ee ee ‘ . ° . Pale «>< f a 
JE Tabelle 2. Definitionsgrundlagen fiir die kalorischen EnergiemaBe im engeren Sinne, — 
bestimmt durch kalorische Stoffeigenschaften des Wassers. 
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Poe 
* atte. 2 bet) yi 

Fundamentalabstand erforderlich werdende Integration wahlen wi 
von OSBORNE, STIMSON und GINNINGS ermittelte Beziehung Ons 


ie $ ie Ergebnis ist in der Tabelle 3 zusammengefaft worden. 


Tabelle 3. Verhdliniswerte von spezifischen ‘ Diese Verhaltniszah D — 
Warmen des Wassers nach OSBORNE, Stimson sind mit wesentlich hdherer 
. und GINNINGS. Sicherheit anzugeben, als 


SAM ee To ae fOr Se S x 


Pic 2 jee die von OSBORNE, S MSO 
Po 
' op, 15 °C = und GINNINGS gemes ers 
> Se, IS Po Absolutwerte fiir die sp ez i- 
ey” 43°C fische Warme des Wassers; 
2} &p, sae ata 0,995617 ihre relative Fehlerg nze 
ope ¥ 1 1 scheint bei etwa 2: 0 ; 
0 
Foc liegen. <) 
15,83 °C 
Cy. 0,999805 | 1,000195 Z @ 
(%, Bea ; 1,00100, | 0,998995 der cal,;- ist dann fiir ei 


der in der Tabelle2 aufg = 
fihrten und hier allgemein mit (W.E.), bezeichneten kaloris 
Energiemafe folgendermaBen zu schreiben: 


op x pf Oy 
3 1 (WE), — Side. mle 10s. cain 
= a SRY 


Zu der 2. Gruppe der nominellen kalorischen EnergiemaBe gehéren — 
die Internationale Tafel-Kalorie (cal), die International steam tables-— 
British thermal unit (BTU;;), die thermochemische oder Rossn 
Kalorie (caljyermochem) und die auf die Gaskonstante bezogene cal*. al, 
‘ayes Die calyy, die BTU;; und die calijecmocnem Sind durch Anschh 1B 

Nene an die elektrische Energieeinheit definiert. Die 1. Internationale Dam pi- 
7, tafel-Konferenz fiihrte 1929 in London die cal,; durch die Festsetzung ; 


1 kWins h= 860,00 kcaly; as 3) “ 
oder A 


- 


Las 1 calry = co Rae 4, 186047 Jint (18 ) 


2 
a 


might: ein. Entsprechend wurde fiir die angelsichsischen Lander die BTU 
ON liber die Relation 


(19) 
oder unter Benutzung der Einheitengleichung (15) durch die Bezieh ng 


pea 1 BTUyr = 251,995743 calyr (19") 


pore % * ¥.D.1.: Z, VDI 73, 1856 (1929). — Davis, H.N.: Mech. Eng, 51, 794 
Ex) (19209). oo 


oid tape 
kalorische 
/ (: 


ae: ’ “ en i : 
ih i Riscsnch: Heateti im NBS es Ce atch die ten 


e Verkniipfung mit der internationalen elektrischen Energie- 
heit des NBS 


a 


1 1 calinermeenem — 4,1833 Jnss (20) 


"Bericht man in der Thermodynamik alle GréBen als spezifische | 
‘éBen auf das Mol, so spielt, besonders bei der Berechnung von Gas- 
chgewichten, die allgemeine spezifische Gaskonstante R, eine be- 

dere Rolle. Um eine zahlenmaBig einfache und direkt definierte 

rgetische Relation zur allgemeinen Gaskonstanten zu besitzen, wurde — 
das kalorische EnergiemaB der cal* eingeftihrt. Es ist durch die Defini-- 
tionsbeziehung 


: R, = 1,9860 cal*/molcnsx.- grad t _- (24) 
oaer 
ae 
tn Ro- molyy cg, * grad ‘ 
Bass! ROD ors Bsc (245) Sen 
festgelegt. . . 
ca ‘Die Bestimmung von Zahlenwerten des Warmedquivalents, bezogen 
auf diese 2. Gruppe der nominellen kalorischen EnergiemaBe, erfolgt 
vieder tiber den AnschluB dieser Einheiten an die cal,;-. Hierzu ist 
einmal die Kenntnis des jeweiligen Verhaltnisses 
Ay 8 Oe . ‘ ) J : 
i a a= NBS (22) 
J . 


der er internationalen elektrischen Energieeinheiten erforderlich, welches ¢ 


‘fi ir alle praktisch vorkommenden Fille mit im allgemeinen ausreichen- 
Genauigkeit gleich Eins gesetzt werden kann. Der speziell fiir 


45 Br giltige Wert 


: 2 = 0,999985 | (oahu teen 


wurde schon in der Relation (8’) benutzt. Als Mittelwert der in den — . 
letzten Jahren bis 1939 vom Bureau International des Poids et Mesures — 
verffentlichten Abweichungen fiir das Vypzs und Qyps von den ent- 
‘sprechenden mittleren internationalen Einheiten folgt 


€ = 0,999983. (22b) 


1 Muetier, E. F.: Mech. Eng. 52, 139 (1930). — Muevrer, E. F. u. F. D. 

‘Rossim1: Am. J. Phys. 12, 1 (1944). / 

~ ee Rossinr, F. D.: Bur. Standards J. Res. 6, 1 (1931). — Chem. Rev. 18, 233 

(1936); 27, 1 (1940). — First Report of the Permanent Committee on Thermo- 

chemistry of the International Union of Chemistry, Paris 1934. 

ce + molcp, sx, bezeichnet die individuelle chemische Masseneinheit Mol, bezogen 
uf die chemische Atomgewichtsskala. 


4 ealjgo = 1 10°° 2,2046228 - 10%, 3,96908 - 1073) 3,950 
1 4 thy. = 10% Fa 2,2046228 - 10° 3,96908 - 10% 
4 CTU,,. = |4,5359234- 10 |4,5359234-10 * 4 1,80034, 
4BTUgeg = |2,51947-10? |2,51947°107% 0555445 4 | 
1BIUggop = |2,53105°10? |2,53105-10°* 10,55800, | 1,004595 e. : 
4 cal = | 1,00100, 1,00100,°10°® |2,20684,:10 * | 3,9730;° 10 3:95499° 4 
1 BTUnean = | 2)52249-10? |2,52249- 10% 10,5564, | 4,004195 . 0,996615 
ATS 1 calyy = | 1,0003, 1,0003,° 10 ° 2,2054,°10 % | 3,9705-10 39523 * 1¢ 
weet BTUs, = |2,5205+ 10? |2,5209- 10 # 10,5575 ___ | 1,0005s nt 0,9959, 
Ress Potala. = | |:0/9006, 0,9996,°10°* |2,2039;-10* | 3,9678- 10° 3,9496 «1 
Pe ealt = | 14,0002, 1,0002,-10°* 2,2052:10% | 3,9705-10°% 3.9525" 508 1 
Sota | a 
cnt dire ~ 


Nach neueren Untersuchungen des NBS, iiber welche Curtis? be a 
richtet, betrug dieser Faktor im Jahre 1944 a4 


¢ = 0,999974. (22 ) 


Dieser Wert (22c) wird fiir die Zahlenangaben der Umrechnungs- 
faktoren in der Tabelle 4 und des Warmedquivalents in der Tabelle 5 . 
zuagrunde gelegt. 
In die zahlenmaBige Verkniipfung der cal* und der aie setts noch 
der Wert der allgemeinen spezifischen Gaskontganten R, ein, fiir we ) 

derzeit 
Ry = 8,3143— + 0,0007 ambatesne Sk. 


zu schreiben ist. ; 
Die Verkniipfungsrelationen fiir die cal,;- mit der caly;, der ca 
und der cal* lauten dann 


‘grad tf 


186047 : 
1 calry = ee ’ calys> = 1,0003_ calys: 
;. 1BTUny = 251,995743 calry = 2,5209 - 10? cali5- 
4,1833 


% SBI diate ae °€é Calis: — 0,9997;, “€ cals: 


4,1846 
8,31434 


* = 
toa} 1,9860° 4, 1854 


cals» = 1,0002, calise . 


Als AbschluB sollen die verschiedenen Zahlenwertangaben noch in. 
Tafelform zusammengefaBt werden. Tabelle 4 enthalt die we nsel- 


+ 


4 Curtis, H.L.: Nat. Bur, Stand. J. Res. 33, 235 (1944); Circular of the Natia nal 
Bureau of Standitds C459, Washington 1947. = f 
{ Stitie, U.: Dimensionen, Einheiten, Umrechnungsfaktoren und alfgeniei ne 
Konstanten in Physik und Technik, Bd. I, 1947 (erscheint demnichst). _ ve 


we 
LAS, 


A 
“ 


Warmedquivalent ‘und kalorische EnergiemaBe. 
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seitigen Umrechnungsfaktoren zwischen den hier behandelten kalori- 
schen EnergiemaBen beider Gruppen. In die Tabelle 5 sind die Zahlen- 
_ werte fiir das mechanische Warmedquivalent J und das elektrische 
_ Warmedquivalent J’ sowie deren Reziprokwerte 1/J und 1/J’ ein- 
_ getragen worden. Die Tabelle 5 erganzt somit gleichzeitig die Tabelle 4 
beziiglich der mechanischen und elektrischen Energieeinheit Erg bzw. J int- 
Energetische Messungen werden heute bei thermodynamischen oder 
warmetechnischen Problemen in zunehmendem MaBe nach elektrischen. 
Methoden durchgefiihrt und die MeBergebnisse entsprechend in elek- 
trischen Einheiten angegeben. Trotz dieser allgemein festzustellenden, 
~Tendenz besitzt das Warmedquivalent auch heute noch neben seiner 
historischen eine praktische ‘Bedeutung. Denn einmal ist die calj;- 
beispielsweise in Deutschland als gesetzliche Warmemengeneinheit fest- 
gelcgt! und bislang als solche auch noch nicht auBer Kraft gesetzt 
oder etwa durch die cal,;; abgelést worden”. Zum anderen bleibt fiir 
den Vergleich von heute in einem elektrischen EnergiemaB angegebenen 
Warmemengenwerten mit friiher gemessenen entsprechenden GréBen, die 
in der Literatur zahlenwertmaBig im allgemeinen auf die cal,;- bezogen 
_sind, die Kenntnis des Warmedquivalents auch weiterhin erforderlich. 
Zum 1.1.48 sollen nach einem BeschluB des Comité International 

- des Poids et Mesures vom Oktober 1946 nunmehr endgiiltig die absoluten 
elektrischen Einheiten an die Stelle der bisherigen internationalen elek- 
trischen Einheiten treten?. Diese Tatsache besitzt fiir die kalorischen 


1 Gesetz tiber die Temperaturskala und die Warmeeinhett, RGBI. I 1924, S. 679. 
2 Hierzu enthalt das Gesetz iiber die Temperaturskala und die Warmeeinheit 
im §2den Passus, daB die Kilowattstunde (kWj;h) einer Warmemenge von 860 Kilo- 
_ kalorien, d.h. mit Riicksicht auf die im gleichen Paragraphen als kcal),. definierte 
_ Kilokalorie einem Betrag von 860 kcal); ,,gleich zu evachten“ ist. 
3 C.I.P. M.: Proc. Verb. C.1. P.M. (2) 20, 129 (1946). 


; 


a Ba 


:. taktoren zwischen kalorischen Energiemafen. 

BIU BIuyy cal thermochem cal® 
3,96433-10 8 | 0,9996, | 3,9669-10 8 1,0003 5 0,9997%, 
3,96433 > 108 0,9996, = 108 3,9669 - 108 1,0003y + 108 | 0,99974 + 108. 
1,79819; 4,5343-102 | 1,79934 4,5374°10? | 4,534, +102 
0,998805 2,5186 + 102 0,9994, 2,5203+ 102 | 2,5188+ 102 
1,003395_ 2,5302° 102 1,00405 2,5319- 10? | 2,5304- 102 
3,9683211- 10° 1,0006, 3,9709- 10° 8 11,0013, 1,00074 

1 2,5216° 102 1,00065 2,5233+107 | 2,5218- 102 
3,9657:10°8 | 1 | 3,968321°10°% | 1,00068y 1,00005 ; 
0,99935 , | 2.519957 - 10°" 1 2,521675° 107| 2,5202- 10? 
3,9630-10 3 0,999315 | 3,96561,°10°% 1 0,9994, 
'3,965,°10°8 0,9999, | 3,9680 - 1072 1,0006, 1 
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I gen Anschlu8 an die elektrische Energieeinheit definiert ist. Es 
erhebt sich also die Frage, ob und in welcher Weise die. definie- 
enden Festlegungen fiir die cal,;, die BTU,; und die CAL imochan Als 
f pe tatbans des Wechsels in den elektrischen Einheiten gleichfalls eine 

banderung erfahren sollen. MUELLER und Rosstnt! machen den Vor- 
_ schlag, in den rechten Seiten der Definitionsgleichungen (18’) und (20) 

- Jin: durch J,,, zu ersetzen und einen Faktor (4 + a) zuzufiigen, welcher 

_ gleich dem besten Wert fiir das Skalenaquivalent 4g? zwischen dem 
internationalen und dem absoluten Joule gesetzt werden soll. In konse- 
pes Weiterfiihrung einer solchen Einheitenumstellung empfehlen 


ieselben Autoren, in Zukunft die an die spezifische Warme des Wassers 


g Bi ondsncs kalorischen EnergiemaBe ganz fallen zu lassen und auch 
_ alle thermischen Energien in absoluten Joule oder in Einheiten, welche | 


an dieses fiir Elektrizitit und Mechanik einheitliche Energie- ry 


: & angeschlossen sind, zu messen und anzugeben?. Falls man den 
bisherigen Zustand in der Festlegung der kalorischen EnergiemaBe 


e eibehalt, ergibt sich der wenig befriedigende Tatbestand, daB neben 1 ga 


den auf der spezifischen Wasserwarme beruhenden Warmeeinheiten j 
- dreierlei Joule-MaBe als direkte oder AnschluBeinheiten fiir energetische 
Angaben nebeneinander in Gebrauch waren: das bisherige mittlere 
internationale Joule, das bisherige internationale Joule des NBS und 
de s absolute Joule, welches mit dem Groferg identisch ist. 


ae ' 

1 Muetrer, E. F. u. F. D. Rossini: Am. J. Phys. 12, 1 (1944). 
er es Anmerkung bei der Korrektur: Inzwischen sind die Diskussionen tiber die 
| Warmemengeneinheit im Comité Consultatif de Thermométrie erneut aufgenommen 


worden; diese werden unterstiitzt durch einen Meinungsaustausch mit anderen 
: an dieser Frage interessierten internationalen Fachorganisationen tiber eine even- 
_tuelle vollige Abschaffung oder neue Definition der Kalorie, welche dann unter 


den direkt an die elektrischen Einheiten anzuschlieBen ware. 


sichtigung neuerer Untersuchungen von OnLIN und von DuMonp und Mi 


‘Roo und den Isotopengewichten der leichten Teilchen abgeleitet worden. Im IIL. Tei 7 


Groen und Energiemafe in der Atomphysik*. 3 


Von ea 
U. STILLE in Braunschweig. 


(Eingegangen am 16. Oktober 1947.) 


Im I. Teil wird auszugsweise eine Uberarbeitung des Atomkonstantenproblems 
wiedergegeben. Dabei werden eingehender behandelt: Die spezifische ane 
zahl Nz in Zusammenhang mit den Arbeiten von STRAUMANIS iiber die Beimen 
gungen in den fiir die Gitterkonstantenbestimmungen benutzten optisch reinen x 
Kalkspatkristallen, die spezifische Ionenladung F in Hinblick auf eine von BirGE — 
durchgefiihrte Diskussion dieser Konstanten, die h/e-Bestimmung unter Beriick- 


arbeitern. Fiir die iibrigen Hilfsgré8en, atomaren Grundkonstanten und spektro- — 
skopischen Hauptkonstanten werden unter Einschlu8 der allgemeinen Gaskon-— 
stanten R, und der BortzMANNschen Entropie konstanten & die derzeit vertretbaren 
Ergebnisse zahlenmaBig angegeben. Im II. Teil werden fiir eine Auswahl der 
wichtigsten in der Atom- und Kernphysik auftretenden Gré8en und one 
Zahlenwerte entwickelt. Diese sind als ein in sich konsistenter Satz von Dido: 
aus der Vakuumlichtgeschwindigkeit cy, der Induktionskonstanten mo, der 
gemeinen Gaskonstanten R,, der spezifischen) Molekiilzahl N,, der speiitichl 7 
Ionenladung F, der spezifischen Elektronenladung e/m,, dér RypBERG-Konstante 


wird das Problem der Umrechnung zwischen einigen atom- und kernphysikalischen 
EnergiemaBen — wie Elektronenvolt, Sekunde-, Meter, Tausendstelmassen- 
einheit und Temperaturgrad —- und den mechanischen und elektrischen Energie- 

einheiten behandelt. 2 


In drei voraufgegangenen Veréffentlichungen' wurde das Problem _ 
der Atomkonstanten nach neuen und dort ausfiihrlich dargelegten 
Gesichtspunkten grundsatzlich und zahlenmaBig behandelt. ‘7 

In der vorliegenden Arbeit® werden zunichst unter Beriicksichtigung 
neuerer Verdffentlichungen und Mefergebnisse einige Erganzunge 7 
gegeben. Weiterhin sollen einem wiederholt geauBerten Wunsche ent-_ 
sprechend Zahlenwerte ftir eine Reihe von in der Atom- und Kernphysik 
hautig gebrauchten GréBen mitgeteilt werden, welche sich wesentlich 


* Herrn Prof. Dr. R. W. Pont zum 60. Geburtstag in dankbarer ver 

' Stitie, U.: Z. Phys. 120, 703 (1943); 121, 34, 133 (1943). 

* Diese wurde bereits im Jahre 1944 in der Z. Phys. gesetzt. Das betreffende 
Heft gelangte jedoch aus auBeren Griinden nicht mehr zur Verdffentlichung. » 
Unter Beriicksichtigung won in der Zwischenzeit bekanntgewordenen neueren 

Veréffentlichungen zu diesem Thema und fertiggestellten eigenen Arbeiten ist 
das damalige Manuskript iiberarbeitet und erganzt worden. 


4 


ie 
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GriBen and “Energiemate in der bie anaes 17 
aus atomaren Ronstawien aufbauen. SchlieBlich werden noch die 


-Umrechnungsfaktoren zwischen den verschiedenen in der Atom- und 


| _ Kernphysik benutzten EnergiemaBen besprochen und zahlenmabig 
-angegeben’. 


_ I. Zahlenwerte fiir HilfsgréBen, atomare Grundkonstanten und 
2 spektroskopische Hauptkonstanten. 


Die Behandlung dieses Themas muB bei dem hier zur Verfiigung 
stehenden Raum sich im wesentlichen auf die Darstellung der Ergebnisse 
_ beschranken. Eine ausfiihrliche Diskussion der einzelnen Fragen soll 
demnachst im Rahmen einer einheitlichen Behandlung der Einheiten 
und allgemeinen Konstanten in Physik und Technik verdéffentlicht 
werden *. 


Etnheiten. 
Diese Umrechnungsfaktoren wurden schon in einer eigenen Ver- 
a Offentlichung? eingehend behandelt. Der dort fiir p abgeleitete Zahlen- 


verschiedenen Einzelbestimmungen resultierende Mittelwert wurde 
 seinerzeit wegen der noch bestehenden Diskrepanzen zwischen den 
Ergebnissen der Staatsinstitute nur mit 4 Ziffern angegeben. Eine 


_ der Tabelle 3 der friiheren Verdffentlichung zusammengestellten MeB- 
werte ergibt, daB eine Aufhebung der dort vorgenommenen Aufrundung 


_ Untersuchungen des NBS nahelegen. In der Tabelle 1 sind nochmals 
die Ergebnisse aus den Prdazisionsbestimmungen der 4 Staatsinstitute 


-elektrischén Einheiten von 1935‘‘4 und das Potsdamer Schweresystem 
_zusammengestellt worden®. Spalte 2 enthalt das Jahr der Messung, 
Spalte 3 das MeBergebnis mit der ver6ffentlichten Fehlerangabe und 


- 1 Die Zahlenwertangaben werden hier auf das physikalische m kg s-MaBsystem 
der Mechanik oder auf das internationale Pontrsche ms V A-MaBsystem der 
Elektrizitat bezogen; unter den nichtindizierten elektrischen Einheiten sind 
hier stets die bisherigen inteynationalen (int. Ampere, int. Ohm, int. Volt usw.) 
zu verstehen. 
-2 SritLE, U.: Dimensionen, Einheiten, Umrechnungsfaktoren und allgemeine 

-Konstanten in Physik und Technik, Bd I.u. II. 1947 (erscheint demnachst). 

3 STILLE, U.: Z. Phys. 121, 34 (1943). 

4C,I.P.M.: Résolution 4, Proc. Verb. C. I. P. M. (2) 17, 183 (1935). 
: - 5 Yon der PTR konnten bislang noch keine néheren Angaben iiber ein even- 
 tuell endgiiltiges Resultat fiir die in der friiheren Veréffentlichung [STEINWEHR, 
H.v.: Proc. Verb. C.1. P.M. (2) 19, E 51 (1939)] als ,,vorlaufige Werte mitge- 
-teilten Daten gemacht werden. 


_ wert kann ohne Veranderung iibernommen werden. Der fiir g aus den 


1. Die Umrechnungsfaktoren von absoluten auf internationale elektrische . 


_erneute Durchmusterung der verschiedenen fiir g ermittelten und in | 
_ des g-Wertes méglich und zweckmaBig erscheint, was auch neuere _ 


LCE, NPL, ETL, NBS, bezogen auf die ,,mittleren internationalen | 


0,9998, ++ 0,00004 
0,999 848 + 0,000 040 
0,999 938 + 0,000037 
0,999 856 + 0,000 020 


0,999 875 t 


Mittelwert: 


cs Spalte 4 das den einzelnen Resultaten zugeteilte Gewicht. 
_-—s wichtete Mittelwert ist in der letzten Reihe eingetragen worden. E 
ee. allgemeine Fehlerdiskussion auf Grund des bereits friiher Gesagten 

vs fiihrt fiir die vier hier zu beriicksichtigenden Unsicherheiten — zah = = 
maBig als relative Fehlergrenze ausgedriickt — zu folgendem Erge pnis: 


a) Fehlerin der Wagung mit Stromwaagen und den Spulendimensionen: 2-44 {ss 
b) Fehler im Anschlu8 des Normalelementes an das Silbervoltameter: 2-10 
: Fehler durch die Fallbeschleunigung, welche mit gz cee 1+10- 


p = 1,00049 + 0,00002 
yr g = 0,999 88 + 0,000 06 
bei. pq =1,00037 + 0,00008 

r pg? = 1,000 25 + 0,00014. 


Das Comité International des Poids et Mesures hat am 29. Oktober 
1946 beschlossen, als endgiiltigen Termin fiir die Einfiihrung der ab- 
soluten elektrischen Einheiten an Stelle der bisherigen pte ' 
elektrischen Einheiten den 4. 1. 1948 zu wahlen. Als Umrechnungsfak 
toren fiir die Werte der Normalwiderstande und Normalelemente = 


ae het. AS 


pra e't ‘ Dupovuy, G. u. R. Jovaust: J. Phys. Radium (7) 6, 123 (1935); 7, 171 S (1936). 
* ViGouREUX, P,: Phil. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 236, 133 (1937). - — 
34 Proc. Verb. C.I. P.M. (2) 18, 165 (1937). — Nat. Phys. Lab., Coll. Res. 
tae 173. (1938). : 
pr? * Yonepa, R. u. Y, Isurpasut; Proc. Verb. C. I. P.M. (2) 18, 185 (1937 

‘ Curtis, R. W., R, L. Driscott u. Cu. L. CritcHFIELD: Nat. Bur, Stand. J 
Res. 28, 133 (1942). — Curtis, H. L.: Nat. Bur. Stand. J. Res. 33, 235 (1944 ). 
+ Ein waagerechter Strich iiber der letzten Ziffer kennzeichnet die Aufrandu : 
dieser Zahl. Die Ziffernzahl ist bei den ohne gleichzeitige Fehlerangabe mi 
ai: teilten Zahlenwerten so bemessen, da8 entsprechend der zu dem einzelnen Zahl 
, wert gehérigen Fehlergrenze jeweils die letzte hochgestellte Ziffer wasihens 
Betragt diese Unsicherheit in der letzten Stelle ziffernmaBig weniger als 6, SO ¥ 
noch eine weitere Stelle tefgestellt an den Zahlenwert angefiigt. 


r 


“af me 7 
TS 


Besititenes internationales Ohm = 1,00049 absolute Ohm, 
er. abt oo se d.h. = 1,00049 


‘ 


1 mittleres internationales Volt = 1,00034 absolute Volt, 
E d. h. 9g = 1,00034 


» 


vereinbart?. Nach Auffassung des Internationalen Komitees bleibt der 
Fehler, welcher bei Benutzung dieser Beziehungen fiir die Umrechnungs- 
faktoren zwischen bisherigen internationalen und absoluten elektrischen 


Einheiten entstehen kann, unter 2- 10-5. Der den beiden Relationen 
€ entsprechende Wert g = 0,99985 stimmt praktisch mit dem letzten 
- MeBergebnis des NBS? bei Zugrundelegung neuerer Resultate® der Ab- 
solutbestimmung fir die Fallbeschleunigung tiberein*. Im folgenden 
_werden die Werte 


— = 1,000 49 (+ 0,00002) eat 
g = 0.99985 (+ 0,00002) (2 
Pg = 1,00034 (+ 0,00002) (3 
P¢ = 1,00019 (+ 0,00002) (4 


der weiteren Berechnung von Konstanten zugrunde gelegt, wobei diese 


ere Uomesiaktorce als vom Internationalen Komitee angenommene 
Werte im allgemeinen als fehlerfrei betrachtet ene k6nnen, 


2. Die Wiinubbicths-stinindicheit ae 


_ Fiir cg war bei der Berechnung der Atomkonstanten* der Mittelwert 
aus den optischen Bestimmungen benutzt worden. Wenn man bei der 


-Mittelwertbildung auSer den Ergebnissen dieser optischen Methoden | 


auch noch die Resultate aus elektrischen Untersuchungen erpbeaiel 
Se > erhalt ° man als Mittelwert 


Co = (2,997 78 + 0,000 20) - 108 m/s. (5) 
1 C.I. P.M.: Proc. Verb. C.1. P.M. (2) 20, 129 (1946). 
- ? Curtis, H.L.: Nat. Bur. Stand. J. Res. 33, 235 (1944). 
oy 8 Heyr, P.R. u. G. S.Coox: Nat. Bur. Stand. J. Res. 17, 805 (1936). — 
LARK, J. S.: Phil. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 238, 65 (1939). — Lr. Brown: 
‘spec: Publ. U.S. Cst. Geod. Surv. No 204 (1936). — Burrarp, E.C. u. H.L. P. 
Jouzy: Mon. Not. Roy. Astr. Soc., (Geophys. Suppl.) 4, 132 (1937). — BROWNE, 
B.C. u. E.C. Butrarp: Proc. Roy. Soc. London, Ser, A 175, 110 (1940). — 
Drypen, H.L.: Nat. Bur. Stand. J. Res. 29, 30 (1942). 
4 Srirte, U.: Arch, Elektrotechn. 39, 130 (1948). 
5 Srize, U.: Z. Phys. 121, 133 [1943). 
6 Srmis, U.: Z. Phys. 121, S. 139, FuBnote 6. 
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de 0 Siicias internationalen wid den neuen absoluten elektrischen — 
Bi nt eiten wurden vom Internationalen Komitee die beiden Relationen 


) ks 
we 

) 

) 


4478. 4m ee ee 


oii 


Im folperiden soll fiir cy dieser Wert Gl. 6) Mae is 
welcher auch schon bei der Aufstellung von Umrechnungstafeln’ u 
einer kleinen Handtafel? verwandt wurde. 


3. ie Induktionskonstante fig und die H yippee Matinee Eq: 

An den Zahlenwerten fiir diese beiden Konstanten des a 
magnetischen Feldes andert sich praktisch nichts. Es folgt mit der 
Werten Gl. (1a) u. (5) fiir p und cy ay 


pat see H/m = (1,25602[£0,00002])-10-H/m ¢+ (6) 


7 + = (8,8594 + 0,0014) -107? F/m Ff. ( ) 
0 0 


f= 
4. Die spezifische Molekiilzahl N,. ine © 
Die Berechnung der spezifischen Molekiilzahl aus den physikalischen — 
Daten des Kalkspats fiihrt unter Beriicksichtigung einiger neuerer 
experimenteller Ergebnisse zu einem etwas héheren Wert. A 
Ievry$ und STRAUMANIS® haben auf die Bedeutung der chemischen 
Zusammensetzung von Kalkspatkristallen fiir die gemessenen Gitter- 
konstanten erneut hingewiesen. Wie die chemischen Analysen zeigen, 
_ ist auch klar durchsichtiger und optisch reiner Kalkspat nicht frei von 
Beimengungen. Der in der Natur vorkommende Kalkspatkristall er- 
weist sich als ein Substitutionsmischkristall, bei welchem teilweise 
an den Kationengitterplatzen die Ca~-Ionen durch andere 2-wertige 
Metallionen in statistischer Verteilung ersetzt sind. STRAUMANIS* 
betont ausdriicklich, daB aus diesem Grunde das wirksame oder mittlere 
Molekulargewicht des Kalkspats von dem des reinen CaCO, abweich a 
Die neueren Analysenergebnisse von STRAUMANIS und Mitarbeitern5— 


Pere ULL UW: Umrechnungstafel fiir die Zahlenwerte elektrischer und mag 
tischer GréBen, 5. Aufl. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1944. 
* STILLE, U.: Atomphysikalische Zahlenwerte. Braunschweig: F. Viuewoael 
Sohn 1944. 
t In den ab 1. 1. 1948 als verbindlich festgelegten absoluten elektrisc en 
Einheiten gemessen lauten die beiden Feldkonstanten 


My = 40-1077 Pfabs M = (1,256637 + 0,000 000) - 10-* Habs/m (6a) 
& = uth = (8,8550 + 0,0012) - 10-! Faps/m. us 
Mo ae 

* Inviy$, A. u. M. StrRaumaNts: Z. Phys. 116, 194 (1940). 

« Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn Prof. STRAUMANIS, welcher der 
Verf. auch die in der Tabelle 2 aufgefiihrte mittlere Analyse reiner Island-Kristalle 
verdankt, ist die entsprechende Veréffentlichung, welche 1944 von der Z. Phys 
angenommen wurde, aus auBeren Griinden nicht mehr zum Abdruck gekommen. 
® STRAUMANTS, M. u. A. DRavnrexks: Z, anal. Chem. 120, 168 (1940). 


Irvry8, A. u. M. Srraumanis: Z. Phys. 116, 194 (1940). — STRAUMANIS, Ma 
Briefliche Mitteilung. ¥ 


, 


2. 2. Mitflere chemische Thatngene veiney Island-K alkspathristalle nach 


STRAUMANIS. 
(Mi) ch.Sk. + €; =P; /(M;)ch.sx. 


100,090 0,998 601 y 
115,86 -  0,0000435 
114,94 0,000 095, 
125,39 0,000 0085 
147,64 0,000 067, 


ues bi 
DiPi = 99,977 | — = 100,095; VS = 0,998 8153 
t 


PS pi 5 — (11; )ch.Sk, 
— (.!44)Ch.Sk. er 
a, 


fiir die mittlere Zusammensetzung reiner Island- ateepate welche im 
allgemeinen fiir Prazisionsmessungen von Gitterkonstanten und Dichten 
be benutzt wurden, gibt die Tabelle 2 wieder. Fiir das mittlere Molekular- 
g ewicht des Kalkspats in der chemischen Atomgewichtsskala ergibt . 


cae dann 
- 2)(Mi)ch.sk. - 6 Li Ee 
MMesen on sk. = — $a = : = 100,096 + 0,010. (8) 


Ried "4 Daas 
tie |” . —(M;)ch.sk. 
t 


> eee 


a 


Die relative Fehlergrenze von 1 - 10-4 tragt nach den Abschatzungen 


von STRAUMANIS dem Spielraum in der etwas voneinander abweichenden © 


Zusammensetzung der verschiedenen réntgenographisch untersuchten 
und zur N,-Bestimmung herangezogenen Kalkspatkristalle Rechnung. 


ue Die Festlegung eines Zahlenwertes fiir den Kalkspatkristallfaktor 
@®(CaCO,) erfolgte auf Grund der verschiedenen, in der Tabelle 3 zu- 
Ss: samm ie price MeBergebnisse fiir den Rhomboederwinkel f. Dabei 


Tabelle 3. Bestimmung des Rhomboederwinkels e °C fiir as} Kalkspatkristall. 


27t 20 101° 54’ 4” - 101° 54°4” 

j 23,5 | 101°54 0,4” a ee 6” 101° 54/11” 

DuMonp und BottmMan? 18 101°54'°18:".-| — 61 101° 54’ 11,9" 
‘Stkscuants! wes 25. } 4019545.) 45,2" | 1°104°.54°20,2 


rithmetischer Mittelwert: | 101° 54/12” + 1° 


_ 1 BearpeEn, J. A.: Phys. Rev. (2) 38, 2089 (1931). 
_ 2 Tu, J-: Phys. Rev. (2) 40, 673 (1932). 
3 DuMonp, J. W.M. u. V.L. Borman: Phys. Rev. (2) 50, 524 (1936). 
4 Teviy, A. u. M. STRAUMANIS: Z. Phys. 116, 194 (1940). 
a he 


-auf den Rhomboederwinkel bei 20 °C umgerechnet, da die N,- = 


“Analysis Group des American Institute of Physics in Ubereinstimmun 1s 
_mit der American Society for X-Ray and Electron Diffraction BRAGG 
-und SIEGBAHN ‘ : 


wurden die bei lee Temperaturen F péstishinten Winkel pe mit den © 
fiir diese giiltigen Temperaturkoeffizienten : ee 


a 2tg B (i = sin? 4 (Fy a ky) =—1 A726: (nea | 
= —3,03,"/grad + 


stimmung auf Kalkspat in dem durch die Temperatur- und ‘Teal a 
angaben T = 20°C und » = 1 Atm charakterisierten thermodynami- 
schen Zustand bezogen ist. Aus dem in der Tabelle 3 auceer bea 
arithmetischen Mittelwert fiir 6°’ folgt fiir den Kristallstrukturfak 


" 20 °C 
70% (CaCO,) es (4 a oe sin a = 1,095 98 + .0,00033. 0) ) 


Fite die Kalkspatdichte 0” ©(CaCO,) ergibt sich aus den Messungen 
von DEFOE und Compton!, BEARDEN? und des NBS? als Mitte 


. g*° (CaCO) = (2,740 29 + 0,000.41) - 10% kg/m’ . a . 
= 2,7102,: 103/(Maco,) kmol/m3. 14 "y 
Als Zahlenwert fiir den Umrechnungsfaktor k, legte die X-R 


1 Siegb. X.E. 


k, == = (1,00202 + 0,00003) - 10-38 sah 2) 
fest*. Fir die Gitterkonstante des Kalkspatkristalls folgt mit. die sem 
 ky-Wert "ae 
d~ “(CaCO,) = (3,035 63 + 0,000 10) - 10-2 m, a hs 
Dann berechnet sich die spezifische Molekiilzahl zu 
Be Mahe RA # 
~~ 2-0 (Gado ) + a “(Calo )*- BC (Gaco.) (14) 
= (6,0231 + 0,0039) - 10% kmolz)., pe) 
Die Umrechnung auf die physikalische Atomgewichtsskala erfo 
iiber den Umrechnungsfaktor k,. Fiir das Isotopenverhiltnis Re 
+ KristallausdehnungsKoeffizienten hy = 25,3- 10-8 grad—t und ky = — 5,2 » 
ae * grad“! nach Mreans, H. L.: Proc. Roy. Soc. London, Ses. A 142, 198 (1933); 
/2.== §0°57’6” aa, 


. peFor, O. ‘K. u. A. H. Compton: Phys. Rev. (2) 25, 618 (1925); siehe hierz 
weiter bei BEARDEN, J. A.: Phys. Rev, (2) 54, 701 (1938) und BIRGE, R. T.: Rep. 
Progr. Physics 8, 90 (1942). ra 

2 BEARDEN, J. A.: Phys. Rev. (2) 38, 2089 (1931). . 

3 Siehe bei ERARREM, J. A.: Phys. Rev.,(2) 54, 701 (1938). ples 

4 Brace, W.L.: J. sci. Instrum. 24, 27 (1947). —- ARMSTRONG Woop, E.: 
Phys. Rev. 72, 436 (1947). Sone 


ie ' Rage: wey eo 
pie See Sees ay Pe 
vergiemate ein ae Atomphysik. j 


: bas 


. 
a 


¥ 
~ 
ty 
a 
ok 


om 


a 


vt 
4 aes - Tabelle - 4. Senor? fiir das Pobipinuovhatin’s 160/ 180, 


a se PDs atte, Se oS eae 
Be. 
Semin OMYTHES 2. 1934 4" 3 
ae TH 3 503 + 10 
a MANIAN, UREY und BLEAKNEY 2 1935 514 + 13 
bie > Murpuey 3 EA: Was 1044 SOE 15s 
: 3 ; 
.._. Mittelwert: : | : 506 + 10 


‘wurden die in der Tabelle 4 aufgefithrten Zahlenwerte gemessen. Das 
sotopenverhaltnis MO/8O bestimmte MuRPHEY® zu 


At) 


Aus diesen Isotopenverhaltnissen und den im letzten Isotopenbericht 4 


_ angegebenen Isotopengewichten folgt fiir das Atomgewicht des mittleren 


- Sauerstoffs in der physikalischen Atomgewichtsskala 


(Mj) pn.sk. = 16,00436 + 0,000 14 (16) 
‘und somit fiir das Skalenadquivalent 


4 (M)pask. - 16,00436 + 0,00011 
ym 


sal (“) cp. Sk. : aa * 16,000 00 = 1,000 272, + 0,000007 . a 7) 


- Dann ergibt sich die ean Molekiilzahl in oo physikalischen 


ete wis 


5. Die spezitische Ionenladung. 


_Inzwischen hat BrrcE® einen ausfiihrlichen Bericht iiber die all-. 
gemeinen physikalischen Konstanten veréffentlicht, welcher dem Ver- | 


-fasser erst wahrend der Korrektur der voraufgegangenen Arbeit zugang- 
lich wurde. In diesem Bericht behandelt Brrce das Problem der Fest- 
legung eines Zahlenwertes fiir F auf Grund der beiden vorliegenden 
und in ihren Ergebnissen voneinander abweichenden experimentellen 


Untersuchungen mit dem Silbervoltameter (F%) bzw. dem  Jod- 


voltameter (F;*) auf eine neue Art. 


1 SMYTHE, W.R.: Phys. Rev. (2) 45, 299 (1934). 
pe * MANIAN, -S. H-,'H.C-Urey ua. W. BLEARMEY,; J. Amer. Chem. Soc. 56, 
2601 (1935). 
_ .3 Murpuey, B.F.: Phys. Rev. (2) 59, 320 (1941). 
as 4 Fricce, S. u. J. Matraucu: Phys. Z. 44, 181 (1943). 

+ Falls man in der Fehlergrenze noch den eventuellen Unvollkommenheiten 
im Kristallaufbau durch den Einflu8 einer Mosaik- oder Uberstruktur Rechnung 
tragen will, ware die relative Fehlergrenze von 6,5- 10-4 nach den Unter- 
suchungen von MILLER und DuMond [Phys. Rev. (2) 57, 198 (1940)] um etwa 
p4- 10-4 auf 10,5-10-* — d.h. +0,006 — zu erhdhen. 
5 BircE, R.T.: Rep. Progr. Physics 8, 90 (1942). 


7O/180 = 0,204 + 0,008 . v5) 


= (6, 0247 + 0,0040) - 10% kmolimex. tT) = (44a) 8 


“ 


4 ay ted 

Brrce korrigiert zunachst die tein a achat ae 
Zahlenwerte Fx, und F* in folgender Weise. VINAL und Bovaxo! 
stellten bei ihrer Anordnung im Silberniederschlag Fremdeinschliisse 
von etwa 0,004% fest; der aus diesen Messungen folgende Fe-Wert 
ware also um den gleichen Prozentsatz kleiner als der wahre — a 
veinem Silberniederschlag bestimmte — Wert fiir F%, falls keine. son- ; 
stigen Stérungen oder Fehlerquellen im MeBverfahren vorhanden sind. 
BrrGE erhoht also den mit dem Silbervoltameter bestimmten F&-Wert | 
um 0,004%. Nach Untersuchungen von VINAL und BATES? setisset Dei 
der Messung mit dem Jodvoltameter 3 verschiedene Fehlerqueller n 
auftreten, welche alle in der gleichen Richtung das MeBergebnis beein- 
flussen, namlich einen zu hohen F*-Wert ergeben wiirden. Vinat und 
Bates konnten keine dieser Fehlerquellen direkt messen und zahlenmabig 
festlegen; sie schatzten lediglich den méglichen Wert dieser 3 Fehler- 
quellen zu-im ganzen <0,005% ab. Birce verringert nun um diese 
0,005% den experimentell gefundenen F#*-Wert. 

Sodann bleiben noch weitere Fehlerméglichkeiten bei beiden Volta 
metermessungen iibrig; beim Silbervoltameter solche, welche ; 1 
Messung eines zu hohen F{-Wertes fiihren wiirden, und beim Jod- 
voltameter solche, welche das MeBergebnis in der einen wie in der 
anderen Richtung verschieben kénnten. Diesen méglichen Fehlerquellen 
tragt BIRGE nun nicht durch irgendwelche Korrektionen an den Fe. 
Werten Rechnung, sondern vielmehr durch Hinzufiigen von jeweils 
4-410-§ zu den relativen ,,wahrscheinlichen Fehlern“, welche er den 
experimentell bestimmten Werten F& bzw. F}* zugeordnet hatte. tae 
sprechend diesen so erhéhten ,,wahrscheinlichen Fehlern‘ berechnet el 
mittels gewichteter Mittelwertbildung einen ,,wahrscheinlichen Wert ; 
fiir #* — und entsprechend dessen ,,wahrscheinlichen Fehler‘’ — und 
nimmt diesen /*-Wert als den gesuchten Wert fiir die spezitische Ionen- 
ladung F an. 

Zu der Frage der Berechtigung oder ZweckmaBigkeit der Berechnung 
von ,,wahrscheinlichen Fehlern und Anwendung Ser Aue oas : é 
auf mit systematischen Fehlern behaftete physikalische MeBergebnis 
ist schon friiher® ausfithrlich Stellung genommen worden; auf diesen 
Problemkreis braucht daher hier nicht nochmals eingegangen zu werden. 
Abgesehen von dieser grundsatzlichen Frage erscheint jedoch in dem 
hier vorliegenden Fall das von BirkGE angewandte Korrektions- und 
Ausgleichsverfahren als nicht zulassig. — 

Wie bereits in einer friitheren Veréffentlichung # ausgefiihrt und auch 
hier oben wieder erwihnt wurde, lassen sich fiir die silber- und di S 


Vinat, G. W. u. W.M. Bovarn: Bull. Bur. Stand. 13, 147 (1916). 
Vinal, G. W. u. S. J. Bates: Bull. Bur, Stand. 10, 425 (1914). 
STILLE, U.: Z. Phys. 120, 703 (1943). 4 Stix, U.: Z. Phys. 121, 133 (1943). 


eliche Fehlerquellen — lediglich in dem einen Fall des Fremdein- 
lusses im Silberniederschlag wurde von VinaL und Bovarp bei ihren 
iellen Untersuchungen ein Effekt von 0,004% gemessen, womit 
natiirlich keineswegs sichergestellt ist, daB dieser Prozentsatz als Fremd- 
‘einschluB immer und bei allen silbervoltametrischen Anordnungen auf- 
tritt. Allenfalls kénnte man fiir diesen Fall die Anbringung einer ent- 


alten — die Korrektion des F¥*-Wertes um 0,005 % entbehrt jedoch 
A einer eindeutigen experimentellen Grundlage. Denn diese 0,005 % 


und Batss lediglich als obere Grenze fiir einen méglichen Fehler aus ihren 
Untersuchungen abgeschatzt. 


-entsprechender Grund einzusehen, warum ein Teil der méglichen Fehler 
durch Korrektionen an den gemessenen Zahlenwerten und der andere 
~ eil durch willkiirliche Erhdhung von ,,wahrscheinlichen Fehlern‘‘; welche 
den gemessenen Zahlenwerten zugeordnet wurden, beriicksichtigt wird. 
_ Und schlieBlich ist eine gewichtete Mittelwertbildung auf Grund 
‘solcher mit dem Experiment kaum noch in Zusammenhang stehender 


_anzusprechen. 
_ Aus diesen Griinden erscheint es nach wie vor dem experimentellen 
Tatbestand angepaBter und damit richtiger zu sein, von Korrektionen 
an den gemessenen Zahlenwerten abzusehen und den méglichen Fehler- 


tragen. Hierfiir bleiben noch die beiden friiher! eingehend behan- 
delten Méglichkeiten offen: der arithmetische bzw. auf Grund der 
Fehlergrenzen gewichtete Mittelwert aus F,, und F, mit einer Fehler- 
grenze von mindestens (F; — F,,)/2 oder mit Riicksicht auf die Defi- 
nition des int. Amperes die Benutzung von F,, allein mit einer Fehler- 
grenze, welche die Unsicherheiten in der silbervoltametrischen Bestim- 
mung einschlieBt. 
Mit den Atomgewichten 
(My) ch.sk. = 107,880 + 0,002 (18) 
; (Mj) ch.sk. = 126,92 + 0,006 (19) 
& 


sowie dem von ViINAL und Bates? ermittelten Verhaltnis der von dem 
gleichen Strom bei hintereinander geschaltetem Silber- und Jodvolta- 


_ 1 Sritrz, U.: Z. Phys. 121, 133 (1943). 
_ 2 Vina, G. W. u. S. J. Bates: Bull. Bur. Stand. 10, 425 (1914). 


siamese Be angeben. Dabei handelt es sich aber Pteives um 


3 prechenden Korrektur an dem gemessenen F%-Wert fiir diskutabel | 
‘sind niemals als Effekt gemessen worden, sondern wurden von VINAL — 


_ Weiterhin ist zunachst auch kein den SPrercneht een Gegebenheiten — 


4 nd willkirlich erhohter PAPC RE Fehler“ als wenig begriindet 


sapaiien durch entsprechende Festlegung von Fehlergrenzen Rechnung > 


ay ‘meter abgeschiedenen Massen 


_ unbekannte Fehlerquelle steckt oder etwa das Atomgewicht des Jods 
zu hoch bestimmt? ist, 1aBt sich auf Grund der zur Zeit bekansuas 


int, Ampere wird im folgenden der zweiten der beiden oben genann 
__ Méglichkeiten der Vorzug gegeben und fiir die spezifische Tonenladun, 


a ie: 
; —** — 0,85017 + 0,000 06° 
ch : 

exgeben, sich die beiden Weste 


Fg= soniHRO 2 o.0 C)kvaley, sk, = (9,6493, + 0,0006) - 407 Cfkvaleis se 


ame ate A Fug = (065444 + 0,012) - 107 C/levallen se. < 
; (Myg)ch.sk. * 5 2 re 


wobei eine relative Fehlergrenze von 4-10~° und 4,5 - - 40-5 fiir die dur ch 
das Silber- und Jodvoltameter bedingten Unsicherheiten in den Sei: er- 
grenzen enthalten ist. Ob in den voltametrischen Messungen noch e€ 


Arbeiten noch nicht entscheiden. In Anbetracht des etwa dreimal s : 
genau bestimmten Silberatomgewichts und der Definition fiir das 


der Wert 
F = Fy, = (9,6493; + 0,0006) - 10? C/kvalen sk. T (21) 
= (9,6520, + 0,0005) - 107 C/kvalpnsx. tT = (24a) 
benutzt. ae a 
_ 
6. Die allgemeine Gaskonstante Ry und die BOLTZMANNsche ; 
“Entropickonstante k. : 7™ 


‘Die BoL_tzMAnnsche Entropiekonstante berechnet sich aus der 
spezifischen Gaskonstanten fiir den idealen Gaszustand Ry (allgemein 
Gaskonstanten) und der spezifischen Molekiilzahl N, nach der Be 


. apie R ; ; 
__ 4p Ly 
sae ta (23) 
wobei Ry durch das ideale Gasgesetz | >: 


- 
LAD be ee 2 BS | ne 
se ted hee ee (24) 
. Aus massenspektrographischen Messungen folgt (M))ch.sk. = 126,912 + 
0,006; eine von STRAUMANIS durchgefiihrte réntgenographische Molekulargewichts ” 
bestimmung, in die allerdings die nicht sehr sicher ermittelte Joddichte eingeh : 4 
ergibt (.Mj)ch.sk, = 126,80 (briefliche Mitteilung). 
+ In den ab 1. 1. 1948 als verbindlich festgelegten absoluten elektrischeii’ 
heiten gemessen lauten diese beiden Werte fiir die Farapaysche Konstante 


I = (09,6479 + 0,0006) - 10? Cabs/kvalcn.sk. (21) 
(9.6505; + 0,0006) - 107 Cabs/kvalph.sk. . ' (214a” 


Tae fon 


ee oh: 
‘ a 
Nea yack 


we 
As 


t 
ye, PATA 


gegeben ist. Dabei bedeuten Po tie Pay icke Normal- GA ; : 
0 das spezifische Normvolumen des idealen Gases (bezogen auf die 


eneinheit mol) und a) den Eispunkt. Fiir diese GréBen werden die 
a erte 


; , 


‘ bo = 1 Atm, = (1,013 250 + 0,000000) - 10° Dyn/m? + (25) Wa 
Vo = 22,4145 +: 0,0012 m/kmoley.sx. (20) 4 : a > 
2 Ty = 273,16 + 0,01° K , (27) oie 


benutzt, ohne hier auf die an anderer Stelle! naher zu diskutierende 
Herkunft dieser Daten einzugehen. Es folgt 


Ro = (8,3143 + 0,0007) - 108 Erg/grad - kmolcn.sx. +t (28) 


. = (8,3127, + 0,0007) - 108 J/grad- kmolcysk. - . (28a) 
2 = (8,31665 + 0,0008) - 103 Erg/grad - kmolpy sx. (28b) 
und < | 
k = (1,3804 + 0,00109) - 10-®8 Erg/grad (29) 
= (1,3802 + 0,0010) - 10-*3 J/grad (29a) - 


7. Die dekeisnhe Elementarladung FF 
5 Bei der direkten Bestimmung von e nach der Gltrépfchenmethode- 
werden durch den neuen #g?-Wert Gl. (4a) die Zahlenwertangaben in. 
0 etwas abgeadndert, wahrend die in m?kg/Vs? erhaltenen urspriing- 
lichen MeBergebnisse selbstverstandlich unberiihrt bleiben. In der 
Fabelle 5 sind entspgechend den naheren Ausfiihrungen in der vorauf- 
gegangenen VerOffentlichung? und der dortigen Tabelle 2 die beiden 


A Tabelle 5. e-Bestimmung nach dey Oltrépfchenmethode. 


=, Arbor Ex oes (10—* m? kg/Vs"] [10-2 C} 
Martian? es ne | 1917 1,6014, + 0,0048 |1,6011, -+ 0,0048 
Lasy und Hopper! 1940 1,6024, + 0,0048 /|1,6021; + 0,0048 

-_ Mittelwert: 14,6019, +.0,0048 |1,6016;-+ 0,0048 ttt 


ee 
_ + Dyn: Abkiirzung fiir GroBdyn = mkgs~* = 10° dyn. - 
. 1 Sritie, U.: Dimensionen, Einheiten, Umrechnungsfaktoren und allgemeine 
Konstanten in Physik und Technik, Bd. I, 1947 (erscheint demnachst). 
tt Erg: Abkiirzung fiir GroBerg = m? kg s~* = 10’ erg = Jabs. 
2 STILLE, U.: Z. Phys. 121, 133 (1943). : 
3 MiIrLIKAN, R. A.: Phil. Mag. (VI) 34, 1 (1917); Proc. Nat. Acad. Amer. 3, 
231 (1917); Phys. Rev. (2) 35, 1231 (1930); Ann. Phys. (V) 32, 34 (1938). 


4 Lasy, T.H. u. V.D. Hopper: Nature, Lond. 143, 157 (1939); 145, 932 } Bey" 
(1940); 150, 648 (1942). — Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 178, 243 (4 941). ep as) 
fff In den ab 1.1.1948 als verbindlich festgelegten abscluten elektrischen ue wtf. 
Einheiten gemessen lautet dieser Wert fiir die elektrische Elementarladung er “g 
e = (1,6014,, + 0,0048) - 10-1 Caps . (Tabelle 5a) 7 ; 2 

; a, 


$s 
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cys > G. yo i 
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Aaa 


ermittelten Zahlenwert ! 


pi ie ; To —— (1 8300 + 9,0025) rs 40-° kg/m *s 
fiir die innere Reibung der Luft. 


Indirekt, aus spezifischer Ionenladung und spezifischer Molekiilze al 
berechnet, ergibt sich aus Gl. (24) u. (14) fiir die Elementarladung 


= 


a = (41,6020; + 0,0011)-10-#9C 7. ) 


8. Die spezifische Elektronenladung e/m. “a 


oat Zu diesem Thema erschien in der Zwischenzeit eine ausfithrliche 
ree 4 Veroffentlichung von Brrce!, zu der jedoch mit Riicksicht auf den zur 
: Verfiigung stehenden Raum hier nicht im einzelnen Stellung genommen 
» werden kann, zumal die durch diese Diskussion ausgelésten Abande- 
rungen an einigen Einzelergebnissen (im wesentlichen bei spektro- 
skopischen e/m-Bestimmungen) nur sehr geringfiigig sind und das 
Gesamtmittel kaum merkbar beeinflussen. Diese Fragen werden an_ 

' anderer Stelle? eingehend erértert werden. é 
Etwas mehr wirkt sich dagegen der neue #g?-Wert Gl. (4a) aus. 
Ohne auf Einzelheiten einzugehen, sollen die sich so ergebenden Werte 
fiir die 13 verschiedenen durchgefiihrten Prazisionsbestimmungen in 
der Tabelle 6 zusammengestellt werden, welche der Tabelle 3 der friiheren- 
Veréffentlichung* entspricht. Auf diese sei hier auch beziiglich de 
Art und Weise verwiesen, in der die einzelnen Werte aus den zuge- 
hérigen Medaten abgeleitet wurden. Die sich direkt aus ihnen er- 
BIN 0. gebenden Werte sind mit normalen Lettern, die aus diesen durch 
+ Umrechnung mit #q? folgenden jeweils kursiv gedruckt worden. 


ay ieee 


ay spageks 


ee 


9. Die hje-Bestimmung. 
In Zusammenhang mit seinen h/e-Bestimmungen hat OHLIN® ein- 
“ gehende Untersuchungen tiber die Struktur der kurzwelligen Grenze 

. im kontinuierlichen Réntgenspektrum angestellt. Er benutzte hierzu 


die von ihm fiir die 4/e-Bestimmungen entwickelte® MeBapparatur mit 


SH + In den ab 1. 1.1948 als verbindlich festgelegten absoluten elektrischen 
siegr Einheiten gemessen lautet dieser Wert fiir die elektrische Elementarladung 


¢ = (1,6018, + 0,0011) - 10- Caps. (31a) 

| 1 BircE, R. T.: Phys. Rev. (2) 60, 766 (1941). * 

ct Y ® StTILLE, U.: Dimensionen, Einheiten, Umrechnungsfaktoren und allgemeine 

s ev Konstanten in Physik und Technik, Bd. I, 1947 (erscheint demndchst), a 
oe * Stirzz, U.; Z. Phys. 121, 177 ( 943). 


* Outi, P.: Ark. Mat., Astronom. Fysik, Ser. A 29, No 3 (1943). 
5 Onin, P.: Diss., Uppsala 1941. 


ih ae 
elle 6. teh seatniont an freien und gebundenen Elektronen. 


i My 
Autor Methode [10" ee Vs?] {4 ot! Chae 


my 
Oe 


By 


as Direkte Geschwindig- pa 
keitsmessung 1,7618, + 0,0040| 1,7614, + 0, 0049 
Mel Direkte Geschwindig- 
keitsmessung 1,7595y + 0,0015| 1,7592, + 0,0016 © 
. | Magnetische Ablenkung | 1,7604, + 0,0021| 1, 7601, +0, 0021 ae 
. | Longitudinales Magnet- he 
| feld nach BuscH 1,7594) + 0,0024| 1,7590, + 0, G0aeS 


aoe 


Ua) 


“1 


. .  Gekreuztes elektrisches " ee 
_ und magnetisches Feld |1,7588y + 0,0053) 1,7584, ++ 0.0063" au 


a ME, a4) Brechung von te 7608% + 0,0024 L 7605, +90, Ns 
Réntgenstrahlen 


| es und KINSLER’  ZEEMANN-Aufspaltung (4, 7576= - 0,0026 1, 7573, + 00028 
| Housron® St Sas Feinstruktur: 
Rut und Rye+ 1,7608, “f 0,0023 
Feinstruktur: RHe+, i om 
| Ry nach Houston 1,7595, + 0,0023) 1,7592; + 0, 0023 
Feinstruktur: ¥p,— a , oe Re 
vd MH, Rach DRW | 1,7585, + 0,0023) 1,75825 + 0,0023 
| Wuitams™ - +... . | Feinstruktur: ¥p,— %y,, vA 
j ¥y, nach DRW 1,7584, + 0,0019| 1,75807 +0, 019 
es, Se ok fede ‘Feinstruktur: ¥Dg— YH: os 
a 


| | Saws 


«My, nach DRW 1,7595—, + 0,0019| 1,7592, + 0, ou 
4 DRINKWATER, RICHARD- | Feinstruktur: 
| son und Wititams® . © Yq, und %p, 11,7595, + 0,0019) 1,75925 iss) 0019 h 


¥ he < ; 
Mittelwert: 1,7596, + 0,0015 


eee rere, Ca. T. n. E.L. CHAFFEE: Phys. Rev. (2) 36, 904 (1930). — ® Kircu- ) 

NER, F.: Ann. Phys. (V) 8, 975 (1931); 12, 503 (1932). — * Dunnincrton, F. G.: pear fi: 
_ Phys. Rev. (2) 43, 404 (1933); 52, 475 (1937). — * GorpickE, E.: Ann. Phys. (V) vf rf 

36, 47 (1939). — * SHaw, A.E.: Phys. Rev. (2) 54, 193 (1938). — ° BEARDEN, J. A. x 
_ u. C.H. Saw: Phys. Rev. (2) 46, 759 (1934). — BEARDEN, J.A.: Phys. Rev. (2) 54, sap 
- 698 (4938). — 7 CampBELt, J. S. u. W.V. Houston: Phys. Rev. (2) 39, 601 
(1932). — Kuiwster, L. E. u. W. V. Houston: Phys. Rev. (2) 45, 104 (1934); 46, 
_ 533 (1934). 8 Houston, W. V.: Phys. Rev. (2) 30, 608 (1927). — * DJEN- P3 
“Yuen Cuu: Phys. Rev. (2) 55, 175 (1939). — 1° Speppine, F. H., C. D. SHANE : 

ao N. S. Grace: Phys. Rev. (2) 47, 38 (1935). — SHanez, C.D. u. F.H-SPEpDpDING: 

id ‘Phys. Rev. (2) 47, 33 (1935). — 14 Wiriams, R.C.: Phys. Rev. (2) 54, 558, 568 
(1938). — 12 Ropinson, C. F.: Phys. Rev. (2) 55, 423 (1939); s. weiter bei 
 Bircz, R.T.: Phys. Rev. (2) 60, 766 (1941). — 1 DrinxwarTerR, J. W., 

Oo: RICHARDSON u. W. E. WittAms: Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 174, 164 
~ (4940); 175, 345 (1940). — + Korrigiert nach WittiaMs u. Gress [Phys. Rev. (2) 


54, 491 (1934)]. — tt In den ab 1. 1. 1948 als verbindlich festgelegten absoluten 
Meléktrischen Einheiten gemessen lautet die spezifische Elektronenladung 
3 e/mg = (14,7590, + 0,0015) - 10" Cabs/kg . (Tabelle 6a) 


4 


Anmerkung bei der Korrektur: Die Ergebnisse zweier weiterer, erst jetzt 
-bekannt gewordener e/m,-Bestimmungen [Brra, J.: Diss. Kéln 1940. — HsvuEH, 
by Phys. Rev. (2) 67, 66 (1945)] verandern diesen Mittelwert praktisch nicht. 
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‘rohres auf den 6- bis 8-fachen Betrag stieg und somit das Auflésungs-_ 


-20 eV (von der Grenze ab gerechnet) und ein erneuter Anstieg der 


. Feinstruktur tiberlagert, deren Lage und Einzelstruktur stark von der ~ 


_gegangenen //e-Bestimmungen die Extrapolation auf die kurzwellige 


oi» \, 
“ts * Ve y pe ue 


 veranderter Pa st re die ‘Empfindlichkeit ‘des. 7 ait ey 


vermogen der gesamten Anordnung sich etheblich steigerte. Es ergab ‘ 
sich aus diesen Messungen folgender Verlauf der kontinuierlichen - 
Rontgenstrahlenintensitat von der kurzwelligen Grenze ab nach lingeren 
Wellen: An der Grenze selbst ein sauber definierter und steiler linearer 
Anstieg bis zu etwa 10 eV (von der Grenze ab gerechnet); dann eine” 
Abnahme der Intensitat, ° Durchgang durch ein Minimum bei etwa_ 


Intensitat, welcher allerdings wesentlich flacher verlauft als der erste — 
an der kurzwelligen Grenze selbst. Dieser Gesamtverlauf erwies sich 
im untersuchten Spektralgebiet als unabhangig von der Lage der kurz- | 
welligen Grenze sowie als unbeeinfluBt vom benutzten Kathoden- und — 
Antikathodenmaterial. Weiter zeigte sich stets im Gebiet des abfallen- 

den und wiederansteigenden, Intensitatsv erlaufes — d.h. beiderseits 
des Minimums bei etwa 20 eV (von der Grenze ab gerechnet) — eine 


\¢ 


PA. 
Pep 


jeweils verwandten Antikathodensubstanz abhangt. a 
Die von Onin fiir das spezielle Problem der //e-Bestimmung ge- & 
zogene SchluBfolgerung ist die, daB es zur Festlegung der kurzwelligen 
Grenze erforderlich ist, den ersten steilen und linearen Anstieg der 
kontinuierlichen Réntgenintensitat von der Grenze selbst ab eindeutig — 
und getrennt vom weiteren Intensitaétsverlauf experimentell zu bestim-_ 
men. Hierzu bedarf es allerdings eines erheblichen Auslésungsvermégens 
der verwandten Apparatur, wie es wahrscheinlich in fritheren Unter- — 
suchungen nicht erreicht worden ist. Nach OnLINs Ansicht ist in vorauf- — 


Grenze aus dem gemessenen Intensitétsverlauf nicht aus dem ersten 
steilen Stiick des Gesamtverlaufs, sondern aus dem wesentlich ep 
Anstieg oberhalb des Minimums erfolgt, wodurch sich zwangslaufig die 
, tiefen‘’ h/e-Werte erklaren!. - 
Neben der Aufrechterhaltung guten Vakuums (f < 10-5 Torr) in der — 
Apparatur — speziell im Réntgenrohr — sieht OnLIN? vor allem die — 
Beachtung der aus seinen Strukturuntersuchungen an der kurzwelligen 
Grenze folgenden Konsequenzen fiir eine einwandfreie h/e-Bestimmung 
als entscheidend an, Einmal muB die auszumessende St ane aa 
aus dem Kontinuum jeweils soweit monochromatisiert sein, daB das | 
zur Messung gelangende Spektralband einer Breite von héchstens 2 bis | 
2. eV entspricht, und zum anderen miissen die MeBpunkte in der Nahe | 


‘ Nach neueren Messungen von Ontin [Ark. Mat. Astronom. Fysik, ‘Ser. A 
31, No9 (1944)] bei den Wellenlangen der V- Kg,- und Ca-K,,-Linie erhalt ; 
man so Fehler bis zu 5°/q9. 


* Outin, P.: Ark. Mat. Astronom, Fysik., Ser. A 31, No 9 (1944). 


i) beciien Grenze hinreichentt dicht, jedenfalls nicht weiter als 
| 2 bis 3 eV auseinander liegen. 


Diese Bedingungen waren bei OnttNs! fritheren hle- Bestimmungen 
schon erfiillt — die Spannung wurde in der Nahe der kurzwelligen 
. Grenze in Schritten von 2 V geandert. Neuerdings hat OnLIN2 weitere 
_ Messungen zur h/e-Bestimmung bei 2 verschiedenen Réntgenwellen- 
- ingen (Ca-K, und Ti-K,) mit verschiedenen Kathoden und Anti- 
Bieatliddentoaterialien durchgefiihrt. Da OHLIN hier wieder die gleichen 
~ Werte fiir 2,, cy und pq wie in seiner fritheren Arbeit zur Umrechnung 
der gemessenen Werte auf absolute Einheiten benutzt hat, kann das 


neue Ergebnis in der gleichen Art auf den eigentlichen, in internationalen — 


Einheiten gemessenen Wert zuriickgerechnet epoca wie das bei den 
friiheren Ergebnissen schon géschehen ist®. 


Inzwischen sind auch die Messungen von DuMonp und Mitarbeitern? 
zum Abschlu8 gekommen. Die bei diesen amerikanischen Unter- 
-suchungen festgestellten beiden wesentlichen Fehlerquellen, welche bei 
_ friiheren Arbeiten aufgetreten sein kénnen, namlich einmal der EinfluB 
- der-verwaschenen Kontinuumsgrenze bei nicht ausreichendem Auf- 


_ lé6sungsvermégen der benutzten Apparatur und zum anderen die Wirkung ~ 


‘von Niederschlagen auf der Antikathode der R6ntgenréhre, konnten 
im Laufe der Experimente unschadlich gemacht werden. Bei Benutzung 
eines 30 kW-Watters-R6ntgenrohres erreichen PANOFSKY, GREEN und 
- DuMonp® mit einem Doppelmonochromator unter Zwischenschaltung 
von abgestimmten Ross-Filtern die erforderliche spektrale Auflésung. 
Besonders eingehend studierten diese Autoren den zweiten Stéreffekt. 


- Eine diinne Schicht von Substanzen niedriger Kernladungszahl, welche 


sich auf einer Antikathode aus Elementen im allgemeinen hoher Kern- 
ladungszahl niedergeschlagen hat, wirkt auf die durchtretenden Elek- 
tronen verzégernd. Dieser BremseinfluB der Niederschlage tauscht eine 
za groBe Spannung fiir die kurzwellige Grenze vor und fihrt somit 
zu zu hohen hje-Werten. Als verzégernde Niederschlagsschichten 
_ kommen beispielsweise Kohlenwasserstoffe in Frage. PANOFSKY, GREEN 
und DuMonp haben diesen Effekt messend verfolgt und daraufhin 
ihre experimentelle Anordnung zur h/e-Bestimmung so gestaltet, daB 
-solche bremsenden Niederschlage sich nicht merkbar ausbilden konnten. 


1 Onin, P.: Diss., Uppsala 1941. 

2 Ontin, P.: Ark. Mat. Astronom. Fysik., Ser. A 29, No4 (1942). 

3 Srme, U.: Z. Phys: 121, 133 (1943). 
~ | 4 DuMonp, J. W. M., H. H. Barrey, W. K. H. Panorsxy u. A. E. S. GREEN: 
“phys. Rey. (2) 59, 219 (1941). — DuMonp, J. W.M., W. K. H. PaNnorsky u. 
A. E. S. GREEN: Phys. Rev. (2) 60, 163 (1941). 
"8 Panorsky, W. K.H., A.E.S. GREEN u. J. W. M. DuMonp: Phys. Rev. 
(2) 62, 244 (1942). 


UG Sri: N rs i ie: eve 
ieee Bei der Riverton der MeBergebnisse Veet ponte und DuMowp D 
ee: und Mitarbeiter in einem Punkt verschiedene Auffassungen. Wahrend a 
ig DuMonp und Mitarbeiter zu der zwischen Kathode und Anode ge 
; ‘ messenen Beschleunigungsspannung noch die Austrittsarbeit der Ka- _ 

thode addieren, lehnt OuLIN diese Spannungskorrektion unter Hinweis — 

auf seine im Spannungsbereich von 3 bis 5 kV erzielten MeBergebnisse ~ 
ou ab!. DuMonp und Mitarbeiter begriinden eingehend? ihren Stand- 
po ie punkt durch allgemeine physikalische Betrachtungen und theoretische _ 
ty Uberlegungen sowie durch den Hinweis auf friihere experimentelle 
Untersuchungen von RicHARDSON und Cooxe%. Eine ausfiihrliche 
Diskussion der theoretischen Seite des Problems mit Houston und 
OPPENHEIMER fiihrte zu dem Ergebnis, daB die Korrektion beziiglich — 
der Austrittsarbeit der Kathode nicht zu umgehen sei*. Da aus den 
beiden Resultaten von OHLIN und von PANOFSKY, GREEN und DuMonp © 
ein Mittelwert fiir die experimentelle h/e-Bestimmung gebildet werden 
a soll, niaB die Auswertung der beiden Arbeiten gleichmaBig vorgenommen 
werden. Unter Annahme des von den amerikanischen Forschern ver- 
tretenen Standpunktes werden die einzelnen MeBergebnisse von OHLIN © 
korrigiert, wobei die Austrittsarbeit der Wolframkathoden mit 4,5 eV. 
und die der Oxydkathoden mit 1,0eV in Rechnung gestellt wird. 


Dann ist mit den bereits angegebenen Werten Gl. (12), (1a), (2a) 
u. (5) fiir k,, p,q und cy und unter Beachtung der in einer friiheren 


_ Veréffentlichung aufgestellten Richtlinien® fiir die Feststellung der — 
_ Fehlergrenzen das Gesamtergebnis von OHLIN als 


h/e = (4,1349, + 0,0054) - 10-5 Vs ¢, of 


, und das Resultat der Untersuchungen von PANoFsKy, GREEN und — 
Ve oe. DuMonp als 
he 


al 
be 44° 
aA 


ee ae 


h/e = (4,1312, + 0,0058) - 10-25 Vs 33) 

x zu schreiben. Da die gleichfalls in Amerika laufenden hje-Bestim- 

ee 1 Ountin, P.: Diss. Uppsala S. 58, 1941. wa 
Mee) * DuMonp, J. W. M. u. V. L. Bottman: Phys. Rev. (2) 51, 401 (1937). 

es is PaNnoFsky, W. K. H., A. E. S. GREEN u. J. W. M. DuMonp: Phys. Rev. (2). 


: 62, 214 (1942). 


i" ® Ricwarpson, O. W. u. H.L. Cooke: Phil. Mag. (VI) 20, 173 (1910); an, 
weer, 404 (1911). . 
SS * Briefliche Mitteilung von Prof. DuMonp. 

st). 5 STILLE, U.: Z. Phys. 121, 133 (1943). % 
Bet + Die fiir den Ontinschen Wert angegebene Fehlergrenze enthalt einen relativen _ 


Anteil von 5- 10-4, um dem von Outtn nicht beriicksichtigten EinfluB von auf 
der Antikathode etwa niedergeschlagenen diinnen Bremsschichten Rechnung zu 
tragen; dieser Punkt mu8B wie andere Einzelheiten der h/e-Bestimmung einer aus~ 


fiihrlichen Darstellung an anderer Stelle (U. StILLE: Dimensionen usw. 1. c.} 
? vorbehalten bleiben. 


Beers eee OS CS 

gen von BEARDEN und Scuwarz! noch nicht abgeschlossen sind 2, 
als derzeit vertretbarer experimentell bestimmter j/e-Wert der 
te Mittelwert aus den Ergebnissen von OBLIN und von PANoFsky, 
EN und DuMonp 


hle = (4,1334 + 0,0045) «40-25 Vs + (34) 


' 


anzusehen. 
In der voraufgegangenen Veréffentlichung® waren die aus dem von 
OHLIN gemessenen /i/e-Wert und den verschiedenen fiir die Elementar- 
ladung e vorliegenden MeBergebnissen folgenden Zahlenwerte fiir das 
Prancksche Wirkungsquantum /: angegeben worden. Der jetzt aus 
den experimentellen Bestimmungen abgeleitete Wert Gl. (34) fiihrt 
entsprechend zu etwas héheren Zahlenwerten fiir h. 

- Benutzt man das Resultat der Untersuchungen von Lasy und 
He PPER (Tabelle 5), so erhalt man 


bs 


“ae h (e, hie) = (6,622, + 0,027) -10-*4Erg:s. 


Mit dem Mittelwert aus den Ergebnissen von Mitirkan und von LaBy 
und Hopper (Tabelle 5) folgt 


~~ 


oa h(e, hle) = (6,624 + 0,027) «10-* Erg «5 . (35) 


Einsetzen des aus der spezifischen Ionenladung F und der spezifischen 
Molekiilzahl N, abgeleiteten und als wesentlich sicherer bestimmt 
anzv ehenden e-Wertes Gl. (31) ergibt 


Pa 


A. 


] Zechnet man diesen in elektrischen Einheiten gemessenen Zahlenwert 
auf mechanische Einheiten durch Multiplikation mit pq? Gl. (4a) um, 
so ist fiir das PLancksche Wirkungsquantum zu schreiben 


me h(N,,F, hie) = (6,622, + 0,012) -10-*Erg-s ft. (36’) 


5 Die unter Benutzung der RypBerc-Konstanten R,, fiir h/e bzw. 
h folgenden Zahlenwerte werden im II. Teil dieser Arbeit behandelt. 


ie 


10. Die RyDBERG-Konstante R,.. 


- Der Zahlenwert der RyppEerc-Konstanten, abgeleitet aus den 
letzten Prazisionsmessungen der Feinstruktur an der H,- und D,-Linie 


2 BEarRDEN, J. A. u. G. Scuwarz: Phys. Rev. (2) 59, 934 (1941). 
2 Briefliche Mitteilung von Prof. BEARDEN. 
8 Sritre, U.: Z. Phys. 121, 133 (1943). 

+ In den ab 1.1. 1948 als verbindlich festgelegten absoluten elektrischen 
Einheiten gemessen lautet dieser Mittelwert fiir h/e 


hie = (4.1345 + 0,0045) - 10- Vabs-s. (34a) 
+t = (6,622, + 0,012) - 10- Jabs +s. (36’) 


(35a) 


h (N,, F, hje) = (6,621; + 0,012) -10-* Js. (36) 


x = Seni 


an 
~ 


iy seme: a 
y del 


Rach DRINKWATER, RICHARDSON und Wate Pa Gee un 
Benutzung der im Abschnitt 12 aufgefiihrten aes amma” e 
der -Auswertung nur ganz unwesentlich 1 ai 


: Roo = 10973730,5 + 7,0m4 + 
Entsprechend lautet die RyDBERG-Frequenz R‘, 
Ri = Cy* Roo = (3,289 68% + 0,000 21) - 101s. 


11. Die SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante a. 


Sa es 

Die aus Feinstrukturmessungen an der He’-Linie und relativistischen 
Rontgendubletts abgeleiteten 1/%-Werte sind in der Tabelle 7 zusammen- 
gestellt worden; die Fehlergrenzen fiir die aus der He -Linie erhalten 


Werte sind ziemlich unsicher. zz 


Tabelle 7. 1/a-Werte aus Feinstrukiurbestimmungen. 


’ 


Autor Jahr 4 Methode Fe 


: 


1 


CuRIsty und KELtER? | 1940 | Réntgendubletts (L11—Lii1) |136,95 + 0,14 — 


Houston-Birce? . . | 1927/1944 \ He*-Linie (Ia—IIb) 137,04 + 1,0 
Cuu-BirGE? . ; 1939/1941 | [{ bei 4686 1.A. \137,0 +0 3 
Mittelwert: 1137,0, + 0,6, 


12. Molekulargewichte, Massen und spezifische Ladungen 

der leichten Teilchen. : 

Fir die Angabe von Zahlenwerten fiir eine Reihe von GréBen ist 
_die Kenntnis der Molekulargewichte (in der physikalischen cei, 
gewichtssiala) bzw. der Massen einiger Atome und Kerne erforderlich 


i DrInKw ATER, J. W., O. RicHARDSON u. W. E. Wittiams: Proc. Roy. | 
London, Ser. A 174, 164 (1940); 175, 345 (1940). nS 
_ ¢ Bei zusitzlicher Beriicksichtigung der relativen Fehlergrenze von 6,5 - 10> 
fiir den auf die internationale Meterskala bezogenen Zahlenwert der Vakuum- 
wellenkinge Aycq der roten Cadmium-Linie, an die DRINKWATER, RICHARDSON 
und WILLtaMs [Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 174, 164 (1940)] ihre interfero- 
metrischen Messungen angeschlossen haben, erhéht sich die Fehlergrenze viir 
Roo auf, | 13 m=, Anmerkung bei der Korrektur: Die von LAMB und RETHER- _ 
FoRD {LamB, W. E. u. R. C. RETHERFORD: Phys. Rev. (2) 72, 241 (1947)], 
KoOPFERMANN und Pavt (KoprerMann, H. u. W. Pavt; Nature, Lond. 162, 33 
(1948)] u. a. experimentell gefundene und von Betue [BETHE, H. A.: Phys. Rev. (2) : 
72, 339 (1947)] theoretisch gedeutete Termerhéhung der 2S,-Niveaus des Wasser- _ 
stoffs hat auf die Festlegung der RypBERG-Konstanten noch keinen die Fehler- 
grenze tbersteigenden EinfluB. ; 


Pi: * Curisty, R, F. u. J. M. KeLter; Phys, Rev. (2) 58, 658 (1940). 
“ . * Houston, W. V.: Phys. Rev. (2) 30, 608 (1927). — Brreg, R. T.: ies 
a Rev. (2) 60, 766 (1941). a 


* DjJEN-YUEN Cuu: Phys, Rey. (2) 55, 175 (1939). — Brreg, R.T.: Phys 
Rev. (2) 60, 766 (1941). 
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eal 


o), das Neutron (n), leichten (H) und schweren (D) Wasserstoff, 
_das Heliumatom (He), sowie fiir das Proton (p), Deuteron (d) und das 
fe Teilchen (x) zusammengestellt werden. 

_ Die Molekulargewichte fiir die neutralen Teilchen werden dem letzten 
: 4 Setopenbericht? entnommen. Das Molekulargewicht des Elektrons 
_ berechnet sich aus der spezifischen Elektronenladung und der spezifischen 
Tonenladung zu 


a (Mis a. 


{F Jo fevalpy, Sk: 


= (5,4863, + 0,0050) -10-4 , (43) 


rf: fel Mob cing 
“0 daB die einzelnen Molekulargewichte zu schreiben sind als 
(M,) = 1,008939 + 0,000007 f+ - (39) 
(My) = 1,008131 + 0,000003 ~~ (40) 
(Mp) = 2,014724 + 0,000006 (41) 
ee (Mu) = 4,003 860 + 0,0000314 (42) 
(M.) = (5,4863 + 0,0050) - 10-4 told) 
(M,) = 1,007 582 + 0,000004 (44) 
a, (M,) = 2,014175 + 0,000007 (45) 
Bre (M.) = 4,002 763 + 0,000031. (46) 


Far die Massen dieser Teilchen erhalt man aus der Zahlenwert- 
Picchune (hy) 


: (sbi = {Np}cmor | | te! 


die entsprechenden Zahlenwerte in kg. Die Masse eines hypothetischen 


-spezifischen Molekiilzahl N, (14a) 


‘Fac die aah sci Massen folgt 


= (1,6747 + 0,0011) - 10-27 kg (49) 
¥ , my = (41,6733 + 0,0011) -10-*’ kg — (50) 
eS my = (3,3441 + 0,0022) -10-*" kg (54) 
ces. Myre = (6,6457 + 0,0044) -10-?? kg (52) 
: : m, =(9106 +0,014) -10-kg (53) 
m, = (1,6724 + 0,0011) -10-°’ kg (54) 
# = (3,3432 + 0,0022) 10-27 kg (55) 
0: = (6,6439 + 0,0044) 10-27 kg. (56) 


~ Fricce, Sie ells 7 MatraucH: Phys. Z. 44, 181 (1943). 
f Meyer, P.: Z. Naturforschg. 1948; private Mitteilung. 
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solle Padhes inet die entsprechenden: Banicawetts fiir das Elektron 


Molekiils vom Molekulargewicht (M)py5;. =1 ergibt sich also mit der — 


ue m, = (1,6598 + 0,0011) 10-7 kg. (48) 


| Weiter sollen noch die 5 Verhaltniszablen der Massen aut inelnen 
' Teilchen zur Elektronenmasse m, mitgeteilt werden; 


a mM = 1822,7 + 1,7. 67) 
ee , ; M,|My = 1839,0 41,7 (58) 
~My | = 1837,5 11,7 | (59) 
Myp|m, = 3672,3 + 3,4 (60) 
Melo = 7297,9 + 6,7 2 (61) 


MyM, = 1836,5 + 1,7 (62) 
Ma/Mo = 3671,3 + 3,4 (63) 
m,|M, = 7295,9 + 6,7. (64) 
Fiir die spezifischen Ladungen der geladenen Partikel folgen a is 
_ der Zahlenwertgleichung (z,: Wertigkeit) , q 
{Fyciva oe 
(alm) home = TEs (65) 
die Werte : a 
(g/m) p = e/mpy = (9,5793, + 0,0006) - 107 C/kg (66) 
(q/m)a = e/ma = (4,792 04 + 0,00030) - 107 C/kg - (67 
(g/m). = 2 e/m, = (4,82267 + 0,00044)-107C/kg. (68) 


II. Zahlenwerte einiger in der Atom- und Kernphysik 
haufig gebrauchter GréBen. 7 
In der Atom- und Kernphysik treten eine Reihe von GréBen auf, — 
die im wesentlichen als Potenzprodukte aus den atomaren Konstanten — 
gegeben sind und deren Zahlenwerte oft bendtigt werden. 
Von diesen soll hier eine kleine Auswahl behandelt und in sechs’ 
_ verschiedenen Gruppen zusammengefaBt werden: Mechanischer Dreh- 
impuls und magnetische Momente, Konstanten der Strahlungsgesetze, 
Konstanten der Spektroskopie, charakteristische Langen, Linear- 
geschwindigkeit und Dr BroGiir-Wellenlinge einiger elektrisch gela-_ 
dener und beschleunigter Partikel, natiirliche MaBeinheiten der ne 4 
physikalischen Kosmologie nach JORDAN. " 
Diese Konstanten sollen aus den experimentell bestimmten Dateny 
« fiir die Atomkonstanten so abgeleitet werden, daB sie mit den drei_ 
atomaren Grundkonstanten e, m, und / einen in sich konsistenten Satz — 
von Werten bilden. Dieses Ziel laBt sich bei der betrachtlichen Zah 
von verschiedenen Messungen fiir die einzelnen Hilfsgr68en und Kon 
stanten auf mehrfache Weise erreichen. Die Entscheidung fiir ‘in 
bestimmtes System von AusgangsgréBen, welche man der Berechnung 
, der aus ihnen abzuleitenden iibrigen atomaren Konstanten eUgtane 7 


on GréBen | und EnergiemaBe es ‘asi tomphyais 
= aah =: 
legt, wird durch ZweckmaBigkeitsgriinde wie Bedeutung, die man den_ 
-einzelnen Ausgangskonstanten beimiBt, Genauigkeit, mit der diese heute 
bekannt sind, usw. bestimmt!. Unter diesen Gesichtspunkten erweist 
es sich als zweckentsprechend, die im folgenden betrachteten atomaren 
r6Ben x als Funktion der Konstanten C9, Ug, Ro, N,, , e/mM, Roo und 
(M) in der Form 


ee Rie thy, Hey, NE PS elaitg dese. (M)) (69) _ 


_darzustellen und zu berechnen. Dabei wird in der ae der Falle 
von. der RyDBERG-Formel 


2 


2 3 | a 
og et my e4 2) KO e 
é - co cs 


~ Sekcgh® = 8—— (he)? (E/m,) (70) . 


Gebrauch gemacht werden. Die fiir diese Konstanten einzusetzenden ST 
Werte sind in der Tabelle 8 noch einmal zusammengestellt worden, . 
und zwar aus Griinden der weiteren numerischen Rechnung teilweise 
‘mit mehr Ziffern, als eigentlich ihrer Fehlergrenze entspricht. 


‘Tabelle 8. Satz von Ausgangskonstanten zur Ableitung eines Ronsistenten Systems’ 
; von atomaren Konstanien. 


- Konstante Wert Hinweis 


mlichtgeschwindigkeit Cy = (2,997 78 + 0,000 20) - 108 m/s F (5). 
ktionskonstante . . . Mp = (1,25602 + 0,00002) - 10-* H/m (6) 
eine Gaskonstante . Ry = (8,3127~ + 0,0007)- 108 J/grad - kmolch.sx. (28a) 
ifische Molekiilzahl. . | Nz =(6,0230; + 0,0039)- 10% kmolgg, (14) 


. = (6,0247, + 0,0040) - 10° kmolpy! sx. (14) 
ifische Ionenladung . * F = (9,6493, + 0,0006) - 107 C/kvalyy, cy (21) 
¢ = (9,6520) + 0,0006) - 10? C/kvalpy, oy) (21a)~ .4 
fischeElektronenladung | é/mg = (1,75962 + 0,0015)- 104% m?/Vs?_ -| (Zabelle 6). 
= (1,7592, + 0,0015) - 101! C/kg (Tabelle 6) 


¢ Konstante io yl cog 10973730,5 4770 m—! } . (37) ‘, 


Mit cs Satz von Av oocehvcqes te ergeben sich zundchst fiir die 
im I. Teil behandelten Atomkonstanten die Werte 
e=5 =| (1,6020, + 0,011) -10-9C + G1) 
oe Mo F__ __ (9,106 + 0,014) - 10-% kg Cape (83) 


Bigs ~~ Ne - (e/my)- a cis 
1 SrirLE, U.: Dimensionen, Einheiten, Umrechnungsfaktoren und allgemeine — te oe 
L SP saean in Physik und Technik, Bd. I, 1947 (erscheint demnachst). ; ; 


+ In den ab 1.1. 1948 als verbindlich festgelegten absoluten elektrischen 
Piisticiten gemessen lautet dieser Wert ae, 


= (1,6018, + 0,0011) -10- * C,,.. (31a) 
. on 


3. 


as at as _ ‘a - rs 


< ai 


; aa ch ue, F? 415 3 
a he = eee (4,1333; +0 ae 40-8Vs 
os ie iz 688 FS ce J 
ei, b= Ervine = (6,621, + 0,010)-10-* J-s f ) 
Wee ; = (6,623z + 0,010) - 10-“ Erg -s (728 a) 


Ni 


tla = | amgyRew| — 137004 + 0.07, ‘= 


} aa welche sich mit den direkt experimentell bestimmten wieder in bes) er 
. Ubereinstimmung befinden. 


1. Mechanischer Drehimpuls und magnetische Momente. t 
Fir die guantenmechanische Einheit des Drehimpulses folgt 


h =" = (1,0539 + 0,0016) - 10-4 J-s 
= (1,0547 -- 0,0016) - 10-* Erg:s. (74a) 


Das magnetische Moment des Elektrons oder Boursche Magneton 
ist definiert als 


oder, als Funktion der Ausgangskonstanten dargestellt, 


1 fe 4 Mo Fs "yaaa © 


MB 45 S8NS-R 


ZahlenmaBig folgt 
Hp = (14,1646 + 0,0022) - 10-8° Vsm . 


Das Kernmagneton ist als das magnetische Moment des Protons form 1. 
maBig zu schreiben 


4! ie Th Sed Me (Me) 
ie tone: war? hi = Up’ FB" (Mp) 
1 ; atta t 


~ 4 [8 N§ (A1,)° (e/mp) Ra, 


Mit den oben genannten Zahlenwerten erhailt man 


Mx = (6,344 + 0,010) - 10-3 Vsm. 


t In den ab 1. 1.1948 als verbindlich festgelegten absoluten elek 
Einheiten gemessen lauten diese Werte 


iy , h/e = (41347, 4+: 0,0035) + 10-5 V.-s 
; h = (6,623; + 0,010) - 10-84 J 


abs’ 5: 


2. Die Rinstanion’ er -Strahlungsgesctze, 


a ‘Das Us Strahlungsgesetz fiir das spektrale Emissionsver- 
-mogen e, des schwarzen Kérpers, d. h. die von der Flicheneinheit 
des schwarzen Kérpers senkrecht in die Einheit des Raumwinkels 

mittierte spektrale, linear polarisierte eget 


¢. = gh (enl4T — 1) (77) 
halt die beiden Strahlungskonstanten 
= coh 


| a=} 
‘Fiir die erste Strahlungskonstante ergibt sich = 
ke ug FS 
\ amy Nf (elm) Re, 


a 


i = (5,951 + 0,010) 10-17 W- m2 


= (5,952 + 0,010) - 10-1” Erg - m2/s.- 
Fir oe zwette Strahlungskonstante: folgt 


Bean eo ES oo Mg FS 3) = (41,4383 + 0,0015) -10-?m: grad. 


S Ro Nz (elm) R 


é. Die Konstante des WYENschen a tis anaes 


- eg ae (80) 


. teeta 
ergibt sich dann zu 


ps = (2,8968 +40 ,0030) -10-*m- grad. (80') 


Die STEFAN-BoLTzMANNsche Konstante wird als Konstante des 
‘STEFAN-BoLtzMAnnschen Gesetzes fiir die Gesamtstrablungsleistungs: 
vet lichte 
Fra Besa li dleo Tl (81) 
0 


Bee die Beziehung 275 kA 
e | o 15ah 


7, 


(82) 


1s sei hier ausdriicklich darauf hingewiesen, daB fiir die Auswertung von 
Strahlungsmessungen nach der Pyrometerformel (WiENsches Strahlungsgesetz) 
zur Temperaturbestimmung oberhalb des Goldpunktes Ta, = 1336° K in der 
_Internationalen Temperaturskala von der 7. Generalkonferenz fiir MaB und Gewicht 
im Jahre 1927 der Wert c, = 1,432 + 0,000 cm- a festgesetzt worden ist (C. R. 
e Conf. Gn. des Poids et Mes., Paris 1927, p. 53, 94). Bei Bezug auf die 
ee Internationale Temperaturskala ist des stets dieser c,-Wert zu be- 
nutzen, entsprechend fiir die Konstante des Wrienschen Verschiebungsgesetzes 
A = (2,884123 + 0,000000) - 10-* m- grad [U. Stirte: Dimensionen, usw. 1. c. — 
Li OHSE, B. u. U. Stitve: Z. Phys. 125, 133 (1948)]. 


* . 
ii eats ety tye ER 
rae - ae ae, ors * " = 63 a Shoes the wart 
Seah, ne gk OO a a at ie ee 
Bee) ) Par el lee eS jad ee atoge ~ We Ben 
&. ; J ‘ > e - = £55 5 <= SAS op: £ a i = 
Bee ehh? : ; ay Ves Tee, ree Ue Se ead is RA 
wie. Cf Peg kee R “SORE Us STEER Ee oe St Sh ne 
: , , * a 
Be SR 
dargestellt. Zaklennn bie folgt . *s 


Ss Ss 
7 teas SJ 


eRe gait. SEN = (5,674 $0,015) 10-8 Wimtgrad® (82) 
cA". 0/0 

= (5,675 + 0,015) -10-*Erg/s-m*grad*. (82’a) 

Die direkten experimentellen Bestimmungen fiir die Strahlunsees 

konstanten fiihren zu Werten, welche mit wesentlich gréBeren Un- 

sicherheiten behaftet sind als die gerade genannten, aus den atomaren 


Konstanten berechneten Werte und sollen ane hier nicht. naher = 
handelt werden!. f 


a 


3. Konstanten der Spektroskopie. <7 2 


Die RypBERG-Zahlen des leichten und schweren Wasserstoffs sowie 
des einfach ionisierten Heliumatoms ergeben sich aus der allgemeinen 


Beziehung © 
Roo (Ont 
SE OL: ) 
- - 1 . 

h hy (Mx) ‘J 
Mit den Molekulargewichten (My.) =(M,), (Mp:) = (My) und (Mye+s) = 

(M,) folgt . a 
Ry = 10967758 + 20m (84) 

Rp = 10970742 + 17m (85) 

Rye+ = 10972227 + 15m-. (86) 


In der Bandenspektroskopie werden fiir die Berechnung der Rot: a 
tionsanteile der einzelnen Bandenlinien einige Kombinationen der Ein- 
. heit Z des quantenmechanischen Drehimpulses in Zusammenhang 
eo dem DESLANDRES-Term 
h h 4 
Sal dal (87) 


B= 


haufig gebraucht (J: Trigheitsmoment des Molekiils). Es sind diese 5 
vor allem die GréBen : 


h h 
B-[= = — 

822°) 4a 
: h2 n2 
y h B-I => = 
ei 82? 2 
ey Bl ox he a he 
ee Co “) Satoys 4 4m0y° 


7 ‘ ; y > 
h , : Hine ausfiihrliche Darstellung und Diskussion diesés Themas hat vor einige 

Zeit WEensEL [Nat. Bur. Stand. J. Res. 22, 375 (1939)] veréffentlicht (siehe auch 

bei MacApam, D. C.; J. Opt. Soc. Amer. 35, 615 (1945) und Moser, H., U. Sritre_ 

u. C. TrIncwatpt: Naturwiss. 35, 60 (1948). — Optik 1948]. <= 


‘* , > _ ae oe ? 
eS, a3 
Rh eS ey " 


y 3 : pdt at ae = : 
i a al AP hs Ly. : 
en un¢ Ene iemalle i in der Atomphysik. PS ADF ae 


s 
\ , 


Sie odes ee Ot 40" Ts ) 

= (8,388 + 0,013) - 10-3 Erg +s | | (88’a) a 

¢ ie >= (5,553 + 0,017) - 10-% ps | (89’) 
“See = (5,556 + 0,017) - 10-8 Erg? s?. - (89’a) 
a ; | roe = (2,7976 + 0,0040) - 10-44 J -s?/m * (90%): 
= : = (2,7981 + 0,0040) -10-44 Erg - s?/m. (90’a) 


_— Die Lintenverschiebung beim normalen ZEEMAN-Effekt ist fir ein 
-magnetisches Feld der KraftfluBdichte 8 bzw. der Feldstarke im 
Wellenzahlmas gegeben durch 


al 1 . i F 

j Aa erie l= 4572 (91) 
= bzw. J 

a i Sccy Breen Us Rag Aner (92) 


ZahlenmaBig ergibt sich fiir diese Aufspaltungent | 
5% -e ‘ Ne 416 


3 eae 
é 


(e/m) = = 46,710 + 0,043 m/Vs (91’) 


Ay= 


- 


(c/o) = (5,866y + 0,006) -10-5A*.  (92') = ae 


cee 
Der kleinste Linienabstand, d.h. die Awufspaliungseinheit beim 
_ StarK-Effekt betragt fiir ein elektrisches Feld der Feldstarke € im 
-WellenzahlmaB 


Ay=S% .—:|G|=Ap-E. (93) 


27 Cy ite 


‘Die im elektrischen StaRK-Effekt der Lorentz-Einheit analoge GréBe 
_ A, ist also zu schreiben als 


BPE potny be 7< 25, 

ws Ag= 2Cy em, 27 pgcS em’ (94) 
" Binsetzen der Zahlenwerte fiihrt zu dem Ergebnis 

4, = 3 [Ne lel? ees i 

AR Pagers Sas |} = (6.4055 + 0,006) -10-8V-, (04 


Die Klassische Dispersionstheorie liefert fiir die Brechzahl ver- 
_diinnter Materie — im wesentlichen der Gase und Dampfe — die 


, Sy ‘ 

‘1 Die Aufspaltung Ag bzw. Ay wird in der Literatur vielfach als LoRENTZ- a 
| Einheit bezeichnet. * 
¥ 


Be sa an 
eet BR As ye 
Pp eat ; 4H oie ee cima eg! 2 =D gos 
é we N, | (N Zahl der Molekiile je Volumeneinheit; », Eigenfrequenz der Mole- 


kiile; f,; Oszillatorenstarken der zugehérigen Elektronen.) Fur die 
Dispersionskonstante ergibt sich 


D= Biel s = 26,867 + 0,046 m3/s?. 95") 


4. Charakteristische Ldngen. 
Der hlassische Elektronenradius ist gegeben als 


ce 1 oo Hp ~* 
Yo = . aie Os, —.-_ = = (he) Ts (9 aS 


4% & mgce 4% mM, 


s 


woraus folgt . 


ER = ae : 
ead ry — Hokie) © = (2,8176 + 0,0045) - 10-1 m. “ (06' 


Der Boursche Wasserstoffradius — d.h. der nach der nichtrela- 
-tivistischen klassischen Quantentheorie zu berechnende Radius de 
einquantigen Elektronenkreisbahn fiir das Wasserstoffatom — ist durch 

’ die Beziehung te 


£9 h® «| 
49> Mg e tT i I) 


“™ gegeben. Als Funktion der oben genannten AusgangsgréBen 1aBt sich 
vee diese Gleichung schreiben 
eS Ho F (¢)p%g) a 


a “= Nz Ri, 


Einsetzen der Zahlenwerte ergibt 
A) = (5,2916 + 0,0027) -10-4 m. ; 


Die Halfte der Wellenlangenanderung, welche beim CompTon-Effekt_ 

die Primarstrahlung maximal — d.h. bei senkrechter Streuung des 

; RiickstoBelektrons — erfaihrt. pflegt man als Compton-Wellenlange Ah, 
zu bezéichnen'. Die Theorie ergibt fiir diese GréBe die Beziehung | 


h ; 
& 2 Ac ma My Cy 08) 
‘ + Fosioal kann man also das Bonrsche Magneton auch als das Moment eines 
magnetischen Dipols der ,,Polstarken’’ + h/e im Polabstand 7, auffassen. “i 
tf Das Verhaltnis v/a) ist gleich dem Quadrat der SomMMERFELDschen Fein- 

strukturkonstanten, 
* Das der Compron-Wellenlange diac entsprechende Lichtquant he,/AAc 
ist energetisch gleich der Ruhenergie m, ci des Elektrons. ¥ 


38 L r , é 
re oe 
Adc= Peres | = (2,4261 + 0,0026) «10-22 m (98’) 


= 24,212 + 0,026 Siegb.X.E. (98a) 


5. Lineargeschwindigkeit und DE BroGiir-Wellenlange elektrisch geladener 
: und beschleunigter Partikel. 
Ein Teilchen der Ruhmasse m, mit einer elektrischen Ladung q, 
icht durch Beschleunigung in einem elektrischen Feld eine Geschwin- 
digkeit v,, welche von der durchlaufenen Potentialdifferenz U abhangt. 
Ss Solange die aus dem elektrischen Feld gewonnene kinetische Energie 
eegentiber der eee des Teilchens zu vernachliassigen ist — d. h. 


paz<t E - (09) 


bleibt —, ergibt sich fiir die Geschwindigkeit v, unter Vernachissiging 
d relativistischen Korrektur 


ae v,= 2 (q/m),-/U . are PEEOO) 
Zui Berechnung der von einem Elektron, Proton, Deuteron oder a- | 
Teilchen erzielten Geschwindigkeiten ist in der Beziehung (100) fiir 


(g/m), jeweils e/mpy, e/m,, e/m, oder 2e/m, einzusetzen. Mit den oben 
aufgefiihrten Werten fiir die Ausgangskonstanten folgt dann 


Je = 5,932g° 108+ |/ m/s (101) 
| | 


Up = 1,384 30, °104- Ie m/s (102) 
Va = 9,79105 * 108 - ea m/s (103) 
Bq. = 09,8225, °10°* y= m/s, — (104) 


abe: unter U die vom einzelnen Teilchen durchlaufene Potential- 
differenz zu verstehen ist. 
-Fiir die pe Brociie-Wellenlange Az, ist unter den gleichen Ver- 
nachlassigungen zu schreiben 
4 h 
Az. = 

2 Mz Uy Jz): aa Te 
fit Gl. (70) ergibt sich speziell fiir die pr Brociie-Wellenlainge des 
lektrons 


(105) 


wy) aides til: 


fe eager o, (105) 


8N?R 


22 yo 


Analog erhalt man fiir die DE BnodrietWellentange éines durch dig 
Spannung U beschleunigten Protons, Deuterons oder aeTeilehens a 


oS 


1 gS SED 2 ne FOG ios} 
|/22x (My) eae (e/m9) | jo -- | ( 


ZahlenmaBig ergibt sich ‘aces 


An, — 


AZ a 

Ap, = 1,2260 + 10-9: | *m (106) 
ieee — 

’ —_ . —-11. Sinks {{ \ 
Ap, = 2,860.2 ° 10 | mM (107) 
& 

iY eee 

Ap, = 2,0235- 10-2: |/— m (108) 
V s4 

Jy, = 1,014,108 «| m. (109) 


Ist B = v,/c) nicht mehr gegeniiber 1 zu vernachlassigen, so trit 
an die Stelle der nichtrelativistischen Gl. (100) fiir die Lineargeschw n- 
digkeit die Beziehung ey 


te zs ~ 
|, 1 a =| - =|2(2),-1E-K@. (000% 


1 


Bei Beriicksichtigung des relativistischen Einflusses ist die Gl. (05 5) 
fiir die DE BRoGLIE-Wellenlange durch die Relation 
Vi—-B-—a-—s)]})_ ok i 


— <a K( 
Ls V2(qm)r JU mv 
2 


yO Gey pesto ss 
Ps Ya(qm)y VU 


zu ersetzen. Die Tabelle 9 gibt diejenigen Beschleunigungsspannungen 
i Uy», bzw. Uys, an, nach deren Durchlaufen die Lineargeschwindigkei 
mut und die DE BRoGLtE-Wellenlange der einzelnen Teilchen, berechnet nach 
eds den nichtrelativistischen Formeln (100) und (105), gerade um 1°%o¢ 
eta bzw. um 1% von ihrem relativistischen Wert abweicht. Es sind dies ses 


Tabelle 9. Grenzspannungen, bei denen die relativistische Korrektur fiir die Linear- 


oe * geschwindigkeit und die DE BRoGiiE-Wellenldnge 1%o bzw. 1% erreicht. 
7 - 
¥ 
a Partikel 
Elektron 5. 0,00069 0,0074 0,002.03 0,0215 
( > TOTO Ne wnat 1,27 13,6 3,72 
“2 Denteron 9. as 2,54. 27,1 7,44 
a-Teilchen . . . 2,52 27,0 7,39 ; 


‘ 
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. also diejenigen Spannungswerte, fiir welche die relativistischen Korrek- | 
'. -tionsfaktoren K(v) und K/1 (mv) um 4% ) bzw. um 1% von der Zahl 1 


abweichen?. Wahrend bei den leichten Elektronen die relativistische 
-Korrektur schon bei ziemlich niedrigen Beschleunigungsspannungen 
_ nicht mehr zu vernachlassigen ist, gewinnt sie fiir die geladenen Kerne 
_ erst bei héheren Energien in der Kernphysik Bedeutung. 


«6: Natiirliche Mafeinheiten der mikrophystkalischen Kosmologie nach 
JORDAN. 


In zwei Aufsatzen tiber die Entstehung der Sterne hat JorpAN? auf 
Grund neuer astrophysikalischer Ergebnisse von Unsérp® friihere 
Uberlegungen zur Kosmologie wieder aufgegriffen und weiter ausgebaut. 
Die Betrachtung der veranderlichen Sterne fiihrte ihn dabei zu dem 

-Postulat eines 4. Hauptsatzes der. Thermodynamik, welcher fiir sehr 
dichte Materie — etwa von Kerndichte — Giiltigkeit haben soll und fiir 
diese die Méglichkeit einer Temperaturzwnahme bei adiabatischer Aus- 
dehnung ergibt. Als weitere Konsequenz folgt das Auftreten einer Grenz- 
temperatur 7.7, welche — 4hnlich wie die Vakuumlichtgeschwindig- 
keit cy — in der Natur nicht iiberschritten werden kann. Die Entropie 
eines Systems von Kerndichte, welches diese Grenztemperatur 7; 
erreichte, wiirde den Wert co annehmen — in Analogie zu dem Un- 
-endlichwerden der bewegten Masse eines Kérpers bei Erreichen der 
Geschwindigkeit Cp. 

Uber die 4 Grundkonstanten cy, k, h und 1 = 7, begriindet JoRDAN 
4 ,matiirliche MaBeinheiten‘ fiir die 4 GroBen Lange, Zeit, Masse 
und Temperatur, welche als mikrophysikalische Einheiten in der Kos- 
mologie besonders geeignet erscheinen: die Elementarlange der Kern- 
physik J, die Elementarzeit rt als Quotient aus / und cy, die Elementar- 
masse m,,, welche von der Gré8enordnung der Mesonenmasse ist, und 
die Elementartemperatur 7,, = 4T7,. Fir diese Einheiten ergibt sich 


1 Graphische Darstellung und Zahlentafeln fiir die relativistischen Korrek- 
tionsfaktoren K(v) und K(i/mv) siehe bei U. St111x: Dimensionen, Einheiten, 
Umrechnungsfaktoren und allgemeine Konstanten in Physik und Technik, 
Bd.I u. Il, 1947 (erscheint demnachst). 

2 JorDAN, P.: Phys. Z. 45, 183, 233 (1944). 

3 Uns6Lp, A.: Noch nicht verdffentlicht. 

4 Jorpan, P.: Ann. Phys. (V) 36, 64 (1939). 

+ In einer spateren Mitteilung [Z. Naturforsch. 1, 301 (1946)] wandelt JoRDAN 
die begriffliche Fassung und formelmaBige Darstellung seiner Konzeption durch 
‘Aufstellung einer verallgemeinerten Strahlungsgleichung ab. In dieser Formu- 
lierung gehen Entropie- und Strahlungsdichte der von Jorpan eingefiihrten 
schwarzen Strahlung. bei Erreichen der Temperatur 7; = T,,/4 gegen oo, wobei 
T,, dann von JoRDAN als Elementartemperatur angenommen wird. 


es ene i Pe Nal 7 Pe : . STILLE: 

eS aa SN 
b aus dem Satz von Miseingst oneitien dee Tabelle 8 
’ 


EF 
Elementarlange }; l=r= poker) 


= (2,8176 +0 0045) - 105m 


/ 1 __ to (clr) F | 


(110) . 


Elementarzett: tS 


| 


oy 42C,NzL an 
= (9,399 + 0,015) - } 
h h i. 
Elementarmasse *: hi Set BNP Ug (e/my)* Re an ) 
= 7, “if Ce 0,013) - a on . 
ooNLF 
ig Elementartemperatur: T,, = a . =4a a re! 4 (143). bs 
me = (8,125 + 0,013) -10%°K . 


a 


III. Umrechnungsfaktoren zwischen verschiedenen atom- und © 
kernphysikalischen EnergiemaBen. mY 

In der Atom- und Kernphysik sind eine Reihe energetischer Maf Be 
gebraduchlich, deren zahlenmaBiger Zusammenhang untereinander st 
mit der mechanischen und elektrischen Energieeinheit des Erg bzw. 
des J im folgenden zusammengestellt werden soll. , 


1 Anmerkung bet der Korrektur: In einer neueren Verdffentlichung niece 
BURG, W.: Naturwiss. 34, 53 (1947)] weist FINKELNBURG darauf hin, daB a 
' verschiedenen Griinden die Einfiihrung der Compron-Wellenlange fiir das ruhei nd 
TAAL Proton als Elementarlange zweckmaBig erscheine: 

iz 
mn A4e= (110a) - 


ZahlenmaBig ergibt sich fiir diese 


te Hy F 
SNF (e/n) Ro, (M,)§ 


|= (1,3210 + 0,0011)- 10- m. (110a’) F 


~ 


* Anmerkung bei der Korrektur: Die JoRDANsche Elementarmasse ist zu 
schreiben als 


; h 2 4 
as CY lo pe =+ — me > 861 ms vs (112") : 


Die Definition einer 22-mal kleineren Elementarmasse 


(hk ae a 
Mi Te gee oe (112a) 
' kame den beobachteten Mesonenmassen noch naher, wahrend eine entsprechende 
5 ; liber die FINKELNBURGsche Elementarlange /’ eingefiihrte MassengréBe 
ae : h aa a 
| ‘ ie ary he yes 292 m,, (1126) 
is ; zu einer Elementarmasse etwa von der Masse der 2-Mesonen fiihren wiirde. Ms 


i 
al 


ue el 


an " fx ey ee ¥ nore ie fe in der Atomphysik. 
mower a ty x ee tae 
aan 1. Das Elektronenvolt. 


Das Elektronenvolt — abgekiirzt 1 eV — wird aus der Beschleuni- 
gung von Elektronen in elektrischen Feldern hergeleitet und ist definiert 
al die kinetische Energie, welche ein Elektron nach Durchlaufen einer 
Potentialdifferenz yon 1 V gewonnen hat. 

_ Die kinetische Energie, welche ein Teilchen der Ladung e aus dem 
-elektrischen Feld nach Durchlaufen einer Potentialdifferenz U besitzt, 
ist gegeben als 


W=e-U. (114) 


Demnach ist der Zusammenhang zwischen dem eV und dem J bzw. 
dem Erg in einfacher Weise iiber die Ladung des Elektrons gegeben 


Fe 1 eV = 1,602;-10-° J =1,602,-10-1%Erg +. (114’) 


3 2. Die Sekunde und das Meter—. 

In der Spektroskopie (besonders bei der Angabe von Termwerten 
der Atome und Molekiile) werden die Sekunde! — abgekiirzt 4 s-? — 
und das Meter-+ — abgekiirzt 1m — als energetische MaBe viel 
benutzt. Diese spektroskopischen ,,Energie‘‘-Einheiten leiten sich von 
der Energie eines Lichtquants vie 
was W=hkh-y | (115) 
He, w= hcg » y 


her, wobei v die Frequenz und 7 die Wellenzahl bedeuten. 
____ Es reprasentiert also die s-1 diejenige Energie, welche ein Lichtquant 
der Frequenz 1s besitzt, wahrend das m- in dieser Auffassung als 
_-entsprechendes MaB8 fiir ein Lichtquant der Wellenzahl 1m — d.h. 
der Frequenz 2,9977,° 108s — bzw. fiir einen 4quivalenten Energie- 
betrag anzusehen ist. Aus diesen Festsetzungen ergibt sich tiber das 
-Priancksche Wirkungsquantum h/ und die Vakuumlichtgeschwindigkeit cy 
gemaB Beziehung (115) und (116) der Anschlu8 der s~1 und des m7? 
als ,,Energie‘“-MaBe an die elektrische und mechanische Energieeinheit 


4s 2 6,625-410-** J= 6,62,°10°** Erg (115’) 
4m = 1,985; °10-*5 J = 1,985, -10-* Erg. (116’) 


(116) 


¢ 


3. Die Tausendstelmasseneinhett. 


In der Kernphysik ist die Tausendstelmasseneinheit — abgekiirzt 
4 TME — eine viel gebrauchte ,,Energie‘‘-Einheit. Dieses EnergiemaB 


- 


+ Der 10 fache Betrag des eV ist unter der Bezeichnung ein Millionen-Elek- 
 tronenvolt — abgekiirzt 1 MeV — eine in der Kernphysik tibliche Einheit fiir 
Partikelenergien. 


sich dann fiir die TME die Umrechnung auf das Erg und das J) 


' sammenhang des Temperaturgrades als ,,Energie“-Ma8 mit der mecha- 


= rz Ay . ry : = 
: os 
a : ae) id oe -s z rm Ete ose opr 
Te) ay " ¢ a. Se ee ee | he io, ca eet A 
; J CL SETELES 0,4 Saag pete ae Pare : 
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wird aus der relativistischen Acaatedite ree eee far die Ruhenergie 


einer Masse M 
W=c?-M (117) 


abgeleitet. 1 TME ist definiert als der tausendste Teil der Ruhenergie § 
eines Molekiils einer hypothetischen Substanz vom Molekulargewicht 
(M) pysk.= 1 — d.h. entsprechend Beziehung (47) und (48) als die 
Ruhenergie der Masse 1,659, °10-*°kg. Mit der Relation (117) ergibt — 


1 TME = 1,491,- 107% Erg = 1,491;° 10778 J. (447’) 
ne 


be 


4. Der Temperaturgrad. , ‘= 

Der Temperaturgrad — abgekiirzt 1°K — ist gleichfalls ein in der 
Atom-, Gasentladungs- und Astrophysik gebrauchliches ,,Energie‘‘-MaB. 
Der Temperaturgrad ist definiert als die (translatorische) kinetische . 
Energie eines Molekiils, welches gerade die wahrscheinlichste Geschwin-__ 
digkeit in der einem idealen Gase bei der Temperatur 1°K zukommenden ~ 
Geschwindigkeitsverteilung besitzt. Diese Definition entspricht de 
Beziehung 


’ 
W=k-+T (118) 
fiir die Energie eines solchen Molekiils bei der Temperatur JT. Der Za- © 


nischen bzw. elektrischen Energieeinheit wird also iiber die BourzMann- 
sche Entropiekonstante k gegeben. 


Zahlenmakig ergibt sich fiir den Temperaturgrad die Umrechrungs-} 
beziehung ; 


1°K ~ 1,380, 10-°8 Erg = 1,3805- 10-3 J. a9) 


In der Tabelle 10 sind die wechselseitigen Umrechnungsfaktoren fiir j 
die hier aufgefithrten atom- und kernphysikalischen EnergiemaBe sowie — 
die elektrische und mechanische Energieeinheit zusammengefaBt worden. _ 


Weiterhin findet man in der Tabelle 11, welche der Tabelle 8 de 
voraufgegangenen Ver6ffentlichung" entspricht, eine Zusammenstellung ~ 
der Zahlenwerte fiir die Atomkonstanten und aus diesen abgeleitete 
atomphysikalische Gréfen. In dieser Tabelle sind sowohl die gegeniiber 
der fritheren Tabelle geinderten Werte wie die Zahlenwerte der hier 
behandelten GréBen enthalten. 


Die vorliegende Veréffentlichung bildet zunachst einen AbschluB — 
einer Reihe von Arbeiten, welche die Behandlung einiger grundsatzlicher 
Fragen und die Festlegung von experimentell gesicherten und da 


. STILLB, U.s. 2. Phys. 121, 190 (1943). 
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Tabelle 11. Z usammenstellung dey Zahlenwerte fiir A tomkonstanten rs inser a) 
wichtige GréBen dey Atom- und Kernphysik?. ' 


Konstante Wert 


Umrechnungsfaktoren .. | p= 1,00049 (+ 0,000 02) 

gq = 0,999 85 (+ 0,000 02) 
ka = (1,002 02 + 0,00003) - 10-78 
ka = 1,000272 + 0,000 007 
Vakuumlichtgeschwindigkeit | Cy = (2,99773 + 0,0002) - 10° m/s 


Induktionskonstante .. . Mg = (1,25602 + 0,000 02) - 10-* H/m 
Influenzkonstante .... wee = (8,859z = 0,001) - 10-? F/m 
Allgemeine Gaskonstante . Ry = (8,3144 + 0,0007) - 10? Erg/grad-kmol,y cy 
= (8,3128 + 0,0007) - 10% J/grad- sei Sk. 
Spezifische Molekilzahl. . Nr = (6,023; + 0,004) - 1076 moles, 
ml = (6,024, + 0,004) - 1076 kmol py sy. 
Spezifische Ionenladung . F = (9,6494 + 0,0006) * 107 C/kvala, oy 
; = - 107 
BoitzMannsche Entropie- OER COO nee 
menstatite.’ PLNS 3. eo rars k = Ro/Nz = (1,380, + 0,001) - 10-%3 Erg/grad 
_ = (1,380; + 0,001) - 10-*3 J/grad 
Elementarladung. ... . é == (1,001, 30,005) «107 C (Tabe 
an FN Gan (1,602; + 0,001) + 10718C 1 
Spezifische Elektronenladung | e/my = (1,7595 + 0,002) - 10" C/kg 4 (Tabell 
“ 2/52 
PLancxksches Wirkungs- — AAs SOE RELY 
Giuegaceany < Cele ee ee Se hie = (4,133, + 0,005) - 10-45 Vs 
h = (hje) - (F/N) = (6,625 + 0,01) + 10-4 Js 


= (6,62; + 0,01): 10-4 Erg-s 


RyDBERG-Konstante .. . Roo = 10973730 + 7m 1 
_ SOMMERFELDsche Fein- . 
strukturkonstante .. . 1/e = 137,0 + 0,6 (Tabel 
Elektronenmasse . ... . mo = (9,10, + 0,01) - 10-* e 


Neutronenmasse .... . mn = (1,674, + 0,001) > 107?’ kg 
Leichte Wasserstoffmasse MH = (1,673, + 0,001) + 10-7 kg 
Protonenmasse mp = (1,672, + 0,001) - 10-2" kg 
Schwere Wasserstotinasse mD = (3,344, + 0,002) - 10-27 kg 


Deuteropenmasse ... . md = (3,343y + 0,002) - 10-2’ kg 
Heliummasse ee. mHe = (6,645, + 0,004) - 10? kg 
a Teilchen-Masse.. . Ma = (6,643, + 0 004) - 10-7 kg 
Spezifische Protonenladung e/Mp = (9,5794 + 0,0006) + 107 C/kg 
Spezifische Deuteronen- 
TAcunge ss tye. - + | e/ma = (4,79207 + 0,0003) - 107 C/kg 
Spezifische w-Tollehet : 
Viens se Ee - |2e/ma = (4,8226, + 0,0004) - 107 C/kg 
7 hle (Co, Uo, Ny. F, sil Reo) , h/e = (4,133, + 0,004) «10-75 Vs ‘ 
mA PPE E), kg NZyiBy 6/94, Foo). os h = (6,625 + 0,01) + 10-4 J-s 
i. ; = (6,62, + 0,01) + 10-4 Erg-s 
‘Pos Ri (Co, Mo, Nx, F, e/1M9, Roo) . . h = (1,0535 + 0,002) - 10-4 J +s 
€ = (1,054; + 0,002) - 10-4 Erg-s 
Na 1/& (ug, Nr, F, e/m, Roo) . . 1/x = 137,04 + 0,07 
— Erste Strahlungskonstante 
0 (Co Mo, Nz, F, e/1%9, Roo) = (5,95; + 0,01) > 10-17 W- m? 


(5,953 + 0,01) + 10-1” Erg + m%/s 
* Unter den nicht-indizierten elektrischen Einheiten sind hier stets die bis- 


herigen internationalem (Vint, Aint, Cint, Fint, Hint, Jint, Wint) zu verstehen. 


- Strah ungskonstante 
L», Ry NiF, e/mMo, Roo) 
e des WrENschen 


Ry NL.F, e/g, Roo) 
f ni won igen 


rsi jonskenstante 
» Nz, F, e/my) 
anien 
(Roo, (1x +)) 
stanten des DESLANDRES- 


rms 
Mo Nz, ES, elm, Roo) 


alt abit nheit beim 
<-Effekt 
Co» Hor Nz, F, is Rev) 


eto MF, in Reo) 
sete NF e/my, Roo, 


0° Nz, i? e/Mo) 


scher Wasserstoffradius 


Nj, F, e/mp, Reo) 
\-Wellenlange 
LC | vrs L’, elm, Roo) 


iche MaBeinheiten 


(Ho, Nz, F, €/1m9, Reo) 
‘tartemperatur 


Co» Lo» Ro, Nz, F, elmo, 
Sy 


isch sherElektronenradius 


Tabelle ul. Seeing: ) 
Wert 


€, = (1,438, + 0,002) - 10“? m- grad. 


A = (2,896, + 0,004) - 10-3 m- grad 


o = (5,674 + 0,02) - 10-8 W/m? grad* 


= (5,675 + 0,02) - 10-8 Erg/s - m® grad 


D = 26,86, + 0,05 m3/s* 
Ru = 10967758 + 20m 


RD = 10970742 + 17m 
RHe+ = 10972227 + 15m- 


h/4a = (8,387 + 0,01) - 10-8 J-s 
= (8,38, + 0,01)- 10-8 Erg:s 

h2/2 = (5,553 + 0,02) - 10-89 J2s2 
(5,55 + 0,02) - 10-89 Erg? s? 


h/420Cy = (2,797% + 0,004) - 10-4 J + s?/m 
= (2,798, + 0,004) - 10-“4 Erg - s?/m 


AB = 46,715 + 0,04 m/Vs 

Ag = (5,867 + 0,006) - 10-> At 
Ag = (6,406 + 0,006) - 10-5 V-1 
“B = (4,164, + 0,002) - 10-7 Vsm 


HK = (6,34, + 0,01) - 10-3 Vsm 
% = (2,817, + 0,005) - 10-45 m 
ay) = (5,291 + 0,003) - 10-44 m 


Alg = (2,426, + 0,003) - 10-1 m 
= 24,21, + 0,03 Siegb. X. E. 


1 = (2,817, + 0,005) - 10-5 m 
T = (9,399 + 0,02) - 10-*s 


my = (7,84, + 0,01) + 10-*% kg 


Tm = (8,125 + 0,01) - 104° K 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 
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; Zur Theorie der Bremsung von Neutronen. | 


ee Von 

bs W. BotueE in Heidelberg. 

a ioe } Mit 4 Textabbildungen. ‘ 
it, . , (Eingegangen am 23. Juni 1947.) = | 


Fiir die elastische StoBbremsung von Neutronen in einem einheitlichen Mittel 
werden unter vereinfachenden Annahmen sowohl strenge. wie asymptotische 
.Formeln abgeleitet, und zwar 1. fiir die Energieverteilung der Neutronen nach 
n StéBen, 2. fiir die gesamte Energieverteilung und 3. fiir die Bremalings | bei 

gegebener Endenergie. 


* 
. 


. 

Evnleitung. “ 
Vor einigen Jahren hat der Verfasser einige Berechnungen fiber die 
Abbremsung von Neutronen durch elastische St6Be angestellt. Dieses 
Problem interessierte aus mehreren Gesichtspunkten. Zum Beispiel ist — 
die Kenntnis der Energieverteilung der abgebremsten Neutronen nétig, . 
um die Wahrscheinlichkeit der Absorption in einer Resonanzlinie des — 
vt bremsenden oder eines diesem beigemischten Mittels zu berechnen ;_ 3 
dieses Problem ist zuerst von HEISENBERG behandelt worden (1939, — 
unver6ffentlicht). Andererseits kann man daran denken, die Energie-_ 
verteilung der Neutronen, zachdem sie eine Resonanzstelle durchlaufen — 

haben, zu benutzen, um Schliisse auf das Resonanzspektrum zu ziehen; _ 

rik eine Resonanzstelle kann dabei als negative Neutronenquelle“ auf- 
gefaBt werden. SchlieBlich besteht auch noch, fiir den Fall einer punkt- 
formigen Quelle schneller Neutronen, das Problem der raumlichen — 
Verteilung der auf eine gewisse Energie abgebremsten Neutronen. Die — 

“aS damaligen Rechnungen konnten aus den bekannten Griinden nicht ver- — 
iy éffentlicht werden!. Inzwischen sind einige ausfiihrliche Arbeiten iiber 
ee diesen Gegenstand erschienen, deren Ergebnisse sich zum Teil mit 
‘ denen des Verfassers decken oder beriihren®. Eine Wiedergabe der — 
‘y damaligen Uberlegungen und einiger inzwischen vorgenommener Er- | 
rat. ganzungen erscheint indessen nicht iiberfliissig, weil sie etwas einfacher 
: sein diirften als die der anderen Autoren und auch in ihren Ergebnissen 
ce dariiber hinausreichen, Es handelt sich einmal um die Energieverteilung 4 


7) 1 Zum ‘Teil sind sie in den Forschungsberichten des Reichsforschungsrats 
1942 enthalten. al 


* LanGEvin, P.: Ann. Phys., Paris 17, 303 (1942). — PLaczex, G.: Phys. Rev, : 
69, 423 (1946). 9 
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der Aoi sian Neutronen, dann um die ,,Bremslinge’, d.h. die 
_mittlere Strecke, um die die Neutronen von ihrem Ursprung entfernt 
_ sind, wenn ihre Energie in dem betreffenden Mittel auf einen bestimmten 
_Bruchteil abgebremst ist. 


1. Die Energieverteilung; erste Methode. 


In einem unendlich ausgedehnten Mittel, das nur Atomkerne von 
_ der Masse M enthalten midge, werden je sec Q Neutronen der Energie Ey 
-erzeugt. Gesucht wird die Zahl der Neutronen, die im stationairen Zu- 
stand in dem Energiebereich E .. . E + dE vorhanden sind. Wir setzen 
(4) Sip log = log 3° =H (1) 
Beim ersten StoBprozeB zwischen dem Neutron und einem Kern kann 
die Energie E nicht unter den Wert ££, sinken, nach dem zweiten 
_ kann sie nicht unter 6? Ey liegen usw. Daher kann x nach dem n-ten 
StoB nur Werte zwischen 0 und #/ haben. Wir teilen daher den Bereich 
der positiven x in gleiche ,,Intervalle, deren »-tes von x = (vy —1)1 
bis v/J reicht. Es soll weiter angenommen werden, daB der StoB wie 
zwischen zwei harten Kugeln ablauft, d. h. daB im Schwerpunktssystem 


alle Energien zwischen £, und f £4, oder allgemein zwischen E und § E 
‘bei beliebiger Anfangsenergie E, gleich haufig, und die Wahrschein- 
_ lichkeit #,(€) d& daB x beim EinzelstoB um einen Betrag §...& + dé 
zunimmt, wird daher 


: e £ ; ' 
err er ave tit | d= J 2) 
0 fic i St. ; 


Es sei nun N(x) dx die gesuchte Zahl der Neutronen, die im Bereich 


marit tisbedmpune: Es miissen jeweils Q St6Be je sec stattfinden, die 
ein Neutron iiber einen beliebig vorgegebenen x-Wert X hinausbef6rdern. 
- Dies kénnen nur solche Neutronen sein, die vor dem StoB in dem Bereich 
X—Jl<x<X liegen. Die totale StoBwahrscheinlichkeit eines Neu- 
trons ist v/A je sec (v = Geschwindigkeit, 2 = freie Weglange); die 
Wahrscheinlichkeit, daB es dabei iiber X hinausgerat, ist 


fra 
DAE: 


Daher gilt fiir jedes X >I: 


(e-%—4) —e-4), 


ee 
14* 


Tike shai Rae Rae Cy Mina aoe 
Fy i in Oa rhe ’ " 


_ Zur Theorie der Bremsung von Neutronen. O11 


alle Richtungen nach einem Sto8 gleich haufig sind. Dann sind auch — 


x...x-+ dx vorgefunden werden. Wir berechnen N aus der Statio- — 


tem 
N dx - v/A ist die Zahl der Neutronen, die je sec den Bereich zi verlass en, 
also auch die Zahl der je sec in dx eintretenden Neutronen. Setz en 
wir daher NiB Os 
Q AltA) 
so ist P(x) dx die Wahrscheinlichkeit, da8 ein bestimmtes von der — 
Quelle ausgehendes Neutron im Verlauf seiner Abbremsung sich einmal — 
im Bereich dx aufhdlt, also diesen Bereich nicht iiberspringt. Wir — 
fiihren P(x) in (3) ein, differenzieren nach X und addieren die so er-_ 
haltene Gleichung zu (3). Mit (1) erhalten wir : 


= P(x) , : ; (4) Bi 


6) 


4 = P(X)— 


Nochmalige Differentiation nach X ergibt, wenn wir wieder x statt x 


schreiben, ide P(x) 
o x 


why (P(x) —Plx—D). (6) 


— 


Lést man nach P(x) auf, so erhalt man eine Rekursionsformel, aus 
der P(x) fiir das v-te Intervall berechnet werden kann, nachdem m an 7 
P(x) im ersten Intervall und seinen Anfangswert im zweiten Interval 
direkt berechnet hat. Es ist namlich zu beachten, daB bei x =/ die 
Funktion P selbst, und allgemein bei x = v/ ihre (v— 1)-te Ablei 
unstetig ist, wie man leicht feststellt. Auf die Rekursion soll hier nicht _ 
weiter eingegangen werden!, weil in Ziffer 2 ein direkterer Weg zu 
Berechnung von P(x) angegeben wird. Hier soll Gl. (6) nur benutzt 
werden, um das asymptotische Verhalten von N bei groBen x zu er- 
¥ mitteln. Nach dem soeben iiber die Stetigkeitsverhaltnisse gesagten 
‘al, muB bei groBen x eine einheitliche analytische Darstellung von P iiber 

' die Intervallgrenzen hinweg méglich sein. Wir setzen daher an 


P({z),,=C e&* 


und erhalten aus (6) die beiden Lésungen: « = —1 und « = 0. Durch — 
Einsetzen in (3) oder (5) erweist sich die erste Lésung als unbrauchbatyy “a 
wahrend die zweite liefert: 


; | 

P(s)dx=*; — qg=1— Flog t (7) 

oder nach (4) 

| — QAls) dx . 
N(a)dx ==. ‘ 


Dies ist die von PLaczEK (a. a. 0.) durch einen etwas langwierigeren 

Grenziibergang gefundene asymptotische Lésung®. Sie wurde unab- 
* Vgl. hierzu PLaczeK, G.: Phys. Rev. 69, 423 (1946). J 

* Erste Mitteilung von Praczex, G.: Phys. Rev. 55, 1130 (1939) (abstr.). 


g bach von Heasevonke aor noch anderem Wege abgeleitet 
verOffentlicht). Nach der obigen Herleitung bleibt sie auch dann 


iiltig, wenn die freie Weglange A von der Geschwindigkeit abhingt. 
ir den Fall konstanter 4 enthilt sie das bekannte Fermische v~®- 

- Gesetz, da 
| |dx| =| S| =2|2 | (8) 


2. Die Energieverteilung; zweite Methode. 
an Die Variable x — log (E,/E) hat gegeniiber der Energie E und der 
Geschwindigkeit v den groBen Vorteil, daB ihre Anderungen bei aufeinan- 
_ derfolgenden StéBen statistisch unabhaingig voneinander sind. Daher 
_kann man in der Koordinate x die Ergebnisse der Fehlertheorie anwenden. 
_ Fir einen einzelnen StoB ist die Verteilung der ,,Fehler“‘ € durch (2) 
-gegeben. Nach » StdBen sei die Verteilung der x mit A, (x) dx bezeichnet. 
-Stellt man #, und #, durch Fourter-Integrale dar, so findet man leicht! 


F a y 
‘f. 1 : ge 
v3 . Pn (x) =z f da-e=+( f de-r aad 
o) ’ Pees 
ae: r _ gba 1) \n 
a = tf dae 
. 22 (1 — B)” ta+1 
‘ —oo 


oder nach dem binomischen Satz 


n co 


_py H fh Aaa (0) 
(i «+ 1)” 


Og 


er 


1 
22 (1— p)” 
f= 


Pn (x) = 


Ls 
Die Summenglieder lassen sich einfach durch komplexe Integration 
-auswerten. Das Ergebnis hangt davon ab, in welchem Intervall x liegt. 

Es sei v1< x< (v+1)/. Der Integrand hat einen Pol bei a =7. Der 
urspriingliche Integrationsweg fiihrt langs der ganzen reellen Achse der 
-komplexen «-Ebene (Abb. 1). Ist nun » 2 y, so verschwindet der Inte- 


grand bei « = +7 co. Verlegt man daher den Integrationsweg so wie 


in Abb. 1a gezeichnet und laBt den duBeren Radius gegen oo gehen, 
so liefert nur der Kreis um « =1 einen Beitrag, und zwar wird das 
Integral gleich 5s 


a ban (*—p jot en (%¥— Hl) : 


“Ist dagegen » <p, so verschwindet der Integrand bei « = —ioo, 
“man ‘kann den Integrationsweg 6 (Abb. 1) wahlen, und das Integral 


1 Borne, W.: Z. Phys. 5, 63 (1921). 


i =, 


den Mittelwert g, das mittlere Quadrat s? und das mittlere ae 


. * 


—*dx = yb)” ci ; 
nite d yi 4)” wnat fiir nlexc (rth 0) | 


‘% pag : 

Diese Gleichung gibt also die Richeven ollie nach n StoBen. | nits 

diesen Ausdruck sind schon andere Herleitungen bekannt, z. B. solche 

aus Betrachtungen im m-dimensionalen Raum}. Die hier gegebene | 
5 ’ 


Abb. 1. Zur Berechnung der Integrale (9). d 


Ableitung ist verhaltnismabig einfach. Fiir groBe » erhalt man ‘nac ie 
bekannten Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine Gaub- 
funktion als asymptotische Formel. Man berechnet nach (2) leicht 


quadrat A® der gees von x bei einem StoB: 


a1: phly ee 2 
r= femearm (pe R 


1 
st f (8) dé = 2q— Pglos* 5, 
0 


£60 Bee 
OE eS ee ae eae 


Dann gilt eee | ea 
Pn as = 4 Vy Wo? ( 2n A2 ). ‘ (14) 
4 Connon, E. U. u. G. Breit: Phys. Rev. 49, 229 (1936). — LANGEVIN, P.: 


Ann. Phys., Paris 17, 303 (1942). * oem 
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4 ee ab eyis ess cin ihe Oi yy 
jeu tet ear A ra e der Brems' ng von Neutron < h es 
| in Gl. (7) schon aufgetretene GréBe g erhalt durch (11) eine einfache Rar 
Bedeutung. Die Gr6Ben A und g werden in anderem Zusammenha (> abate ha 
noch eine Rolle spielen (Ziffer 4). Be - 


‘i P é In Abb. 2 ist p, fir n= 1,2 und 4 und 6B = 0,64, entsprechend mrs! ; 

der Masse M = 9 dargestellt. Man erkennt die rasche Anniaherung an fi 
die GauBkurve, von der die Kurve » = 4 zeichnerisch kaum noch ca. 
getrennt werden kann. ) ce. 
An Gl. (10) sei noch eine fiir das folgende niitzliche Bemerkung a 
ge knipft. Fiir x >n/ muB nach dem im Anfang von Ziffer 4 gesagten 


a ; | 
| a=? 
7. 
' n=2 
: ss 
0 F rs 


Abb. 2. Energieverteilung p, nach n StdBen. 


a ef 
x= log 2 — 


“ 
4 


Pn = 0 sein. Fiihrt man daher die obige Integration auch fiir diesen 
Fall durch, so erhalt man die Identitat 
hee: ai (¢—p2h*+ nae ae: . r Hee 
? te « Das cia ot = fiir bee nl. ; (15) ey ae 


i. 
4 


Aus (10) erhalt man jetzt die Wahrscheinlichkeit P(x) dx, daB ein 
Neutron bei seiner sprungweisen Abbremsung iiberhaupt einmal in das: 
Element dx im (vy + 1)-ten Intervall gerat; dies kann friihestens nach 
(vy +1) St6Ben eintreten, daher 


co 


P(x) = > palt)- (16) 


n=v 


Die Summation fiihren wir tiber jedes Glied von (10) einzeln aus: 


ay P(x) => Pl); (17) 

u=0 
y- eg ete Cae ae 
; her oa rae er (1 — p)” Ge) : 
Es 


a De 


ih Siete 
Dabei haben wir schon die untere Grenze fiir 1 nm von dem Wert v yt 
auf den Wert w herabgesetzt. Damit begehen wir keinen Fehler im 
Endresultat fiir P, denn wegen (15) heben sich die hinzugefiigten Glieder 
bei der Summation iiber wieder fort. Durch diesen Kunstgriff wit cd 
die Summation iiber ” sehr erleichtert, denn man erhalt fiir die Sum m Bf 


Si ieee ee =6) DC) 


‘> 
“x4 


somit nach (47) und (18) 


er oly 
P(x)dx =e *dx 4 (= Yu) eM. oo oe 


oder ausgerechnet 


od 


P(x)ax = OY 6 +m) tee. (20) 


1—B Oyu 


4, 
Dies ist das Ergebnis von LANGEVIN (a. a. O.). PLACZEK (a. a. O.) hat 
inzwischen auch kurvenmafige Darstellungen von P(x) gegeben und 
zudem gezeigt, daB dieser Ausdruck asymptotisch in (7) ibergeht. 
Dieser Ubergang ist praktisch schon nach einer verhaltnismaBig geringen 
Zahl von StéBen erfolgt. Durchlaufen dann die Neutronen bei ihrer 
weiteren Abbremsung einen schmalen Energiebereich merklicher Ab- 
sorption (Resonanzlinie), so ist die Energieverteilung unterhalb der 
Absorptionsenergie offenbar gegeben durch einen Ausdruck von de 


re P’ (x) =a—b P(x), 


wo a und 6 Konstante sind und x = 0 der Absorptionsenergie entspricht. 
Die Verteilung ist also spiegelbildlich zu P(x). 


3. Die Bremslinge. 


~ 


Wir betrachten jetzt eine punktférmige Nationmdguelle in dem 
unendlich ausgedehnten Mittel und bezeichnen mit @(r, x) die stationare 
a riumliche Dichte der Neutronen mit der Energie E = E, e~* im Ab- 
iS . stande ry von der Quelle. Dann ist die ,,Bremslinge B(x)‘ definiert | 
fa durch ea 
sh B(x)? = fr o(r, x) dt/f o(r, x) dt, (21) 
wo die Integrale iiber den ganzen Raum zu erstrecken sind. Um einen 
es geschlossenen und strengen Ausdruck fiir B zu gewinnen, machen v wit 
_ folgende Voraussetzungen : k 


~ 
r 


= PO, 


aes Einzelstreuung der Neutronen sei Beaver um die 
angsrichtung, im iibrigen aber beliebig anisotrop. 
2. Die mittlere freie Weglange 4 eines Neutrons sei unabhingig 
a seiner Geschwindigkeit. 
3. Der Energieverlust bei einem elastischen StreuprozeB sei, wie 
auch von den anderen Autoren angenommen, statistisch unabhangig 
ve on der Streurichtung und seine Verteilung durch Gl. (2) gegeben. 

Die erste Bedingung ist immer, die zweite selten itber gréBere 

En Re ticrciche die dritte nie erfiillt. AuBerdem gilt Gl. (2) nur, wenn die 
F nisotropie der Streuung allein von der Schwerpunktsbewegung her- 
Til hrt. 

_ Es sei @,,(7) die raumliche Dichte der Neutronen beliebiger Energie, 
die den (m —1)-ten, aber noch nicht den »-ten StoB erlitten haben, 
die sich also auf ihrer -ten geraden Wegstrecke befinden. Die 9, (7) 
cna normiert auf 

Son(r) dt =1. 


oo 


Weiter sei wie oben #, (x) dx die Wahrscheinlichkeit, daB ein Neutron 
durch den n-ten StoB in den Energiebereich x < log = <x-+dx mit 
yl< x<(v+1)/ gelangt, P( eh die Wahrscheinlichkeit, daB es tiber- — 
haupt einmal in den Bereich x... x + dx fallt. Dann 1aBt sich (21) 
schreiben: 2. ; ‘ 
ai ¥ YP, () f Pen 410) ae 

ee Pp aed ast : 2 
; B(x) Pa 3 (22) 
Das hierin auftretende Integral ist im Anhang berechnet, es ist 


272 c(4 ae tat) 
— 6 


af 


< [? On 41 (7) dt =%m41 == 


wo c der mittlere cos des einzelnen Streuwinkels ist; dieser stellt ein 
MaB fiir die Anisotropie der Einzelstreuung dar. Erfolgen z. B. die St6Be 
wie zwischen harten Kugeln, so ist die Streuung isotrop im Schwer- 
punktssystem, und man findet durch eine einfache Rechnung 


Mert 


4 
P5t% yy. (23) 


den hier allein in Betracht kommenden Fall M =11. Mit (16) 


co fe) ae 


3 ee ios 
F atid (Poncatliedad ee eee er tog 
(a eed repens = (24) 
> x _Pn(*) 

n=v+1 


1 Fiir M <1 wiirde sich entsprechend ergeben c = 1 — } M?. 


ANG 5s 
+ 


df 
ae ren Sa es 
4) Tages sas ay Se 


| Die Shy wurde schon in Litfer 2 ausgewertet Gl. (19) und (20). 1 
oe Weise findet man 


eas n® ees ; 
Vie pels) =e se (n=)! —p)” , 


p=0 


os , A pa he ay? be 5 
218 £2: les we AY, 


worin die letzte Summe ; 


: e a y (n = 1)! (4 =a) y + (x —pl) - (4 =) exp ( 


SchlieBlich berechnet man analog (19) 


foo) P ¥v ye 
= te 1OAeY d (— €¥u CV 
DE dea aMn Yee ige 
n=v+1 n=0 


Setzt man noch zur weiteren rE has 


md e* = fly,), 


so wird (24) mit (19), (25), (26) und (27) 


¥ 


ad d = 
1-2 > yn ep Dre 


B(x)? % 2h 4 — "Be... : au=0 adm 


$50 tc 1 
# Dison 


oder ausdifferenziert : ' 


a+ 2u+1 +94)fO%) + Ge 1) #( vu) \ 
a i 
Laan Wome Sires ETE A 


B(x)? = 2A Sk vee “esEe 
ee: > (F +4) 100, 
a=0 


In Abb. 3 ist der Verlauf von B?/2/2 fiir die ersten drei x-Intervalle 
wiedergegeben, und zwar fiir 6 = 1/9 (Deuterium) und fiir den Grenz- 
fall 8 =1 (unendliche streuende Masse), mit dem speziellen Wert (23) 
fiir den Asymmetriekoeffizienten c. Als Abszisse ist x/l gewahlt. Ebenso” 
| wie die Funktion P(x) ist auch B(x) bei x =1 unstetig, und allgemein 

ais d’~'Bidx’~" bei x = vl. Weiter ist bemerkenswert, da® die Brews 
a. lange nicht verschwindet, wenn x gegen 0 geht, vielmehr ist ~* 


B (0)? = 242 (2-4 ¢). 


ab wg von Neutronen, = QQ” 
e ae nd a ig: Me \ \ “fy yee | : fart: we ; 
pat tener Griinde, Erstens miissen die Neutronen mindestens 
E ie StoB erleiden, damit ihre Energie um noch so wenig unter die 
Antangsenergie sinkt. Zweitens diffundieren sie danach noch weiter 


¥. =)! 


’ 
1 LOLPe 


Bex Ss pad o 
bs 


a een - a 


% 


i ris. 7 
a aS ; ‘ log (6, /€) 
‘phat teslse7) 
* _ Abb. 3. Bremslange B in Abhangigkeit von der Endenergie E; Gl. (29) und (38). 
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? ~o ’ n 


auseinander, bevor ihre Energie durch einen neuen StoB weiter ab- 


nimmt. Drittens haben sie dabei, sofern der Anisotropiekoeffizient 
c¢>O0 ist, eine Tendenz zur Beibehaltung der radialen Bewegungs- 


richtung, die aufeinanderfolgenden Wegstrecken sind koharent. Diese “feet 
, Erinnerung‘‘ des Neutrons an die urspriingliche Radialbewegung klingt ae 
ret aif, 
i, he ‘ 

~ 

- > 


allmahlich exponentiell ab, denn das letzte , Glied § in (8) amie (20), 
welches diesen Vorgang darstellt, enthalt, wie man leicht erkennt, einen 


Faktor exp (—j ane 5%) hf 7 


Fiir Wasserstoff als bremsende Substanz Gs =1; B=0) adel 


B(x)? = 2" (28 4 xt Soe), 60) 


1—c¢ 


also, wenn die Streuung im Schwerpunktssystem isotrop ist (c = 2/3) 


x = 7. 
B(x)? = 62 (s+ $279) = 67(t0g 3 + $ (3) *). oa). 


Fir 4 ist hierbei ein gewisser Mittelwert der stark von der Geschwin- 
digkeit abhangigen mittleren Weglange einzusetzen. Fiir sehr klein 
Endenergie E geht (30a) in den schon von AMALDI und FERMI" an- 
gegebenen Ausdruck 6A? x iiber. ‘ 


‘ 


4. Der asymptotische Verlauf der Bremsldange. 


Nach Gl. (11) ist g die mittlere Zunahme von * bei einem StoB, 
also x/q angendhert die mittlere Zahl der St6Be, die zur Abbr 
auf E noétig sind. Fiir groBe x/q erhalt man daher nach PLACZEK die 
asymptotische Formel 
2 x 


2 
B (xo. =< Wj 


G4) 


oder allgemeiner, wenn A von der Geschwindigkeit abhangt, 


2 
hs ean Oe 5 


f A(x)2dx. 
Es soll nun, von der exakten Formel (28) ausgehend, eine genauere 
asymptotische Darstellung der Bremslange hergeleitet werden. 

Fiir groBe x muB sich die Bremslange B(x) tiber die Intervallgrenzen 
hinweg durch eine einheitliche analytische Funktion darstellen lassen. 
Es geniigt daher, das asymptotische Verhalten an den Intervallgrenzen — 
selbst, also fiir die Werte « = »/ bei groBen » zu untersuchen. Wir 
fiihren wie PLACZEK die Funktion Fs 

v—1 


A, (u) = YO ys (32) 


u=0 


+ Ein konstantes Glied in einer asymptotischen Bremslangenformel hat zuerst — 
H. DANZER auf anderem Wege berechnet. Ich danke Herrn DANzER, daB er ir 
Einblick in seine demnachst erscheinende Arbeit gab. 

' Amatpi, E. u. E. Fermi: Phys. Rev. 50, 899 (1936). . ; 
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cin, sowie ihre nae nach u: 


»—1 


A;(u) = Doan hae 


D ese Funktionen sind soweit nur fiir ganzzahlige Werte y definiert. 
Bt k6nnen sie uns jedoch fiir a Werte » stetig interpoliert 

en. DemgemaB ersetzen wir | fac “durch +5. Dann 1a8t sich (28) 
sch Eien <a 


19 es PRONG loc 


deG 1) t56 


& ¢ i : 
(Bae ay (he *) — eh ga (hem yates — 4 (P?4 4, (che *4)) 


=e oye 


— (e”* A, (Re7 ’)) 


‘mit der Abkiirzung 


4 
aie 


i 


= * lop 
1—B SB: ! 
ACZEK hat nun gezeigt, daB die Funktion A,(u) asymptotisch iiber- 


, = in. 
A »(u) > + v 


5 Oe er’ 1+ logyv, ’ 
‘wo v, und v, die beiden Wurzeln der Gleichung 


ee —vlogu=u 


sind. Fir « = ke~* sind diese Wurzeln 

eo 1 GB 

“ut v, = Bi-F; v,=fB*-*, 

wie man leicht verifiziert. Fiir u = c k e~°* seien die Wurzeln v; und v5; 

die zweite ist nicht so einfach anzugeben. Am besten definiert man 
ine Zahl f’ durch die Gleichung 


log p’ - log B 


1—-B 1—p’ (36) 


y oraus sich #’ durch numerische Rechnung ergibt. Dann wird ent- 
-sprechend (35) 

; iz _f- 

“4 vi =pi-? = pi-8; ; vg = p'i-*, 

ita c<1, ist stets fp’ >f. Setzt man (34), (35) und (37) in (33) ein, 
so fallen v, und vj heraus. Ferner treten bei der Ausrechnung die schon 
mit Gl. (11) und (13) definierten Ausdriicke g und A? auf; das ist der 


222 


Mittelwert und das mittlere Schwankungsquadrat der logarithmischer 
Energieabnahme bei einem StoB. Fiihrt man wieder »/ = x ein una , 


setzt analog (11) ; 
4— 


; Bo B’ log = = q ¥ 
so wird schlieBlich 4 
2 = DE cle z oy log _ log p’ wg 
Tc re xp(— (1 — ee halt: 
Zu dem Ausdruck von PLaAczEK (31) kommen also noch ein kon- 
stantes und ein, exponentiell abklingendes Glied hinzu. Die Bedeutung 
dieser Glieder wurde schon in Ziffer 3 erdrtert. In Abb. 3 sind die % 
entsprechenden asymptotischen Kurven nach (38) gestrichelt einge 
zeichnet; fiir M = co erhalt man eine Gerade, aber selbst bei M = 2 
spielt das exponentielle Glied nur eine geringe Rolle, sofern die Asym- ; 
metrie der Streuung nur von der Schwerpunktsbewegung he 
Man sieht weiter, daB schon vom dritten Intervall ab die Abweichungen 


der exakten von der asymptotischen Kurve sehr gering sind, wobei — 
allerdings die eee in (38) Siebert sind. Fiir schwere 


streuende Kerne setzt man 7 =1+4 und erhalt, bei isotroper 


aw a 
Streuung im Schwerpunktssystem, mit (23) in 2. Naherung 


2 as 8 
B(x), = 2? {(a +4)x+ +\. G9) 
Fiir Wasserstoff geht (38) exakt in (30a) iiber. * 


ZusammengefaBt ergeben sich folgende Vorschriften fiir die Berech- 
nung der Bremslange. Fiir Wasserstoff ist die strenge Formel (30) 
baw. (30a) einfach genug. Bei anderen Stoffen braucht man die strenge- 


Formel (29) nur bis zu einer Endenergie E = E, “(Se xy herunter an- 


M+1 
zuwenden. Bei starkerer Abbremsung, wo die strenge Formel unhandlich 
zu werden beginnt, geniigt die asymptotische Formel (38). Hierin 
im allgemeinen noch das exponentielle Glied weggelassen werden!, 

Haufig wird bei der Berechnung von Bremslangen so gerechnet, als 
ob bei jedem StoB derselbe relative Energieverlust von genau (te 
eintrate. Dies wiirde zu der Formel fihren 


j2 * 
B(x)as = ~—-—*. - (40) 
log i—p 


* Die Formel (38) ohne das exponentielle Glied wird man praktisch immer 
anwenden kénnen, wenn die Asymmetrie der Einzelstreuung nicht extrem stark 
ist. Dann zeigt sich sogar, da® Gl. (38) eligemein gilt, nicht nur fiir den speziellen | 
Ansatz (2), sofern nur statistische Unabhangigkeit zwischen Streurichtung und 
Energieverlust angenommen werden kann. Dies et gibt sich aus einer allgemeineren 
Berechnung, die in Kiirze im PLANcK-Gedenkheft der Annalen der Physik er- 
scheinen wird (Anmerkung bei der Korrektur). 
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Der Rastive Fehler Ee nabes der strengen Formel (38) ist betriachtlich 
fiir kleine Masse M. Fiir M = 8 betragt er nur noch + 2,2% von B, 
ir groBere Massen wird er + 1/(6), wenn man von den konstanten _ 
und exponentiellen Gliedern absieht. 


Von den Voraussetzungen, die gemacht werden muBten, um zu 


Be idscenen Ausdriicken zu gelangen, diirfte am einschneidendsten die 
Bed, da8 der Streuwinkel und 


der Energieverlust statistisch un- 
abhangig voneinander sind. In 
Wirklichkeit sind beide GréBen 
streng gekoppelt, und zwar in 
dem Sinne, daB vermutlich die 
Bremslange gréBer wird!. Im 
Sinne einer Verkleinerung der 
Bremslange wirken dagegen die 
unelastischen Streuprozesse. 


ae = 


A 


Anhang zu Ziffer 3. 


Die raéumliche Verteilungsbreite 
der Neutronen auf der n-ten ge- 
raden Wegstrecke. Die raumliche 
‘Verteilung o, (7) der Neutronen 
zwischen dem (m—1)-ten und 
n-ten StoB ist offenbar dieselbe 
wie die der m-ten StoBsorte, 
denn die lokale Haufigkeit der 
St6Be ist proportional der Neu- 
tronendichte. o,(7,) dt ist also 
die Wahrscheinlichkeit, daB ein Abb. 4. Zur Berechnung der Verteilungsbreite der 
Neutron seinen n-ten Sto8 im n-ten StoBorte. 
Volumelement dz im Abstand r,, 
von seinem Ausgangspunkt exleidet Gesucht wird der Mittelwert von 7%. 
In Abb. 4 ist die (w —1)-te und die -te gerade Wegstrecke J, _1, l, 
dargestellt; die erstere liege ebenso wie 7,1 in der Zeichnungsebene. *3 AE 
Die eingetragenen Bezeichnungen bediirfen keiner Erlauterung. Es ist ; care 


2 ine 
r a: i, Ss L,+ 2%n—1 Ly cos @ , 
cos 9’ = cos@,_1cos#—sin@,_1 sind cosy. 
a Der allgemeine Fall beliebiger Kopplung zwischen Streurichtung und Energie- | ad 


verlust wird in der in vorstehender FuSnote erwahnten Arbeit behandelt. Dabei 
be statigt sich die hier ausgesprochene Vermutung (Anmerkung bei der Korrektur). 


Bildet man die Mittelwerte, so wird 


r ly In 
ee 4 di, = 22; 
0 ' 0 y 


7,_1},sinO,_15in8 cosy = 0, 4 


weil die 3 Winkel statistisch unabhangig sind, ebenso wie die Strecke i 
1% —1 und 1, daher 


par _14 +234 2Acr,_10080 a 5 C= cos?. 


Ebenso ist 


7, cos@, =1, + 7,_1c0s0"; 7, C0SO, = A+ 67,~1COSOg_1. 
- 


Hierbei ist : 
; ek oe? ok 7, cosO, = 
Aus der Rekursion (0) folgt daher 
r,cosO, =A(A+e+---+c%-Y=A = 
Dies in (a) eingesetzt gibt nach leichter Rechnung 
“ei: 23 \ 
5 acd (oe (1-2). 
Heidelberg, Juni 1947. 


(Physikalisches Institut der Universitit und Institut fir 
Kaiser-Wilhelm-Institut fiir med. Forschung.) 


Bee Zur Theorie der Kikuchi-Biinder*. 
ioe ie: Von 2 


Kurt ARTMANN in Hamburg. 


Mit 2 Textabbildungen. 
(Eingegangen.am 2. Oktober 1944.) 


mit Hilfe des Reziprozitatssatzes der Wellenmechanik durch Rechnungen belegt. 
‘Zu diesem Zweck werden die flach auf eine dicht besetzte Netzebenenschar auf- 
fallenden Elektronen nicht wie bei SHrNoHARA? wellenmechanisch durch’ die 
Eigenfunktionen des im periodischen Potentialfeld freien, sondern des gebundenen 
Elektrons dargestellt. Man erhalt so im Gegensatz zu den Rechnungen SHINO- 


HAR. s einen mit seinen Beobachtungen gut iibereinstimmenden Intensitatsverlaut _ 


om, der Krkucui-Bander. 


yy ‘ 
1. Problemstellung und elementare Theorie der Krxucui-Bander. 


Energie E ~ 50 kV) treten die LavE-Punkte mit wachsender Strahl- 
geschwindigkeit mehr und mehr gegeniiber den Kixucui-Limien® zu- 
, bei denen 3 Arten, namlich Kixucui-Kegel, Kixucui-Enveloppen 


betreffend ihrer experimentellen und theoretischen Grundlagen etwa 
auf eine vor kurzem erschienene Arbeit des Verfassers! iiber die KIKUCHI- 
Enveloppen verwiesen, in welcher diese Grundbegriffe ausfithrlich 
behandelt wurden‘. 


In 15 wurden die K1xucui-Bander bereits qualitativ erklart. Um — 


einen geschlossenen Gesamtiiberblick zu geben, sei es hier jedoch erlaubt, 
die in I entwickelte anschauliche Theorie der K1kucut-Bander in groben 


Ziigen za wiederholen : 


© Prof. Ww. Lenz zum 60. Geburtstag gewidmet. 
“1 ArTMANN, K.: Z. Phys. 124, 80,154 (1947), im genie i als1, 1] sitiert. III, IV 
IOS 
_ 2 SHINOHARA, K.: Sci. Pap. Inst. phys. chem. Res., “Tokio 18, 223 (1932). 
3 Aufnahmen von "-KrKucui-Linien siehe etwa Fincu, G.I. u. H. WILMAN: 
Ergebn. exakt. Naturw. 16, 353, Abb: 28, 31, 35, 39, 40 (1937). 
4 Es wird im folgenden die Kenntnis der folgenden Abschnitte jener Arbeit 
‘a Is bekannt vorausgesetzt: I, Abschnitte 1—5; II, Abschnitt 1. 
5 ARTMANN, K.>Z. Phys. 124, insbesondere S. 90 u. 91 (1947). 
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Die in einer vorangegangenen Arbeit! gegebene anschauliche Erklarung der _ 
Krkxucui-Bander, welche bei der Elektronenbeugung an Kristallen auftreten, wird © 


_ Bei der Bestrahlung eines Kristalles mit harten Kathodenstrahlen — 


und Kixucui-Bdnder unterschieden werden. Um Wiederholungen zu — 
vermeiden, sei der mit den Krkucui-Linien weniger vertraute Leser ~ 


= 


eet ta 


ab ts ta mee 
a a ee : 

cont Aun sae, er Pe =; t is os 
Die auffallenden Elektronen werden nach Kixucnt 1 von den Krista ll- 
atomen teils elastisch, teils unelastisch gestreut. Bei einem unelastischen 
StoB geht von dem betreffenden Kristallatom eine Elektronenwe le 
(Kugelwelle) aus, deren Wellenlange / praktisch gleich der Wellenlange - 
der einfallenden Welle ist. Die Kugelwellen, die von irgend zwei ver- 
schiedenen unelastisch streuenden Kristallatomen ausgehen, sind tko- 
hdrent, so daB sich ihre Intensitdten addieren. Da die elastische Streuung 
die unelastische bei weitem iiberwiegt, nimmt man an, daB die Kugel. 
welle, die von irgend einem unelastisch streuenden Kristallatom anced 
von den iibrigen Kristallatomen nur noch elastisch gestreut wird.” 


Man zerlegt nun diese Kugelwelle in ebene Wellen aller méglichen 
Fortschreitungsrichtungen, aber derselben Wellenlange. Diese ebenen a, 
Wellen sollen Elementarwellen genannt werden. Diejenigen Elementa 
wellen, die nicht flach auf eine dicht besetzte (= niedrig indizierte) 
Netzebene -auffallen, durchsetzen jede einzelne Netzebene praktisch 
ungestért. Diese Wellen rufen dann infolge der Einwirkung sehr viele 
Netzebenen dieser Schar die Krkucui-Kegel hervor, sofern ihre Fort-_ 
schreitungsrichtung mit der betreffenden Netzebenenschar einen Win- 

; kel # bildet, der der BrAccschen Bedingung . 


sin ?, = v- 4; (1.01 : 


2a 


gentigt. Hierin ist » eine ganze Zahl und a der Netzebenenabstand. ~ 
Ist die Bedingung (1.01) jedoch nicht erfiillt, so bleiben die betreffenden 
Wellen auch vom gesamten Kristallgitter praktisch unbeeinfluBt und 
bewirken die konstante Untergrundschwarzung. Hierbei bedeutet 
flacher Einfall, da& der Winkel 3? der Fortschreitungsrichtung von der 
-GréRenordnung des 1. BRAGGschen Interferenzwinkels a 


d 2 ‘ 
sin Pprage = rte (1.02) 
oder kleiner ist. a 


Diejenigen Elementarwellen jedoch, die flach auf eine dicht besetzte 
(= niedrig indizierte) Netzebenenschar auffallen, werden von einer 
einzelnen Ebene dieser Schar schon fast tofalreflektiert. Da die konstante- 
Untergrundschwiarzung nur in Richtungen ausgestrahlt werden kann, — 
in denen die betreffende Elementarwelle nicht von irgendwelchen Netz- 
ebenenscharen beeinfluBt wird, so wird in die Richtungen, die einer 
kleinen Winkel [P| < © Pprage mit einer dicht besetzten Netzebenen- 
schar bilden, eine vom Untergrund verschiedene Intensitiat ausgestrahlt. 
be Diese macht sich auf der Aufnahmeplatte in Form eines hellen KrkUCHI-- 
ee Bandes bemerkbar. 


‘ ‘ Krkucnt, S.: Japan. J. Phys. 5, 83 (1928). 
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Apes Ziel der vorliegenden Arbeit ist, “diese elementare qualitative 
oe. rechnerisch zu fundieren und die theoretische Intensitits- 
verteilung der Kixucui-Bander explizit anzugeben [Formel (6.12) und 
_ Abb. 2}. Leider ist es nicht méglich, die soeben geschilderte Ausbreitung 
einer Kugelwelle im Raumgitter mathematisch streng zu behandeln. 
‘Deshalb miissen wir genau wie im Falle der Krkucut-Enveloppen die 
_ Intensitat der Kikucui-Bander auf indirektem Wege berechnen, naimlich 
nach dem von y. Lave! angegebenen Verfahren mit Hilfe des Rezi- 
prozitdtssatzes der Wellenmechanik. Dieser sagt aus: Die Intensitat, die 
ein unelastisch streuendes Kristallatom nach einem auBerhalb des 
_Kristalles gelegenen Punkt P ausstrahlt, ist gleich der Intensitat der- 
_jenigen Welle, die bei Einstrahlung aus dem Punkte P am Ort dieses 
-Kristallatoms entsteht, wenn die Streuung der Elektronen am Kristall- 
 gitter vdllig elastisch ist. nts - 


_ Band gelangenden Strahlen einen Winkel @ von der GréBenordnung 
(4.02) oder kleiner mit einer dicht besetzten Netzebenenschar. Um 
daher die Intensitat eines Krkucui-Bandes mit Hilfe des Reziprozitats- 
- satzes der Wellenmechanik zu berechnen, denkt man sich im Kristall 
einen Wellenvorgang ablaufend, bei dem in Wahrheit gar keine KIKUCHI- 
Bander auftreten. Man denkt sich namlich aus dem Vakuum her auf 
den Kristall eine ebene Welle auffallend, deren Fortschreitungsrichtung 
einen kleinen Winkel # von der GréSenordnung (1.02) oder kleiner 


mit einer dicht besetzten Netzebenenschar bildet, und die von allen 


-Atomen ‘des Kristallgitters elastisch gestreut wird. Der Zweck der vor- 
_liegenden Rechnung ist, die Intensitat des so im Kristall entstehenden 
-Wellenfeldes am Orte irgend eines Kristallatoms zu berechnen. Denn 
nach dem Reziprozitatssatz strahlt das betreffende Kristallatom im 
_ Falle der unelastischen Streuung diese Intensitat in die Richtung, die 
dieser Einfallsrichtung entgegengesetzt ist, aus. Diese Richtung soll 
_reziproke Einfallsrichtung genannt werden. Sie stimmt nach den zu 
_ Beginn dieses Absatzes gemachten Angaben iiberein mit der Richtung, 
in welcher Ausstrahlung in ein Krkucui-Band erfolgt. 


3 2. Die Theorien SHINOHARAs und EmMSLIEs der Kikucui-Bdnder. 


_ Ehe mit der Intensitaétsberechnung der Kikucui-Bander begonnen 

wird, sollen die beiden bereits vorliegenden Arbeiten, die sich mit der 

_ Theorie der Krxucui-Bander befassen, kritisch erértert werden, namlich 
: ie Arbeiten von SHINOHARA? und Emsiie*. 


1 Laue, M.v.: Ann. Phys., Lpz. (5) 28, 705 (1935). 
2 SHinonara, K.: Sci. Pap. Inst. phys. chem. Res., Tokio 18, 223 (1932). 
3 Emsiig, A. G.: Phys. Rev. 45, 43 (1934). 


a 15% 


_ Nach den Beobachtungen SHINoHARAs® bilden die in ein KiKUCHI- — 


-_Kristallen zunichst auf eine steil, dann auf eine flach* auf eine Netz- ee 


~ die Kikucui-Binder durch flach auf eine dicht besetzte Netzebenenschar 


- nerische Durchfiihrung bei SHINOHARA unter mathematisch und physi- 
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. , fie’ Oe a 
‘SHINOHARA wendet zur Erklarung der Krixucui-Bander die von — 


BeTHE! entwickelte dynamische Theorie der Elektronenbeugung an — 


ebenenschar auffallende Elektronenwelle an. Unter dem Einflu8 des — y 
dreifach periodischen Kristallpotentials rufen hiernach die gestreuten _ 
Elektronen die Kikucui-Kegel hervor, sofern kein flacher Einfall vor- — ‘ 
liegt. Bei flacher werdendem Einfall auf eine dicht besetzte Netzebenen- 
schar verbreitern sich die beiden K1tKkucH1-Kegel mit den Indizesy = +1 — 
nach SHINOHARA, so daB ihre Breite vergleichbar mit ihrem Abstande 
wird. Die errechnete Intensitat der so zu einem Band verbreiterten | 
Kegel » = +1 ergibt sich jedoch nur zu 2% der beobachteten Intensitat _ 
eines Krkucui-Bandes. 4 . a 
Wir werden im Laufe dieser Arbeit zeigen, daB der physikalische a 
Grundgedanke SHINOHARAs zwar richtig ist, némlich der Gedanke, dab 


auffallende Elektronenwellen unter dem EinfluB8 des dreifach perio-  § 
dischen Kristallpotentials hervorgerufen werden, daB aber die rech-- 


kalisch nicht erlaubten Vereinfachungen geschehen ist. ay 


Dies liegt erstens daran, daB die von SHINOHARA verwendete dyna- - 
mische Gittertheorie BETHEs! nicht auf Elektronen angewendet werden 
darf, die flach auf eine dicht besetzte Netzebenenschar auffallen. Denn 
die BetHesche Theorie in der soeben zitierten Annalen-Arbeit gehts 
vom freien Elektron aus, da sie annimmt, da8 ein Elektron eine einzelne 
Netzebene stets praktisch ungestért durchsetzt. Wie vom Verfasser 
gezeigt wurde, ist diese Voraussetzung nicht mehr bei flachem Auftreffen — 
auf eine dicht besetzte Netzebenenschar erfiillt, da bei hinreichend 
flachem Auffall praktisch schon Totalreflexion an einer einzelnen dicht . 
besetzten Netzebene eintritt. Man mu8 daher beim flachen Auftreffen 
auf eine dicht besetzte Netzebenenschar als Ausgangspunkt der Rech- 
nung nicht wie bei SHINOHARA das freie, sondern das gebundene Elektron “ 
nehmen. Hierbei wird es sich dann ergeben, daB genau wie bei den ~ 
KrkucHI-Enveloppen auch bei den Kikucni-Bandern ein Vielstrahl- — 
problem vorliegt, wahrend SHINOHARA nur ein Zweistrahlproblem be- 
handelt. , 


Zwar erkennt SHINOHARA an Hand der Ewatpschen Ausbreitungskugel, daB_ £ 
auBer den beiden von ihm als stark herausgegriffenen Strahlen weitere Strahlen 4 
merklich mit angeregt werden und beriicksichtigt diesen Umstand nachtraglich 
mit Hilfe einer dritten Naherung in Form einer Stérungsrechnung. Dieses Rechen- 
verfahren ware jedoch nur dann erlaubt, wenn die Stérstrahlen intensitatsschwach _ 4 
gegen die beiden herausgegriffenen starken Strahlen sind. In Wahrheit ist dies (~ 

a 

' Betue, H.: Ann. Phys. (4) 87, 55 (1928). 

* Brrur, H.: Exakte Definition des Begriffes flacher Einfall siehe (1.02). 49 
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jedoch nicht der Fall. Deshalb miissen die Stérstrahlen nicht wie bei SHINOHARA at ' 
in Form einer Stérungsrechnung, sondern in Form eines echten Vielstrahlproblems £1} ss 
(d. h. bereits in nullter Naherung) beriicksichtigt werden, 


, 
; 
Da das zu einem Vielstrahlproblem ausgebaute Rechenverfahren % 
sehr umstindlich wire, so wird hier eine etwas andere | 
_ Methode zur Intensitatsberechnung der Kixucui-Bander eingeschlagen, ites 
c die das Vielstrahlproblem umgeht, und die bedeutend einfacher zum Reta 
_ Ziele fiihrt. Im Abschnitt 7 sollen die beiden Rechenverfahren einander a 
_gegentibergestellt werden. A 
{ Zweitens konnte SHINOHARA den Einflu8 des Kristallpotentials auf i: te 
Ss von einem unelastisch streuenden Kristallatom ausgehende Kugel- 
welle nur qualitativ in Rechnung stellen (Zerlegung einer Kugelwelle Piet 
in ebene Wellen), weil zur Zeit der Veréffentlichung SHINOHARAs (1932) eR 
4 die strenge Lauvesche Methode! zur Berechnung der Intensititsver- nhs 4 
teilung einer sich im Raumgitter ausbreitenden Kugelwelle mittels des ie 
Reziprozitatssatzes der Wellenmechanik (1935) noch nicht bekannt war. aren e 
In der vorliegenden Arbeit sollen die beiden soeben angefiihrten Sach 
Mangel in der Behandlungsweise SHTNOHARAs behoben werden. Dabei = 
wird sich dann im Gegensatz zu den Rechnungen SHINOHARAs ein is Cede 
Intensitatsverlauf der Krkucui-Bander [Formel (6.12) und Abb. 2] Re 
ergeben, der sehr gut mit den Beobachtungen SHINOHARAs iiberein- Seare 
_ stimmt. ) a 
Aus diesem Grunde kann sich der Verfasser der Ansicht EMSLIEs? 2 a 
nicht anschlieBen, daB die Krkucui-Bander durch Zusammenwirken Prue es 
der Elektronenwelle mit den elastischen Gitterschwingungen dadurch RE bi 
entstehen sollen, da8 der Braccsche Winkel (1.02) gleichzeitig der ine a: 
Grenzwinkel fiir solche unelastische St6Be ist, die den Austausch von \ . Pie 
Energie des Elektrons mit Warmeenergie des Gitters vermitteln. Denn 
die nunmehr folgende Theorie der Kikucui-Bander laBt sich unter 
Zugrundelegung desselben Kristallmodells wie die Theorie der K1KUCHI- 
Kegel und der Kikucui-Enveloppen entwickeln, bei welchen die Warme- 
schwingungen des Gitters unberiicksichtigt bleiben konnten. Deshalb ‘ 
erscheint es dem Verfasser 4uBerst unwahrscheinlich, daB der Energie- 
-austausch des Elektrons mit den Warmeschwingungen des Gitters 
gerade bei den K1rKUcHI-Bandern, die mit den Kikucui-Kegeln und den 
Kixucui-Enveloppen so eng verwandt sind, eine Rolle spielen soll. ! 
Auf jeden Fall bliebe es nach den Ergebnissen dieser Arbeit die Ange- i 
legenheit einer besonderen Betrachtung, ob der Energieaustausch mit Pare 
den Gitterschwingungen zur Erklaérung der Kikucui-Bander heran- h 
gezogen werden muB oder nicht. 


1 Laur, M. v.: Ann. Phys., Lpz. (5) 23,..705 (1935). 
2 Ems.ig, A. G.: Phys. Rev. 45, 43 (1934). 
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om Das Kristallmodell. ~ 


Wir benutzen in der nunmehr zu entwickelnden Theorie dea 
KUCHI-Bander genau dasselbe Kristallmodell wie in der Theorie det Dy 
Krxucut-Enveloppen, namlich den unterhalb der Ebene z = 0 (= Knee 
-stalloberflache) befindlichen Halbraum, in welchem das Poten al 
| V(x, y, 2) der vom Kristallgitter auf die Elektronen wirkenden ] aft o: 
<" dreifach periodisch mit der Periode a des Raumgitters ist, wahrend fiir | 
z>0 (Vakuum) das Potential V(x, y, 2) = 0 gesetzt wird. Ba 


f 


z>0 (Vakuum) 


(Kristal 


—45 Volt 


Abb. 1. Das Kristallmodell. Die senkrechten Striche deuten die einzelnen aneey ea oss De 
Potentialverlauf V5 (x) ist (fiir s < 0) im unteren Teil der Abbildung eingezeichnet. Fiir s > 0 (Vak 
verschwindet 199 (). In sins Abbildung ist &,, >> &y und A, zu denken; d. h. die Welle fallt fast senk 
wor Zeichetebead ein. 


Wir denken uns aus dem Vakuum auf dieses Kristallmodell ei 

he ebene Elektronenwelle unter flachem Winkel gegen eine dicht besetzte — 
‘ Netzebenenschar auffallen und nehmen an, da® diese Welle von den 
Kristallatomen nur elastisch gestreut wird (vgl. Abschnitt 1). Die ‘ 
Energie E (50 kV) dieser von aufen einfallenden Welle soll groB sein — 
on gegen das mittlere Kristallpotential V (#15 V). Dies bedeutet, da®B " 
4, die DE BroGite-Wellenlinge 2 = (150/E)'-40-8cm_ der Elektronen- | 
is welle klein gegen die Gitterkonstante a des Kristalles ist. Mit EF = 50 k\ 
ag und @ = 2-10-§cm wird > 
oii? Aja ew 1/40. (3.01 oa 


+ 


Leg 


Daher geniigt die Wellenzahl k: 


ag k= 2nd 6.02), 


ae ' 
; ae 


4 


} Rees 7 
der DE BroGiie-Welle numerisch der Beziehung 


& x Rea & 300. (3.03) 


_ Der Zweck der folgenden Rechnung ist (vgl. Abschnitt 1), die Intensitiit 
des so im Kristall entstehenden Wellenfeldes zu bestimmen. 

_ Rechnerisch am einfachsten zu behandeln ware der Fall, daB die 
_ herausgegriffene dicht besetzte (niedrig indizierte) Netzebenenschar 
parallel der Kristalloberfliche verlauft, also den Index (001) tragt. 
Jede Ebene dieser Schar ist jedoch bei unserem Kristallmodell in 
x- und y-Richtung, d.h. in Richtung der Netzebenenschar unbegrenzt. 
Da aber nach I, Abb. 6 die in ein Krxucut-Band gestrahlte Intensitat 
aus einer seitlich begrenzten Netzebenenschar cntweicht, so gibt die 
Reflexion an der wnbegrenzten Netzebenenschar (001) die wahren Ver- 
_haltnisse bei der Entstehung der Kikucui-Bander nicht wieder. Zudem 
k6nnte bei unserem nach unten (z< 0) unbegrenzten Kristall nur von 
oben (z >0) her und nicht auBerdem von unten her Intensitat auf diese 
herausgegriffene Netzebenenschar (001) auffallen. 


-Netzebenenschar eine solche zugrunde legen, die wirklich seitlich durch 


d.h. irgend eine dicht besetzte Netzebenenschar, die nicht parallel 


x = konst., d. h. die Schar (100). Die Verhaltnisse bei beliebig gelegenen 
_Netzebenenscharen liegen dann entsprechend. 

Fiir die Intensitatsberechnung der Krxucut-Bander bedeutet es eine 
wesentliche Vereinfachung, daB nach I, IV bei einer Elektronenwelle 
hhoher Energie, die flach auf eine dicht besetzte Netzebenenschar auf- 
-falit, von der Veradnderlichkeit des dreifach periodischen Kristallpoten- 
tials V (x,y,z) in Ebenen parallel zur Netzebenenschar abgesehen 
werden darf. Deshalb wird eine flach auf unsere dicht besetzte Netz- 
ebenenschar (100) auffallende Elektronenwelle praktisch nur noch von 
dem (einfach periodischen) iiber alle diese Netzebenen, d.h. iiber alle 
-y und z gemittelten Potential _ 


0 0 
Kold=af [Viny.2dydz (3.04) 


—a—a 


a 


beeinfluBt. Die Gestalt des gemittelten Potentials ist vom Verfasser 
‘in I, Abb. 2 und 3 fiir zwei explizite Falle aufgezeichnet. Die eine 
dieser Abbildungen ist im unteren Teil der Abb. 1 noch einmal wieder- 
-gegeben. Da im Gegensatz zu I die Mittelung nicht itber x und y, 
sondern iiber y und z geschieht, so ist das gemittelte Potential Vool*) 
fiir z<0 im ganzen Definitionsbereich — co< x¥< + ~ mit der 


_ Man muB daher als reflektierende dicht besetzte (niedrig indizierte) — 
die Kristalloberflache z= 0 gegen das Vakuum (z >0) begrenzt ist, — 


zur Kristalloberflache verlauft. Als solche wahlen wir der Einfachheit | 
halber die senkrecht zur Oberflache verlaufende Netzebenenschar — 


Pt Ne laa _ Kurt ARTMANN:: he ig Beg a 


Periode a der Gitterkonstanten einfach Seradiacty wahrend flix z 0. 
(Vakuum) die Funktion Vj9(x) genau wie das eigentliche Kristall- 
potential V (x, y, z) verschwindet. Die Funktion Vj9(x) besitzt an den — 
Orten der Atomkerne x = v-a (v ganz) scharfe Minimalstellen von ~ 


der Tiefe » — 50 V. 


Der in IV gegebene rechnerische Nachweis fiir die Behauptung, da ish 
flach auf eine dicht besetzte Netzebenenschar auffallende Elektronenwelle prak- — 
tisch nur vom gemittelten (einfach periodischen) Potentialfeld beeinfluBt wird, 
war sehr umstandlich. Deshalb sollen die folgenden elementaren Betrachtungen 
(Kleindruck) die Richtigkeit dieser Behauptung auf einfache Weise plausibel | 
machen. ‘ 

Das dreifach periodische Potential V(x, y, z) denke man sich nach FouRIER- 
entwickelt: 


7. « 


_2% 
2 t = (lxi+my+nz) 
V (x, y, 2) = ?mn* 


(1, m,n) 


(a = Gitterkonstante). In der Summe fasse man jeweils alle diejenigen Glieder, — 
deren Indizes ein festes Verhaltnis /: m:n + 0:0:0 besitzen, zu einem Term 
zusammen (z. B. alle Glieder mit m= = 0,/ beliebig). Das Glied/ =m =n=0, 
das mittlere Potential vy), — V, bleibt gesondert stehen. Jeder dieser Terme, ver- 
mehrt um das mittlere Potential v),,, stellt dann das iiber eine gewisse Netzebenen- 


schar gemittelte Potential dar, namlich tiber die Netzebenenschar, deren Index — y" 


mit dem Verhaltnis 7: m: , dividiert durch den gréBten gemeinsamen Teiler der — 


‘Zahlen 7, m, n, tibereinstimmt. {In unserem Falle ist es die Netzebenenschar — - 


(100).] Jeder dieser Terme ist also eine mit dem zugehérigen Netzebenenabstand 
di, m,n einfach periodische Funktion der Koordinate, die senkrecht zur betreffenden _ 
Netzebenenschar gemessen wird. (In unserem Falle ist x die Koordinate und dog @ £ 
der Netzebenenabstand.) 

Fiir die niedrig indizierten (dicht besetzten) Netzebenenscharen hat dieses 
gemittelte Potential eine Schwankung von ungefahr 40—70 V (vgl. Abb. i):7 
Fiir die héher indizierten (diinn besetzten) Netzebenenscharen ist die Schwankiagil 


bedeutend geringer und kann praktisch gleich Null gesetzt werden, wie man etwa 


aus den Angaben BETHEs? iiber die Fourter-Koeffizienten v, ,, ,, entnimmt. Die 
hoch indizierten Netzebenen haben also auf die auffallenden Kathodenstrahlen — 
hoher Energie praktisch keinen EinfluB mehr. Es brauchen also nur noch die nied- 
rig indizierten Netzebenen hinsichtlich ihrer Wirkung auf die auffallende Elek- 
tronenwelle beriicksichtigt zu werden. 


Da die Energie E des Kathodenstrahls ungefahr 50 kV ist, so wird jede einzelne 
Netzebene (= Potentialberg der Héhe U, von ungefaihr 50 V) einer niedrig indi- 
zierten Schar im allgemeinen praktisch ungestért durchsetzt. Ein Ausnahmefall | 
tritt nur ein, wenn der Kathodenstrahl flach auf die betreffende Netzebene auffallt, — 
namlich so flach, daB die Impulskomponente P, des Elektrons senkrecht zur 
Netzebenenschar der Bedingung P* /(2m) << » Uy geniigt (m, = Elektronen- | 
masse, Uy = Hohe des Potentialberges). Eine in I, Abschnitt 4 durchgefiihrte — 
Rechnung zeigt, daB dann der Winkel #, den die Fortschreitungsrichtung der 
Welle mit der Netzebene bildet, der Bedingung || < & @prage geniigt. 


Dann wird der Kathodenstrahl schon von einer einzelnen Ebene dieser nee 
gegriffenen Schar stark beeinfluBt, namlich naherungsweise totalreflektiert, so 


‘ Berne, H.: Ann, Phys. (4) 87, 55 (1928). aah 


« 


da 8 bal Stastiom Einfall die Wirkung dieser einen (niedrig indizierten) Netzebenen- 
ES char die Wirkung aller ubrigen Netzebenenscharen iiberwiegt. Das heiB®t aber: 
F ‘ine flach auffallende Elektronenwelle hoher Energie wird praktisch nur von dem 
4 ber diese Netzebenenschar gemittelten Potential beeinfluBt, was zu zeigen war. 


4. Die SCHRODINGER-Gleichung sie ihre allgemeinste Lésung. 


_ Die SCHRODINGER-Gleichung des Wellenfeldes Y, das durch die flach 
ae die Netzebenenschar (100) auffallende Welle im Kristall (und im 
Vakuum) hervorgerufen wird, lautet 


2M, 


BAP + [E —V (x)? =o, (4.01) 


vobei Voo(x) fiir =< 0 einfach periodisch ist (Abb. 1) und fiir z >0 
-verschwindet. In (4.01) bedeuten ferner # das durch 22 dividierte 


Energie der Elektronen, d.h. die kinetische Energie im Vakuum, wo 
Voo(x) = 0 (E = 50 kV). Die aus dem Vakuum (z>0) einfallende 
Welle mége die Gestalt 


haben. Ihre kinetische Lao K ist daher 
q P he 


2m, 


k=VR+RLE (4.04) 
die Lange des Wellenvektors der Einfallswelle (4.02) ist. 


Da das gemittelte Potential Vj9(x) in x periodisch mit der Periode a 
und von y unabhangig ist, so wirkt der Halbraum z< 0 (Kristallinneres) 
der einfallenden Welle (4.02) gegeniiber wie ein Strichgitter der Gitter- 
konstanten a, dessen Furchen die Richtung der v-Achse haben. Daher 
wird die einfallende Welle (4.02) im Vakuum nur in die diskreten 
FRAUNHOFERSchen Beugungsrichtungen dieses Strichgitters abgebeugt. 
Eine elementare Rechnung ergibt, dab die Wellenvektoren £, dieser 
Beugungswellen durch den Wellenvektor (k, k, k,) der Einfallswelle 
folgendermaBen ausgedriickt werden kénnen: 


3 eS eee ' (4.05) 
k, = | os n k,— (= n), (n ganz). 


Srsichtlich ist [tf = —k vom Index n unabhangig, wie es sein mu. 
ennt man «, die Amplitude einer solchen Beugungswelle, so lautet 


PrancKsche Wirkungsquantum, m, die Elektronenmasse und E die 


Pisce = etat thy yh > (ko) (4.02) ° 


ee mg HE + A+ RY) =F ee (4.03) 


" Die Lésung hat also hinsicuptich der Veranderlichen x die Gestalt eth 
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7, 
ve ‘3 4 
die Woogante Lésung der ScHRODINGER-Gleichung int 1 vate > = 0: 


t 7 5 


S A eae 


a 


poser Sct st ad, i 
(n) : , a 
mal einer in a periodischen Funktion von x. 
Die Amplituden «, der Beugungswellen sind zunachst noch unbe 
kannt und k6énnen erst spater durch die Randbedingungen bestimm "| 
werden. Wir werden spater rechnerisch zeigen, daB die «, praktisc ho 
alle gleich null sind. Dies ist auch aus physikalischen Griinden zu 
erwarten : 7 
Da die Energie E der Einfallswelle groB pecee das mittlere Kristal 
potential V ist, so weicht der mittlere Brechungsexponent = (1 vie) 
des Kristalles gegeniiber Kathodenstrahlen nur wenig von 1 ab. SchlieBt Bt 
man den Sonderfall aus, da die einfallende Welle (4.02) flach auf 
die Kristalloberflache auffallt (d. h. setzt man k, + = 0 voraus), so tritt 
die einfallende Welle (4.02) in Analogie zu den Verhaltnissen in der 
Wellenoptik praktisch ungestért durch die Trennflache z= 0 in de se 
Kristall (¢< 0) ein, d.h. es treten keine Reflexionswellen auf, d. h. 
alle, ='0. £ : 
Wir l6sen nunmehr die SCHRODINGER-Gleichung (4.01) im Kristali- 
inneren z< 0. Da das gemittelte Potential Vj)(x) von y unabhangi 
ist, so kann die Lésung Y, von (4.01) im Inneren genau wie die 6s mg 
(4.06) im Vakuum die Veranderliche y nur als Faktor e‘*y” enthalten. 
Unter Benutzung einer willkiirlichen Konstanten A sowie einer noc ch . 
zu bestimmenden Wellenzahl x und einer noch zu bestimmenden Fun k- 
tion g(x) lésen wir (4.01) im Kristallinneren (z< 0) durch den Ansatz 


P, = A - ely 7+) o (4) (4.0 ‘ 


7 
und erhalten ftir g(x) die folgende gewoéhnliche Differentialgleichung 


“4 


@ 2 ~- 
in + [BR — Fe" Noo a] = 0. (4.08) 

Diese -Hitische Differentialgleichung beschreibt wellenmechanisch die 
Bewegung eines nur in x-Richtung beweglichen Teilchens im einfach 
periodischen Potentialfeld Voq(x). Die kinetische Energie des Teil 
chens betragt bei verschwindend klein gedachtem Potential (Vo (x) > 0) 
n n Bs 


7 2 2 ey oe 
Wag eee 2m, 8° 


(4.09) 


Hierin ist die Wellenzahl g eine Abkiirzung fiir 


g=/R— Ro — x2, 


vaste | 
ae nen c eine are aa B (a) eine in x mit ae Gteters anes 
stanten a periodische Funktion, so laBt sich die allgemeinste Lésung ; 


eee Gl. (4.08) -bekanntlich in der Gestalt 


p(x) =eC*- Bla) (4-11) 


nreiben. Da die Lésung (4.07) im Kristallinneren sich stetig an die oe 
Sl g (4.06) im AuBenraum anschlieBen muB, so muB sich die Lésung 
mn) beim Fortschreiten um die Gitterkonstante a in x-Richtung mit 
mselben Faktor multiplizieren wie die Lésung (4.06) im AuBenraum, | 
d.h. mit dem Faktor e‘*** Dies bedeutet nach (4.11), daB g(x) der 
Funktionagleichong . 


oe 


es 


p(x + a) =e***. p(x) ~ (4.12) 


ge igen muB. Hierin bedeutet k, die fest vorgegebene-(reelle) x-Kom- 
ponente des Wellenvektors der einfallenden Welle (4.02). Die in (4.11) 
aufgetretene Konstante C muB also die Gestalt Bre ne 


(4.13). 


C=k,+ = n mit ganzem » 


De CS sitzen. 


nF ‘Um. eine Ubersicht iiber die Lésungsmannigfaltigkeit der Gl. us. 08) 
erhalten, denken wir uns das Potential Vj.(x) voriibergehend pro- 
portional zu sich selbst beliebig verkleinert, setzen also voriibergehend © 
ch im Kristallinneren (z< 0) VYy,(x) = 0. Dann geht die Differential- 
eichung (4.08) unter Benutzung der in (4.10) definierten Wellenzahl g 
iiber in die Gleichung i 
can SF yp , i, Wie 
ok 2 at 


‘deren Lésung bekanntlich 
. i g = konst. - e+ '8* 4 ae 
Jautet. Durch Vergleich mit (4.11), (4.13) -folgt, daB fim Grenzfalle 
Voo(x) > 01 g die Form 


g=¢,=h,+ a mit ganzem — (4.44) 


be esitzen mu. Die zu verschiedenen Indizes  gehdrigen g-Werte 
urden in (4.14) durch den unteren Index  unterschieden. Bei ver- 
Be aimdend klein gedachtem Potential (Vj9(x) > 0) lautet daher die 
Lésung der Differentialgleichung (4.08) im Kristallinneren mit der hier 
zu fordernden Nebenbedingung (4.12) bis auf eine willkiirliche multi- ee 
plikative Konstante folgendermaBen : Beat 


ts 


‘ : 2n , ‘ Peis 
‘, } . ak tdi i(t, +=2n)s ; (n ganz) ; (4.15) H i ig 


HORGULGte h 


viele diskrete Lésungen der Differentialgleichung (4.08), die der Neber 


in nullter Naherung 


‘ Ree pe: 

“ o i+, yan * y 
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’ do 


Es existieren also in nullter Naberane (Vou (x) > 0] einfach ae Te 


bedingung (4.12) geniigen. Dieser Satz gilt auch bei beliebig stark | a 
welltem Potentialverlauf Vj,(x) +0. Denn die Losungen (Eiger ; 
funktionen) der unvereinfachten Gl. (4.08) (Voo(¥) += 0) gehen | bei. 
stetig anwachsendem V(x) stetig aus den Lésungen (4.15) der’ ver- 
einfachten Gleichung [V,9(x) = 0] hervor. Die verschiedenen Eigen- 
funktionen @ in (4.15) muBten genau wie die verschiedenen Wellenzahle 1 
g =, in (4.14) durch einen unteren Index » unterschieden werden: | 
Pp =, Der zufolge (4.09) zur Wellenzahl g, gehérige Energiewert wv, 
(Eigenwert der Energie) hangt dann ebenfalls vom Index » ab: W = W 
und darf also wegen der Zusatzbedingung (4.12) nicht beliebig s 
sondern ist nur ganz gewisser diskreter Werte fahig. ; 
Bei verschwindend klein gedachtem Potential Vj9(x) erhalt: mi: un 
durch Einsetzen von (4.14) in (4. oe fiir die Eigenwerte W,, der Bune gie 
2 
re eed ( 


22% n) 
2M 


(4.16). 
und somit fiir die in (4.10) Be ee Wellenzahl x 


— i — Be =< ge , . 
die nunmehr ebenfalls mit einem unteren Index 7 versehen werden mu, 


POISE. Re oS ae 
% == | - Ry — (Ry +a). = 


Unter Benutzung von (4.04) ergibt sich schlieBlich in nullter Nahe ang 
[Voo(x) > 0] fiir x, ; a 


} 4a 2x \2 = 

|/#- = nk,—(~ n) ; (4-178 
Hierbei wurde nur das negative Zeichen vor der Wurzel beibehalten, 
damit (4.07) auch wirklich nur in den Kristall hinein (doh. in = 
Richtung) laufende Wellen darstellt, wie bei einem nach unten (z = — 00)» 
unendlich ausgedehnten Kristall zu fordern ist. In nullter Naherung 
[Voo(x) > 0] stimmt also —x, mit der in (4.05) definierten Wellen a 
zahl k, tiberein. Explizit hingeschrieben sind nach (4.08), (4.09) die_ 
Figenfunktionen @,(x) Lésungen der Differentialgleichung a4 


dB py, 2m - he 
dat + |88— Ga” Yool*) | =0, (4.18), 


wobei g, im Falle Vo9(x) + 0 gegeniiber dem nur fiir den Grenefall 


Voo(x) = 0 giiltigen Wert (4.14) aus der Forderung (4.12) neu zu ted 
stimmen ist. 


: eh og Korg 1 ¢ 
ER, Onin en oatts ve ‘ a 
“ied : ae 
Sev N Be hy 
oe ‘ x ' 
Zur Rede der Kuxvcnt-Binder. + Beak 287 


orthogonal und diirfen als normiert vorausgesetzt werden: 


0 fiir m= n 
Fhe ) +n (x )-dx > Outh ar Seat (4.4 9) 


Ps plea 4 Tir n= h 


{ Der Stern bedeutet das Percetett. -Komplexe.) Im Spezialfall Voo(x)—+0 
haben die Funktionen (4.15) ersichtlich die Orthogonalitatseigenschaft 
(4.19), wie es sein muB. 

- Da die partielle Differentialgleichung (4.01) linear ist, so ist ihre 
allgemeinste Lésung nicht eine einzige Funktion (4.07), sondern eine 
beliebige Linearkombination von Eigenfunktionen: 


yw — ey "Di Ane "9, (x)> (4.20) 
wt) 

Die Wellenzahlen x, sind jeweils durch die zugehérige Eigenfunktion 
@,,(x), d. h. nach (4.09) durch die zugehérigen Eigenwerte der Energie W, 
eindeutig bestimmt. Die nunmehr noch unbekannten Amplituden 4, 
der Kristallwellen werden im Abschnitt 6 durch die Randbedingungen 
bestimmt werden. 

-Zuvor wollen wir uns jedoch einen Uberblick tiber die GréBen- 
ordnung der in nullter Naherung (Vj, = 0) in (4.17) angegebenen Wellen- 
zahlen x, verschaffen, die im Falle V,9(x) + 0 aus Stetigkeitsgriinden 


der x, fiir den Fall Vj9(x) +0 als ihre GroBenordnung ist fiir die 
orliegenden Zwecke der Intensitatsberechnung der KiKucui-Bander 
nicht erforderlich. Bei dem hier allein interessierenden flachen Einfall 
auf unsere herausgegriffene stark reflektierende Netzebenenschar (100) 
ist die Wellenzahl k, nach us te von der GroBenordnung z/a oder 


kleiner. Deshalb ist der Term * = nk, in (4.17) von der GroBenordnung 

4n (2) oder kleiner. Da wir andererseits vorausgesetzt hatten, da nicht 
a 

al Berdem flacher Einfall auf die Kristalloberflache z= 0, d.h. die 

Yetzebenenschar (001) vorliegt, so muB die z-Komponente k, des Wellen- 

ektors der Einfallswelle |k,| >2/a vorausgesetzt werden, weil k, = x/a 


‘Einfall. unter dem 1. BrAccschen Interferenzwinkel, d.h. nach (4.02) 
flachen Einfall auf die Kristalloberflache bedeuten wiirde. 


Wir nehmen daher an, daB 
ky =~ (4.21) 
a 


etwa zwischen 7 und 10 liegen mége. Dies bedeutet, daB der gegen 
die Kristalloberflache gemessene Winkel y der Beziehung genugt 


"Nach bekannten Satzen aa je zwei verschiedene Eigenfunktionen 


die GraBenordnung (4.17) beibehalten werden. Eine genauere Kenntnis | 


ist, wobei die dimensionslose (nicht notwendig ganzzahlige) GroBe 7 _ 
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iM rays yi) siny =k oi oT Ue a Wegen der numerischen Absthatzudg } (3. 03) 
Rei fiir ka liegt dieser Winkel y bei harten Kathodenstrablen um 6° herum. 
aes Der en auf die Kristalloberflache soll also ziemlich flach | sein 
Eeeicie - . (y & 6°), aber immerhin nicht so flach, daB nicht auch noch die parallel 
int: der Kristalloberfliche liegende Netzebenenschar (001) spiegelt. Denn 
eer sonst ware die hier gemachte Vereinfachung, da8 die Elektronen prak- 
Baie: tisch allein unter dem EinfluB des iiber alle y und z gemittelten (einfa h 
ee ree periodischen) Potentials Vj9(x) stehen, nicht mehr erlaubt. Die An-_ 


(te nahme, da der Winkel y gegen die Kristalloberflache um 6° heruw m 
liegen soll, entspricht der experimentellen Tatsache, da bei der un 
Ne elastischen Streuung merkliche Ausstrahlung in ein Kikucui-Band nur 
eae in (reziproken) Einfallsrichtungen erfolgt, die einen kleinen Winkel 7 
Rahs mit der Kristalloberflache bilden. Denn man la8t den von der Kathode 
es kommenden Primarstrahl flach auf die Kristalloberflache auffallen; und 
die Elektronen werden wegen ihrer hohen Geschwindigkeit nur um 
kleine Winkel vom Kristallgitter abgelenkt. 


= * al 
——_ 


AY, 
i er Mit diesen numerischen Annahmen iiber &, k,, Rk, ist 
wae ie 
Pay aia) “e 2 \ a 
ie k? >|% und (7) : (4.22) 


Daher sind die x, nach (4.17) ow — YR, wenn man von Nummei 1A 
in| > w& 5 absieht, die im folgenden keine Rolle spielen werden. Die — 
Differenz |x, ., —x,| zweier benachbarter x, ist nach (4.17), (4.21) von — 
pmee he S.' der GréBenordnune 4a nj(ta). Das heiBt die Exponentialfunktion 
Ly e'n+1—*n* besitzt eine Periode von der Linge z taj/(2n) + 3a 

Wegen (3.02), (4.21), (4.22) tiberwiegt die y-Komponente &, des— 
Wellenvektors der einfallenden Welle in unserem betrachteten Fall 
die anderen beiden Komponenten &, und &,. Das heiBt in Abb. 
ee fallt die Primarwelle (4.02) ungefahr senkrecht zur Zeichenebene auf 
bt den Kristall auf. 


d. Die Eigenfunktionen des einfach periodischen Potentialjeldes Vo, (x) 

Im vorangegangenen Abschnitt 4 hatten wir erkannt, da die 
Figenfunktionen q,(x) des periodischen Potentialfeldes Vy9(x) im 
Grenzfalle Vj9(x) >.0 die Gestalt (4.15) besitzen. Wir wollen nunmebr 


i diese Eigenfunktionen unter Zugrundelegung des Handbuchartikels voi n 
Re BETHE und SOMMERFELD! auch in dem hier vorliegenden Falle Voo (x)= 0 
; . angeben. Da die exakte Berechnung der E igenfunktionen @,, (x) diet 

* Lésung der Differentialgleichung (4.18) erfordert, die nur_naherungs 


weise (baw. streng nur fiir den speziellen Kronicschen? unstetigen 


. BETHE, H. u. A, SOMMERFELD: Handbuch der Physik, Ba. XXIV, Teil 2, ,, 
SS 433. - i 
2 Kronic, R. pE L. u. W. G. PENNEY: Proc. roy. Soc., Lond. A 130, 499 (1931 %, 
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, Potentialverlauf) geschehen kann, so kénnen diese Eigenfunktionen auch 
nur naherungsweise angegeben werden. Dies soll im folgenden auf 
Grund physikalischer Uberlegungen geschehen: 


Zu diesem Zweck denken wir uns das Potentialfeld Voo(*) stetig 
vom Werte V4,.(x) = 0 anwachsen und zwar zuniichst bis zu einem 
olch kleinen Werte. daB die Furchentiefe des Potentialfeldes ea) 


noch klein gegen die Energie W, = n(k, += ne =n) | (2m) ( beliebig) 


der ebenen Welle (4.15) ist. Dann besitzen die Eigenfunktionen aus 
Stetigkeitsgriinden (bis auf unwesentliche kleine Korrektionen) immer 
och die Gestalt (4.15) [d.h. einer einzigen vom Potential V,,(x) 
praktisch unbeeinfluBten ebenen Welle] mit Ausnahme des Falles, daB 


R,@ ven (vy ganz) (5.01) 


ist. In diesem Fall tritt BRacGsche Reflexion am Gitter ein { Verstarkung 
der an irgend zwei beliebigen Netzebenen der Schar (100) reflektierten 
intensitatsarmen Wellen durch Interferenz]. Dies bewirkt, daB die 
Eigenfunktionen (x) im Falle (5.01) nicht mehr aus einer einzigen 
ebenen Welle (4.14) bestehen, sondern aus der Linearkombination zweter 
_ebener Wellen mit entgegengesetzt gleichen Wellenzahlen g, = + v' x/a, 
namiich aus der urspriinglichen- Welle mit Wellenzahl k, + 22 n/a = 
n (vy + 2n)/a = x »v’/a und deren Reflexionswelle mit Wetienzoni —sy'/a. 
Das Amplitudenverhaltnis dieser beiden ebenen Wellen interessiert in 
dieser Arbeit nicht naher. 


Es ist fiir die folgenden Rechnungen zweckmaBig, eine Umnume- 
rierung der Eigenfunktionen vorzunehmen. Wir wollen von nun an nicht 
mehr wie bisher die zum Eigenwert W, gehérigen Eigenfunktionen 9, (x) 
nennen, sondern wir ordnen von nun an die Eigenfunktionen nach 
steigenden Eigenwerten der Energie so an, daB die unterste Eigen- 
funktion y,(x) zum niedrigsten Eigenwert der Energie gehdrt. Aus 
(4.16) folgt dann, daB fiir den hier zunachst behandelten Grenzfall 

Voo(*) > 0 in der neuen Nummerierung der Eigenwert W, der n-ten 
Piiranfanktion 7, (x) der Bedingung 


i> (x\? bs 4 : 
ama (a) << aim (G) (+ 1) aie 
genugt. 
Wir lassen nunmehr die Furchentiefe des gemittelten Potentials 
weiter bis zur endgiiltigen Héhe von ~ 50 V ansteigen (Abb. 1). Um 
zu beurteilen, ob und in welcher Weise dann die Eigenfunktionen [d. bh. 


ae Lésungen der Gl. (4.18)] gegeniiber dem bisher behandelten Fall 


)-> 0 abgedndert werden, begeben wir uns an eine der Tal- 
sohlen des Potentialfeldes V,,(z) und betrachten hier zweckmaBigerweise 


j 
q 


igs io- aR a —2-10-8 zahlenmaBig ebenfalls etwa 50 V betrigt, 


(5.02) zwischen 


240) Kurt ARTMANN: ee | 
~~ ie > ne a 
eine vom Potentialfeld Vj9(x) beeinfluBte (in x-Richtung laufende) _ 


Welle der Wellenzahl k, = 2,5 -2/a. Diese Welle besitzt eine kinetische aa 


Energie = ie 2,5 -a/a)2, die mit den numerischen Werten fh? = 10-9 


Dies bedeutet, daB ein Elektron, das an einer Talsohle eine kinetische os 
Energie <-; = "(2,5a/a)? besitzt, einen eizelnen Potentialberg des 


2m 

gemittelten Potentials V,(x) klassisch gesehen nicht mehr tiberwinden 3 
kann. Ein solches Elektron ist in der einzelnen Mulde des Potential- 
gebirges V,,(x) gebunden. Nach (5.02) gehéren zu einem solchen 
gebundenen Elektron die beiden untersten Eigenfunktionen g(x) und 
q(x), wahrend die zu den Indizes » >2 gehérigen Teilchen einen ~ 
einzelnen Potentialberg klassisch iiberwinden kénnen, weil ihre kinetische 
Energie (in der Mulde) groBer als die Furchentiefe ist. Die dazwischinas 


hegende ee @_(x), deren zugehGriger Energiewert W, nach — 
amg (2 718)? = und 3 (3z7/a)? liegt, und die den Uber- 


gang zwischen dem gebundenen te dem freien Elektron vermittelt,. x 
mu ‘spater gesondert behandelt werden. Deshalb behalten zwar died 

Eigenfunktionen ¢, (x) fiir den Index » >2 auch bei starker gewelltem 
Potentialgebirge immer noch die zu Beginn dieses Abschnittes geschil- — 
derte Gestalt bei (namlich eine einzige ebene Welle, bzw. im BRAGG-Fall — 
k, »~ vaj/a zwei entgegenlaufende ebene Wellen). Aber die beiden 
untersten Eigenfunktionen q(x) und g(x) besitzen bei der zagrunde 
gelegten Furchentiefe von 50 V einen ganzlich anderen Charakter 
als die iibrigen (mn > 2), die aus der Vorstellung eines im Potentialfeld 
Voo(x) freien Elektrons abgeleitet wurden. ay 


Fiir die beiden untersten Eigenfunktionen q»(x) und g, (x) hat man — 
nicht mehr Funktionen des soeben geschilderten Typs einzusetzen, — 
sondern die Eigenfunktionen des in der Potentialmulde gebundenen ‘ 
Elektrons. Um einen konkreten Fall vor Auge zu haben, nehmen wir a 
an, daB der untere Teil der Potentialmulden naherungsweise Parabel-— 
form besitzt, so daB die ,,gebundenen‘' Elektronen der Eigenfunktionen — 
Po(x) und g(x) in jeder Mulde praktisch einem Potentialfeld vom 
Typus‘konst. mal x* unterliegen, sich also wie harmonische Oszillatoren 4 
verhalten. Dann lauten die untersten beiden Eigenfunktionen in der- 
0-ten Mulde (d. h. in der Umgebung des Minimums x = 0): 


Po (Xx) = Vi : Ve 6e~ FURL) (5.03) 


1 la — 2? 2 
Py (x) =; ahd Fae we(2L*) 
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: Hierbei ist L eine durch die jeweilige Potentialgestalt (d. h. durch den 
_ Faktor von x* in der Gleichung der Potentialkurve) bestimmte Linge 
von der GroBenordnung a/6. In den iibrigen Mulden lauten die Eigen- 
funktionen (x) und g,(x) bis auf den konstanten Faktor e’*» [vgl. 
(4.12)| ganz entsprechend. 

In der Nahe des Muldenrandes + = — a/2 hat das auf das Elektron 
_wirkende Potentialfeld zwar nicht mehr naiherungsweise die Gestalt 
konst. mal x?, also die zugehérigen Eigenfunktionen g(x) und 9, (x) 
nicht mehr die Gestalt (5.03) und (5.04). Aber in der Nahe des Mulden- 
randes klingen sowohl die richtigen Eigenfunktionen q(x) und 9, (x) 
als auch ihre nur in der Nahe des Minimums x = 0 giiltigen Darstellungen 
(5.03) bzw. (5.04) exponentiell gegen Null ab. Das hei®t dort, wo die 
_ Eigenfunktionen q(x) und q,(x) wesentlich + 0 sind, darf die (nahe- 
Tungsweise giiltige) Darstellung (5.03), (5.04) benutzt-werden. 

Die Eigenfunktion g(x), die weder zum gebundenen noch zum 
freien Elektron gehért, sondern den Ubergang zwischen diesen beiden 
Fallen vermittelt, kann in einfach iibersehbarer Form nicht dargestellt 
werden. Gliicklicherweise ist die explizite Darstellung dieser Eigen- 
funktion @,(x) fiir die vorliegenden Zwecke der Intensitatsberechnung 
der Krkucui-Bander nicht erforderlich, wie wir im Laufe des Ab- 
schnitts 6 erkennen werden. 


Fiir spatere Zwecke sollen schon jetzt Ausdriicke A, der Gestalt 
1 ae th, # 
A,= a | 9 (x) -e eA % : (5.05) 


im Intervall k, < 22a/a berechnet werden. Wir unterscheiden 2 Falle, 
a) m>2 und b) »<2. (Der Fall » = 2 braucht nach Obigem nicht 
durchgerechnet zu werden.) 

Im ersten Fall » >2 (freies Elektron) haben die Eigenfunktionen 
~,,(x) die Gestalt ef (*x +? 7HI)* (how. in der Nahe der Stelle k, = vy a/a 
die Gestalt konst. - e'*”*/* + konst. - e~**”*/*). Die Numerierung, d. h. 
die Zuordnung des Index # zum Index ist so vorzunehmen, daf 
die Eigenfunktionen nach der GréBe ihres Eigenwertes der Energie 
pe (k, + 22p/a)? geordnet sind. Im Intervall |k,| < 2a/a ist daher 


2M : 

= 0. 

Ware namlich yw = 0 fiir eine der Nummern 1, so hatte die zugehorige ebene 
- Welle 9, = e'*x* die Energie W, = h2k3/(2m)). Da hier stets |k,-4| < 2% vor- 
 ausgesetzt ist, so ware W, < 42? h?/(2m, a’). Nach (5.02) hieBe dies aber, daB 
die zugehérige Eigenfunktion ¢,,(¥) den Index » = 0 oder = 1 besitzen miiBte. 
Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung ” > 2, die bei den Betrachtungen 
dieses Absatzes (freies Elektron) stets gemacht wurde. 
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Dann fiihrt die Integration (5: 05) im Intervall oe an ersichtlc li 


a 
: 


stets auf Integrale des Typs ‘ . if ef 7u710 dx (uw + 0), die bekanntlic 2 
—al2 sf ot 
- yerschwinden. Deshalb ist : ‘ 


~~ 


A, v0 fir »>2 und (k,|<2a/a. (5.06). 


Setzt man andererseits im zweiten Fallen < 2 (gebundenes Elektr on) 
die Werte (5.03), (5.04) fiir die Eigenfunktionen go(x) und g(x) in 
(5.05) ein, so ergibt sich nach Ausfiihrung der Integration tiber dx +s 


es ee eae a 
Ay= Var. 3 4 ha 
a 1/E — eLL2 -. 

zs Pa te . . . -08) 
Ay =t 27 \- kook ; (5 8) 


Hierbei wurde die Integration iiber dx, die eigentlich von — a/2 bis 
+a/2 zu erstrecken ware, durch eine Integration von —oo bis + co 
ersetzt, weil die Eigenfunktionen (x) und g(x) fiir x = + a/2 nach 
(5.03), (5.04) (mit L = a/6) praktisch verschwinden. ; 
Mit Hilfe der so in (5.05) definierten Ausdriicke 4, bilden wir 
abschlieBend die in den folgenden Rechnungen fortgesetzt ‘auftretend on 
Ausdriicke A,,-y, (0) und erhalten im Intervall |&,'< 22/a nach (5. 03) 
¥ 04), (5. 06), (5.07), (5.08) 


Ag-q(0) = Y2-e**""; 
A; ~@,(0) = 6, fir a +*0,2. 


(5.00) | 
. a 
— 


Die in (5.09) nicht mit angegebene GréBe A, - (0) werden wir im A 2 
schnitt 6 berechnen. Sa 


"] 


6. Berechnung der Intensitét des Kikucui-Bandes. : 

Die unbestimmten Koeffizienten A, in der Lésung (4.20) der Wellen- — 
gleichung fiir das Kristallinnere und die unbestimmten Koeffizienten «, _ 
in der Lésung (4.06) fiir den AuBenraum bestimmen sich aus der For- 
derung, daB die beiden Lésungen (4.20) und (4.06) sich an der Stelle 
s=0 (= Kristalloberflache) stetig und mit stetigen normalen Ab- | 


d 
leitungen = aneinanderschlieBen sollen. Dies ergibt die beiden Be- 
aa > Sater fiir die A, bzw. a, 
“+S aye SPOS. A570. ; j (6.0 7 4 
(") (m) 


hye his » % : Ry, Th Rein .. 2 An Xn Gn (2) - (6.02) k 


() 


+ Macnus, W., OBERHETTINGER, F.: Formeln und S&tze fiir die speziellen ~ 
Funktionen der mathematischen Physik, S. 116. Berlin: Springer 1943. 
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‘ a cs ~, “* ot ie by ne aa 
ian “die mit e “plultipliner fei. (6.01) von ee 02) ab, so folk 
a(t, —A)- ef (e mips =A, ie hy (x :), | (6.03) 


Nun mern hat RASMEES sind. tan Atta ‘gilt fiir die in (4.05) 
finierten k,, naherungsweise die Beziehung k, = —k,. Mit diesen 
Naherungsformeln fiir x, und k, reduziert sich. (6.03) aul 


2k, Ya, » ily + 2aHfa) x = 
(n) 
alle x. Hieraus folgt 
vs 
wie bereits im Anschlu8 an (4.06) bemerkt wurde. % ' 


___ Setzt man (6.04) in (6.01) ein, so erhalt man die folgende Bestim- 
mungsgleichung fiir die Amplituden A, der Kristallwellen: 


SB Any Ga (2). ; (6.05) Se : 


e 


‘da 


Wegen der Orthogonalitatsrelation (4.19) lassen sich die unbestimmten Pit 
my Oe efizienten A, in der 2: menperan (6. eA sofort angeben: | agen 
3 is 

+ 


a 


. 5 
a. ‘ 


~ 1 fos (x) - -ehe* dx Ts (6.06) ay Se . 


Diese GréBen A, hatten wir mit Ausnahme des Falles = 2 bereits 
(5 06), (5.07), (5 .08) in dem uns im Hinblick auf die Kikucui-Bander 
if teressierenden Intervall k,| < 22/a errechnet. 

oe _ Die Intensitat ¥,%* des Wellenfeldes an irgend einem Punkte 
(e3 y, z) des Kristallinneren ist nach (4.20) 


weve — 2A, -AE Q(X) Gn (%) +o A mA Gm (4) a ye m= MW) (6.07) 


W hed? ie Strich am basal abet andeutet, daB die Summation 
aiber m = n auszuschlieBen ist. Die z, sind nach den abschlieBenden. 
Bet trachtungen des Abschnittes 4 reel. . 

” Bei der Intensitatsberechnung der K1kucut-Biinder interessiert nicht 
die Intensitat Y%¥%* des Wellenfeldes an jedem einzelnen Gitterpunkt, 
‘sondern die Susie S dieser Intensitaten (geteilt durch die Anzahl der 
s euenden Atome). Hierbei verstehen wir unter ieee nach 
der tiblichen Auffassung die Orte der Atomkerne * =u, 4, y = MM, 4, 


ef An Stelle der Intervallgrenzen + a/2 kénnte man selbstverstandlich zwei . 
a andere Grenzen wahlen, die um die Gitterkonstante a auseinander liegen. OF 4 i 
16* (toa 


PORTE YS: © or, A Pee re 

Pit ie ee PR. 

om te f } S ins ca Ye RT AC 

oa ri oe - te a ° ‘. x ns r ey ea 5 ee 

oer j Shae te tea te ee oe Kem Avmuaa: : yh 

ag Tea? 4 . : sd h eo 4 v % AP < 
Se = ae a oe ganz). Summiert man stints ‘fiber alle Atome mit dem 
ek ee, gleichen x und y, summiert also iiber w,, so ergibt das oszillierende — 

Ree yh Glied 3” A,, Ai MD, (*) ¢;,(%) € e'\“m~*n)* in (6.07) einen ee dem 

en (m, 1) _ 

NS ; davorstehenden nichtoszillierenden Glied }' 4,, A* p, (x) > Q(x ver- s 
q a é i J (n) : i 7 

Mt he schwindend kleinen Beitrag, wenn die Summation so tief (in —z- ‘ 

het Richtung) ins Kristallinnere erstreckt wird, daB die Funktion e§ *m— “nl? 


mehrere Perioden durchlauft. Da die Lange dieser Periode nach der 
abschlieBenden Untersuchung des Abschnitts 4 ungefahr 3 -a@ ‘betragt, 

so ist diese Streichung erlaubt, wenn die Summation bis mindestens — : 
w6-a erstreckt wird, d.h. falls bei der unelastischen Streuung noch — 


ge “sf Kristallatome bis zu einer Tiefe von ®&6 Gitterkonstanten merklich— 
x oles 4 (inkoharent) streuen, was sicher der Fall ist. Da die Atomkerne nach ~ 
bat pat ! Abb. 1 hinsichtlich der «-Koordinate an den Stellen x = ,- a (1, ganz) | 
--* _ Hegen, so kommt schlieBlich bei Beachtung von (4.12) 
" ite e 
ba ’ 4* * 
Be) S = DA, AX Py (0) pr (0) (6.08) 
Or as a oe (1) : * 


ae ten fiir die iiber alle Atome summierte Intensitat bei der elastischen Streu- # 
OS ung. Diese Intensitat S wird nach dem Reziprozitatssatz der Wellen 
ite mechanik bei der unelastischen Streuung in die betreffende reziproke - 
we 4 : Einfallsrichtung ausgestrahlt. zd 
ee Da nach (5.09) in dem uns interessierenden Intervall |,|< 22a _ 
MRA 5: nur A gq@(0) und eventuell die bisher noch nicht explizit errechnete _ 
—- GréBe Agq,2(0) von Null verschieden sind, so reduziert sich der Au 

* _ .- druck. (6.08) im Intervall |k,|<22/a auf ; be, 
ye 4 
if Noe S = Ag AF (0) YG (0) + Ag AZ Go (0) P (0). (6.09) — 
x , rs Den auf der rechten Seite stehenden Term A, 43 q.(0) 3 (0), der 
as zunachst noch unbekannt ist, berechnen wir nun mittels der Rand- — 
"* fate s bedingung (6.05). Zu diesem Zwecke setzen wir in (6.05) die Koordinate — 7 
ane x = 0 (== Atomort) und beachten, daB nach (5.09) im Intervall | k, |< 22a 
aN alle Terme A, @, (0) verschwinden mit Ausnahme der Indizes 0 und 2. 
Bp Daher reduziert sich (6.01) auf s 
aos tt ; 

ee 1 = Ag Po(0) + Ae G2(0). 6. 10) 


; Driickt man daher in (6.09) die GréBe Ayq (0) mittels (6.10) durch 
Ay Go(0) aus, so geht die Formel (6.00) fiir die Intemsittoverteiing 


ie : des Kikucut-Bandes iiber in i 


S= 1+ 249 Ag Go(0) Yo (0) — Ao Go(0) — AF 3 (0). (6. 44) 


Setzt man hierin fitr Agqp(0) den expliziten Ausdruck (5.09) ein, Eat 
erhalt man fiir die J ntensitdtsverteilung des Kikucui-Bandes (d. h. fr 
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t “ rie , ie, wipe 
\ py AF 
4 Po ee 
c. RLLY us i L3/2 4 K es i 
S=41+4-¢-"™ —2)2¢ nite . (6.12) EE at 
\ Mf . 
Diese Funktion wurde in Abb. 2 als Funktion von k, - a aufgezeichnet SEN: 
on ko 


(ausgezogene Kurve). Hierbei wurde speziell L = a/6 gesetzt. Als ~ 
(gestrichelte) Vergleichskurve wurde die von SHINOHARA! ausphoto- 
‘Mmetrierte Intensitatsverteilung eingezeichnet. Die GréBe k, + a@ ist auf 


@ 


a Ee zit 
S=1+4-0 t2y2 eet 


Soe ae Oe ee er Wea 


Abb, 2. Ausgezogene Kurve: Die Intensitatsverteilung quer zum Kixucui-Band auf Grund von (6.12). 
_ Speziell wurde L = a/6 gesetzt. Die Rechnungen und die Abbildungen sind nur im Intervall |ky|<~22/a | 
gultig. — Gestrichelte Kurve: Die von SHinoHarRa ausphotometrierte Intensitatsverteilung. 


den Aufnahmen proportional einer quer zum KrkucuHI-Band gemessenen 
_Strecke, so daB die ausgezogene Kurve der Abb. 2 die theoretische 
_ Intensitaétsverteilung quer zum KiKkucHi-Band angibt. An den Stellen 
k,-@ va (| v| ganz, > 2), fiir welche die vorstehende Rechnung nicht 
mehr gilt, liegen die Krkucui-Kegel mit Index || > 2, die rechnerisch 
- von y. LAvE? und anderen behandelt sind. An den Stellen k,-a=-+a 
-wiirden die Kikucui-Kegel v = +1 liegen, wenn die Elektronen_ bei 
flachem Einfall auf die dicht besetzte Netzebenenschar (100) als frei 
- betrachtet werden kénnten, was aber nicht der [all ist. Man erhalt 
so einen mit der von SHINOHARA ausphotometrierten Kurve bestens 
jibereinstimmenden Intensitatsverlauf: Ein breites Band, das sich hell 

(S>1) aus dem Untergrund (S = 1) abhebt, und das an den beiden 

Seiten durch einen. dunklen Bereich (S <1) begrenzt ist. Die Band- 
-breite ist von der GréBenordnung der [bei unserer dicht besetzten 
- Netzebenenschar (100) nicht realisierten] Kikucui-Kegel y = +1. Eine Bras 


1 SHINoHARA, K.: Sci. Pap. Inst. phys. chem. Res., Tokio 18, 227, Abb. 3b i Kee 


(1932). 
=. 2 Laur, M.v.: Ann. Phys., Lpz. (5) 23, 705 (1935). 


einfache pechinice lehrt, “das ‘die beiden Siete nena ke 
in Abb. 2 inhaltsgleich sind. Dies ist aus Griinden der Energieerhaltung 
za erwarten: Die iiber dem Untergrund liegende Intensitat (S > 1), 
die in die Bandmitte gestrahlt wird, geht dem Rande des Bandes ve 
loren, das deshalb eine Intensitat S< 1 besitzen muB. es 
Zu bemerken ist noch, daB die Naherungsformel (6.11) fir den 
Intensitatsverlauf eines Kikucut-Bandes fiir jeden beliebigen Potentia al- 
verlauf Vjo(x) gilt, sofern die ersten beiden Eigenfunktionen q(x) _ 
und @, (x) diejenigen des gebundenen Elektrons sind. Denn die untersten- 
beiden Eigenfunktionen (x) und g(x) des gebundenen Elektrons — 
werden bei jedem Potentialverlauf, dessen Furchentiefe ~ 50 V (vgl. 
Abb. 1) betragt, den Charakter der Eigenfunktionen (5.03), (5.04) d asi 
harmonischen Oszillators besitzen, d.h. 1. exponentiell nach beiden 
Begrenzungen der einzelnen Potentialmulde abklingen; und 2. hat g, (x) 
nach bekannten Satzen iiber Differentialgleichungen stets im Nullpunkt 
eine Nullstelle [y,(0) = 0]. Bei Anderung des Potentialverlaufes w rd 
daher nur eine geringfiigige Anderung in der Gestalt des KIkucui- 
Bandes eintreten. Aber diese geringe Anderung wird die soeben ge- 
schilderten Ziige der Intensitatsverteilung des Krxucui-Bandes nicht — 
beeinflussen. 

Da die in der Endformel (6.11) auftretende unterste Eigenfunktion 
(x) des gebundenen Elektrons zu einer Materiewelle gehért, die prak- 
tisch schon an einem eimzelnen Potentialberg totalreflektiert wird, so — 
ist hiermit der rechnerische Beweis der in I aufgestellten qualitativen — 
Theorie erbracht, da® die Krxucut-Bander infolge Totalfreflexion einer — 

' Elektronenwelle an einer e¢zelnen Netzebene einer niedrig indizierten 
Schar entstehen. 


7. Die Kixucui-Bander als Vielstrahlprobdlem. iS 
Das hier eingeschlagene Verfahren zur Intensititsberechnung di 
Kikucut-Bander ist — wie bereits im Abschnitt 1 betont — Farechisdel 
von dem Verfahren SHINOHARAs. Wir wollen nunmehr abschlieBend 
die Eigenart der beiden Lésungsmethoden einander gegeniiberstellen. 
Auf diese Weise werden wir einsehen, warum die Methode SHINOHARAS _ 
auf ein Vielstrahlproblem tiihren miiSte, wenn keine unerlaubten 
Vernachlissigungen gemacht werden, wahrend bei dem hier einge- 
‘ schlagenen Rechenverfahren ein bedeutend einfacher zu behandelndes 
Ase ,,Einstrahlproblem" vorliegt. Denn in den vorangegangenen Rechnungen — 
Ca spielte doch im wesentlichen nur eine einzige Eigenfunktion, namlich- 
ae Yo (x) eine Rolle, weil die Endformel (6.11) fiir die Interhatatsverteaay ¢ 


pant nur diese unterste Eigenfunktion q(x) enthalt. 

en Die hier verwendete Darstellung (5.03) fiir die Eigenfunktion alle 
an a gilt nur in der nullten Potentialmulde, d. h. in der Mulde, deren Minimum % 
Ps: 

; | fF 

By 


| ) funktion om (x) in den iibrigen 
P ulden erhalt man dann durch die Periodizitatsforderung 
(4 12). Bei dem (noch zu vervollstandigenden) Rechenverfahren von 
SHINOHARA treten jedoch keine solche abteilungsweisen Darstellungen 
von Lésungen der Gl. (4.18) ( = Eigenfunktionen) auf, sondern z. B. 
é nullte: Eigenfunktion Po ie wird in sd@milichen Mulden gleichzeitig 
sh eine einzige Formel dargestellt. Um diese Formel aus unserer 
eilungsweisen Darstellung (5.03) zu gewinnen, mii®te man ersichtlich 
die Funktion (5.03) wegen der Periodizitatsforderung (4.12) in folgender 
V Weise nach FourterR entwickeln: 


: % ° Qo (x VE: ™ 7)(2 2") Soa e€ ) y ¢ (7.01) 
= (n) 
Hieraus folgt fiir die C,: 


: i * a/2 


ry 
bag 

is = 
se 
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rg 
Dieser Wert ist aber fiir die ersten 5 Nummern » = 0, +1, +2 wesent- 
“ict + 0, wie man etwa im Spezialfall k, = 0 und L = a/6 erkennt. 


any Jedes Glied der rechten Seite von (7.01) miiBte bei dem noch zu © 
é vervollstandigenden Verfahren SHINOHARAs als ,,Strahl‘‘ gezahlt werden. 
De mehrere der C,, wesentlich = 0 sind, so ist ersichtlich, warum die 
D fethode SHINOHARAS auf ein Vielstrahlproblem fiihren miiBte. Gleich- . 
zeitig ist auch plausibel, da8 die vollstandige Durchfiihrung der Rech- — 
xing SHINOHARAs mit den vielen Strahlen bedeutend umstandlicher 

re als das hier eingeschlagene Verfahren, bei welchem man im wesent- 
3 hehe mit der einen (abteilungsweise dargestellten) ae Po (x) 
auskommt, 


Auch auf eine andere, etwas anschaulichere Weise kann das Auftreten 
ein es Vielstrahlproblems erkenntlich gemacht werden: Zu diesem Zweck 
betrachten wir den Fall der elastischen Streuung einer von aufen 
(@ >0) flach auf die Netzebenenschar (100) auffallenden Elektronen- 
-welle und denken uns den Kristal] nicht wie bisher nach unten (z = — ov) 
unendlich ausgedehnt, sondern durch die Ebene 7 = —H<0 nach 
unten gegen das Vakuum abgeschlossen. Dann kann nach unten selbst- 
-yerstandlich nur in den diskreten FRAUNHOFERSchen Beugungsrich- 
-tungen des durch diese Ebene z = — H [und das periodische Potential 
Yy(x)] bestimmten Strichgitters Intensitat entweichen. 


ap 


"i 4 Entsprechend (5.07), (5-08) wurde bei der Integration iiber dx als Grenzen 
+ co an Stelle von + a/2 eingesetzt. 
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‘Nennt man y, die in die n- te Bosirungeritht ones ‘nach unten ab- ie. 
gebeugte Amplitude, so lautet die Wellenfunktion YW unterhalb— a 
Kristalls (z< — H) Cae (4.06) : 


Py lakes Ga 


. 
(n) 


wobei die &, aus (4.05) zu entnehmen sind. |Gegeniiber (4.06) — 
in der Exponentialfunktion die Wellenzahlen k, durch —k,, ersetzt, 
da jetzt nur abwédrts laufende Wellen auftreten. i 


Wir wollen nun zeigen, daB im Falle |&,|< 22/a nicht nur eine 
einzige oder zwei dieser Beugungsrichtungen, sondern mehrere merklich — 
Intensitat erhalten, d.h. daB mehrere der Amplituden y, merklich von — 
0 verschieden sind: Die y, bestimmen sich aus der Forderung, daB die 
Lésung (7.03) sich stetig an der Stelle z = — H an die Lésung (4.20) — 
des Kristallinneren anschlieBt: 


Diet al ee lu, eno, (x) 


‘tok (n) . 


fiir alle x. Hieraus bestimmen sich die gesuchten GréBen y, folgender- — 
maBen : 


¢ 


ar Se ~ix,H sift, +=%n) x 
oD Ase fh 8 Mees 


(¥) —al2 
Die auf der rechten Seite stehenden Amplituden dA, der Aristallwellen 
sind zufolge (6.06) bekannte GréSen. Denkt man sich fiir die g(x) _ 
die im Abschnitt 5 angegebenen Werte eingesetzt, so erkennt man 
genau wie im Anschlu8 an (7.02), daB mehrere der y, wesentlich + 0 
sind, d.h. daB ein Vielstrahlproblem vorliegt. 3 


Fallt der einfallende Strahl (4.02) nicht mehr flach auf die heraus- : 
gegriffene Netzebenenschar (100) auf, d.h. ist &,-a@| > = 22, so spielen’ # 
die Eigenfunktionen q(x) und q,(x) des pebundenen Elektrons keine 3 
Rolle mehr, sondern nur noch die Eigenfunktionen @, (x) (% > 2) des \ 
freien Elektrons, weil dann nach (5.07), (5.08) die zugehérigen Am- 
plituden Ag und A, gegen Null gehen und statt dessen — wie eine: 
nahere Rechnung zeigt — eine oder zwei der héher indizierten Koeffi- 
zienten A, wesentlich von 0 verschieden sind. Dann liegen die einfachen — 
Verhaltnisse des vielfach diskutierten LAuE-Falles in der Elektronen- 
beugung (bzw. Réntgenbeugung) vor, bei welchem im Falle kR,arvn { 
(» ganz) ae nur in zwet Beugungsrichtungen dieses unteren Strich-_ 
gitters z= — H Wellen mit beachtbarer Intensitaét den Kristall ver-_ 


lassen, wahrend im Falle k, a += ~ »2a im und auBerhalb des Kristalles 
‘ 


ra he ; 
mr soak ie 
ve 


a 


tr 
rr re 


arabe = fxn Sa ’ . 

1 nu die see Soc vorhanden ist. Wegen | Durch- 
one: sai Diskussion dieses einfacheren Falles sei etwa auf die 
eiten von v. LAvE! oder BETHE? verwiesen. 

“Ist schlieBlich die ins Auge gefafte Netzebenenschar keine dicht 

esetzte mehr, so kénnen alle Elektronen, auch die flach auffallenden, 
fret angesehen werden. Auf diese Netzebenenschar diirfen die 
shnungen von SHINOHARA (bzw. v. LAUE und BETHE) ausnahmslos 

angewendet werden. Sie ergeben dann jedoch in Ubereinstimmung mit 
a Experiment im Falle der unelastischen Streuung keine KIKUCHI- — 
sander mehr, sondern nur die Kikucui-Kegel. 
Ich danke an dieser Stelle Herrn Prof. W. ae noch einmal fiir eine 
Rei he wertvoller Ratschlage. 


~ Hamburg, Institut fiir Theoretische Physik der Hansischen ne 
Vv ver itat, September 1944. “ 


+ Laue, M.v.: Ann. Phys., Lpz. (5) 23, 705 (1935). 
_ 2 Betue, H.: Ann. Phys. (4) 87 (1928). 


aR eh 4 “+. “. 
«eee A he A eee ay <A oe ae 
‘ re kL) ws tae SD Sa ae © “ : 
Miz, r Pe tees et ss TF, Aieaee “ N ae Mas 
a , < Se 7 Lon Rs Mn dha _ 0 i i See Me te rs : 
. HA aye > Ke RS eee SL gee Teaven 
j c ‘ Ai mi + a . Ne 
By a yen Ba sik a uae ae St SOUR orwe 
, . hence a va. 


Zur Theorie der Luftschauer*. 
Die mittleren Quadrate 
der riumlichen und Winkelablenkung. 
Von 
- GERT MOLIERE. 
Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Physik, Hechingen. 
(Eingegangen am 25. Dezember 1946.) 


Nach der Theorie von BHABHA und HEITLER {3} sowie 
und OPPENHEIMER [5] entsteht beim Eindringen eines geniigend 
energiereichen Elektrons oder Lichtquants in Materie eine ,,Kaskad 
von vielen Elektronen und Lichtquanten. Die wichtigste Erschein 
dieser Art in der Natur stellen die ,,ausgedehnten Luftschauer” dat 
die von energiereicher kosmischer Strahlung in der Atmosphare erzeug' 
werden, und die durch Registrierung von Koinzidenzen raumlich ge- 
trennter Zahlrohre, sowie durch WiLtson-Aufnahmen und durch 
obachtung HorrMANNscher St6Be in der Ionisationskammer nachweisbar 
i und in zahlreichen Experimenten untersucht worden sind!. Danebet n 
werden kleine z. B. in Blei ausgeléste Kaskaden in der LSON-_ 
Kammer beobachtet. Das Ziel der Kaskadentheorie, die von La oe ‘ 
und RUMER [7] u. a. weiter entwickelt wurde, war es zuniachst, 
Ablauf des eigentlichen Kaskadenvorgatigs zu beschreiben und i 
besondere die Teilchenzahl und das Energiespektrum als Funktiond on 
der Eindringtiefe und der Energie des Primarteilchens zu berechnen, 
Zur quantitativen Deutung der Experimente ist dariiber hinaus die 
Kenntnis der raumlichen und Winkelverteilung der Kaskadenteilchen 
notwendig, die zuerst von EULER und WERGELAND [6] berechnet. 
wurde. Nach dieser Arbeit lassen sich die Verhaltnisse im Schauer 
bereits in groBen Ziigen tibersehen; im einzelnen sind ihre Ergeb- 
nisse allerdings in quantitativer und zum Teil auch qualitativer Hin- 
sicht .verbesserungsbediirftig wegen verschiedener Vernachlassigung en 
(Benutzung einer zu groben Statistik, Annahme von GauBfunk- 
tionen fiir die Verteilungsfunktionen, Vernachlassigung des Einf 
der friiheren Generationen von Schauerteilchen), deren Einflu8 von 
den Verfassern unterschatzt wurde. Eine Methode zur Berechn ng 

* Vel. “die vorlaufigen Mitteilungen in Naturwissenschaften 30, 87 (1942) 
und HEISENBERG: Kosmische Strahlung, Bericht Nr. 3 (Berlin 1943). ; 

* Die Experimente werden bei spiterer Gelegenheit an Hand spezieller Rech- 


nungen diskutiert werden. — Wie ich beim Lesen der Korrektur erfuhr, wurden 
" : sehr dhnliche Rechnungen kiirzlich von H. W. Lewis [13] veréffentlicht. = 


eos: ‘Quadrate ex oe und yaeaiauioddcet im 
hauer, die von diesen Vernachlissigungen frei ist, wurde von L. Lay- 
DAU [8] angegeben; allerdings sind die Zahlenangaben dieses Verfassers 
infolge von Rechenfehlern bei der numerischen Auswertung unrichtig. 
Die Gestalt der Verteilungsfunktionen wurde a. a. O. [8) von LANDAU 
ni cht untersucht ?. 

. Es ergab sich somit die Notw endigkeit, die Rechnunger von EULER 
und WERGELAND nach einem genaueren Verfahren zu wiederholen. Als 
wesentlichstes Ergebnis wurde dabei eine um etwa einen Faktor drei 
erobere raumliche Ausdehnung des Schauers gefunden. Zu der Annahme 

ym EULER und WERGELAND, daB der Schauer in seinen Auenbereichen 
| harter Strahlung (Mesonen) begleitet sei, liegt somit kein Grund 
hr vor. — Ahnliche Ergebnisse wurden von H. A. BETHE [2] und 
L. W. Norpuer [10] mitgeteilt. Ferner hat neuerdings I. WOLFENSTEIN 

[42]. die Haufigkeit von StoB-Koinzidenzen berechnet, wobei die raum- 
liche Dichte der Schauerteilchen gleicher Energie noch als GauBfunk- 
ti on angesetzt wurde. | 

Die vorliegende Arbeit enthalt die Berechnung der auf Viclfach- — 
streuung beruhenden mittleren Quadrate der Winkel- und raéumlichen ~ 
Ablenkung der Schauerteilchen auf Grund eines direkt anschaulichen 
Verfahrens. In einer folgenden Arbeit werden die Verteilungsfunk- 
tionen fiir diese Ablenkungen berechnet. Es wird sich dabei zeigen, 
da® die Annahme von GauBfunktionen fiir die Verteilung der Elektronen 


gleicher Energie im Schauer unzureichend ist. — Unseren Rechnungen _ 
liegt zunachst die Annahme kleiner elementarer Streuwinkel (,,Viel- _ 


fachstreuung* im Sinne der Theorie von E. J. Witi1aMs [11]}) zugrunde, 
jedoch mit nachtraglicher Beriicksichtigung des Einflusses der ,,Ein- 
fachstreuung’ Eine genauere Behandlung der zugrundeliegenden, 
eorie der Streuung aire a Teilchen wurde an anderer Stelle ver- 


® 6ffentlicht (9). 


§ 1. Grundlagen. 
Von der Kaskadentheorie, auf die wir an spaterer Stelle naher ein- 
shen, benutzen wir in der vorliegenden Arbeit nur einige Ergeb- 
isse und greifen im iibrigen direkt auf die BretHe-HETTLERschen 
Formeln fiir die Bremsstrahlung und Paarerzeugung [1] zuriick, die wir 


in der folgenden Form zugrundelegen: 
a) Die Wahrscheinlichkeit fiir die Emission eines Bremsquants im 
inergiebereich dE, bei E,, durch ein Elektron der Energie EF sei ge- 


p ete durch 


= 


u(E, Ey) dE, dl = dl = (11a) 


1 Vermutlich ist das in einer spateren Arbeit von L. Lanpau [8 a) geschehen, 
deren Zitat mir jetzt ohne Inhaltsangabe bekannt wurde. (Anmerkung bei der 


Korrektur.) 


b) Die BE ee cici fie ee ence eines Bicroeey im 
Energiebereich dE bei E durch ein Lichtquant der Energie Br 


ye: v(E;,E)dE al= dai in (6 = r). 

bo 

4 Beide Wahrscheinlichkeiten beziehen sich auf ein kleines Wegstiick d/ 
on wobei / den in Strahlungseinheiten x) gemessenen Weg der Teilchen — 
shod bedeutet. Der besseren Ubersicht halber kennzeichnen wir hier die auf — 


ote Lichtquanten beziiglichen GréBen, wie die Energie E, in (1.1), durch a 
einen Index L, wahrend die entsprechenden Zeichen ohne Index sich — 
auf Elektronen beziehen. , 


Form eines reinen Potenzspektrums hat. Danach gilt fiir das integ ra 
Spektrum~ (= Anzahl der betreffenden Teilchen mit einer Energie 


; A : + oberhalb des im Argument stehenden Wertes) . 

- i: a) aa Bleitene: F(E) = 6 ie ee Se (1.2ah% 
y . ie > b) der Lichtquanten: GiE,) =bEp es. (1.2by 6 
- = é Dalen benutzen wir das differentielle Spektrum (= Anzahl der E 
ts i,  Teilchen mit einer Energie im Intervall dE bei E) {(E)dE = ~ 


fiir die Elektronen und entsprechend g(£,) dE, fiir die Lichtquanten. 
ies. a und 6 in (1.2) sind Konstanten; x(s) bedeutet den kleineren der 
: beiden mit dem Spektrum der Form E~‘ vertraglichen Absorptions-_ 
koeffizienten. Der Parameter s ist eine langsam veranderliche Funktion | 
des vom Schauer zuriickgelegten Weges J. [Zugleich hangt s logarith- 
misch von FE ab.] Der Schauer wachst zunachst an (x< 0) und Klingt | 
iaeiey dann wieder ab (x >0). Vor allem interessiert die Stelle maximaler 
| Entwicklung des Schauers, fiir die der Parameter s den Wert 1 hat}, 


i { Fir die Winkelablenkung der Elektronen infolge der Streuung an } 
; den Atomen legen wir die Formel zugrunde; 


i ao 
Ft 


== rk? _ . 
d(@?) = pdt (Kw 2-10" eV). 1 


a, Dabei bedeutet d(@2) das mittlere Quadrat der auf Vielfachstreuung 
beruhenden Winkelainderungen, welche Elektronen der Energie E 
beim Durchlaufen der kleinen Wegstrecke di durch die RUTHERFORD- 
prow uie im elektrostatischen Felde der Atome erfahren. 


1 Heinesen W.: Kosmische Strahlung, Bericht Nr. 2 (Berlin 1943). 


aN 
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“3 2. bs: Energieabfall der Elektronen fence ihres Weges. 


Es sei w(l,7) dy die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Energie’ 
eines Elektrons infolge der beim Durchlaufen einer Wegstrecke / 
e] iittierten ee Staten auf einen Eee im Interval she bei y} 


Wahrscheinlichkeit angeben, on zwar folgk aus der 5 Ror 
formel (1.1 a): 
dy 
w (al, x) dn = ¢l——. : 
Scheel ah dere = | (2.1) 
» Das Integral tber (2. 1) divergiert bei 1 = 1 logarithmisch (,,Ultrarotkata= 
strophe’ ‘). Dies beruht Uarauf, daB die beim SchluB von (14.4a) auf (2.1) still- 
“schweigend gemachte Annahme, da auf der Strecke d/ héchstens ein Lichtquant 
emittiert werden kann, nicht richtig ist; vielmehr werden, wie BLocH und Norp- 
_SIECK [4] gezeigt haben, stets unendlich viele sehr kleine Lichtquanten (neben 
Ahéchstens einem groSen Lichtquant) emittiert. — Gl. (2.1) laBt sich so abandern, 
ies sie integrabel wird und tiberdies zum richtigen Wert des NB pees eg ae 
i w (di, y) dn = 1 fihrt, indem man namlich setzt: 
-? adn : 
: w (dl, y) dy = dl ~~, . (2.1’) 
(a=) : 


(dl ist hier als kleine aber endliche Strecke anzusehen.) Die Ersetzung von (2.1) 
durch (2.1’) ist fiir das praktische Rechnen unwesentlich, da man das Auftreten 
divergenter Integrale stets vermeiden kann; ihre Méglichkeit kann jedoch zur . 
Vermeidung gedanklicher Schwierigkeiten von Nutzen sein. AuBerdem zeigt die 
Arbeit von BrocH und Norpsteck, daB8 keine prinzipiellen Schwierigkeiten vor- 
liegen, so daB man daher Gl. (2.1) unbedenklich benutzen darf. 


Fiir eine endliche Wegstrecke / laBt sich die Wahrscheinlichkeit 
(1, 4) dy, nicht explizit angeben!, wohl aber lassen sich die Mittelwerte 


1 s 
y(t) = J os w(l,n) an 
v0 


der Potenzen 7 als Funktionen von / wie folgt bestimmen: 


- Die Bruchteile 7 geniigen offenbar dem Produktgesetz 

(+ al) =4()-4(a. 
Fiir die Differenzen der s-ten Potenzen von 7j(/ + dl) und »/(/) gilt daher er 
(+ dl) —9 () =f DLA 98 (4). | Si 


¥ Eine interessante, von (2.1) abweichende Naherungsformel fiir die Wahr- ae 
scheinlichkeit w (dl, n) dn, die sich in analytischer Form fiir endliche Wegstrecken / 

verallgemeinern 148t, wurde von BetHE und HEITLER a. a, O. angegeben (vel. ih aaa 
‘auch W. HeittER: The Theory of Radiation. $.225 Oxford 1936). BrTHE und a mins 
HEITLER setzen: w (dl, 4) dn= di dy/log (1/y), woraus fiir endliche / folgt: 


w (1, n) dn = dn [log (1/n)—1/P()). ir Un, 


Mittelt man sega Gisikhionk iiber ‘ale Werte. ie GréBen 7, s 
man mit Benutzung von (2.1): ; 


rasa =F § = dq 


‘ ae 
- Fiir das Integral auf der rechten Seite fine wir die Bokissote el in? 


BR Spee ap pare ee 


0 a8 
(0 (s) ist abgesehen von einer additiven Konstanten die logari th- 
mische Ableitung der Fakultat; fiir ganzzahliges Argument gilt: 
o(n)=1 + : 35 ; “fs ye 4 - .) Damit kann man statt (2.2) schreiben: 


4... 


“iF =—4(s) #0), 


woraus wegen 7/(0) = 1 folgt: 


1 s 
i () = fn w(l.n) dy =e7. 
0 


§ 3. Das ,,Lebensalter‘‘ der Schauerteilchen. 


a) Elektronen. Wir betrachten die Schauerelektronen an einer Ste 
1 =0, wo sie ein integrales Energiespektrum F(E,0) = E-‘ habe on 
mégen, und fragen nach der Veranderung dieses Spektrums rein infolge 
der Energieabnahme durch Bremsstrahlung, also ohne Beriicksichti- 
gung der durch Paarbildung neu hinzukommenden Elektronen. Nehmen 
wir zunachst an, die Energie simtlicher Elektronen habe sich nach 
Durchlaufen der Strecke / um einen einheitlichen Faktor » vermind <i : 
Die Anzahl der Elektronen mit einer Energie > E an der Stelle 1 war 
dann gleich der Anzahl der Elektronen mit einer Energie > Ely an de oa 
Stelle / = 0, also gleich * E~-*. Mittelt man dies iiber alle méglichen 
Werte von 7, so ergibt sich fiir das integrale Energiespektrum an der 
Stelle 7 mit Hilfe von (2.4): eT 


F(E, l) = E- $s — B-S¢—a(s)l_ ia 


Danach ist also o(s) derjenige Anteil des Absorptionskoeffizienten x(s Fr 
der auf der Energieabnahme der Elektronen beruht. Umgekehrt i ist 
daher der Bruchteil, um den sich auf einem Wegstiickchen d/ die Anzahl | 
der Elektronen durch die Paarbildung der Lichtquanten vermeht t 
gleich [o(s) —x(s)]d/. Dieser Ausdruck kann zugleich als die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir gedeutet werden, daB ein Elektron in einem Inter- 
vall dl (das vor der betrachteten ,,Aufstelle“ liegt) entstanden ist. 


Umgekehrt ist 1— [o(s) — x(s)] dl die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein 
Bane : -- 


_ 


, te 


QO (2) Raver rey <i (3. 1a) 


die Wabhrscheinlichkeit dafiir, da8 ein Elektron seit seiner Erzeugung 


lurch ein Lichtquant einen Weg >! zurtickgelegt hat. Dasselbe in | 


lit erentieller Form ca eae besagt, daB 
. [a (s) —x (s)] e~ 9) — *(S)1 "dd (3.1 b) 


e Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB ein Elektron in dem in der Ent- 
fernung / vor der Aufstelle liegenden Intervall dJ entstanden ist. 


4) Lichtquanten. Ahnlich und etwas einfacher liegen die Verhiltnisse 


fir die Lichtquanten. Nach (1.1b) ist 6-d/ (6 = 7/9) die Wahrschein- 
lichkeit dafiir, daB ein Lichtquant auf der Strecke d/ ein Paar erzeugt 
nd damit selbst verschwindet. Es ist daher 6 derjenige Anteil des 
\bsorptionskoeffizienten x(s), der das Verschwinden der Lichtquanten 


olge Paarbildung beschreibt. Ahnlich wie bei den Elektronen ist 


daher {6 —x(s)] d/ der Bruchteil, um den auf einem Wegstiickchen d/ 
die Anzahl der Lichtquanten infolge der Bremsquantenemission der 
Elektronen zunimmt. Fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Licht- 
quant ein ,,Lebensalter“‘ >/ hat, folgt daher ahnlich wie oben: 


a | Or () =e 8x 00nt (3.2a) 
oder in differentieller Form 


i gg dl = [6 —x(s)] e— B— #9 1d (3.2b) 


fiir die Wahrscheinlichkeit eines ,,Lebensalters‘ des Lichtquants im 
Bereich dl bei /. 

Es sei betont, da es fiir die ,,Lebensalterwahrscheinlichkeit‘ (3.2) 
gleichgiiltig ist, ob sie sich auf irgend ein an-der Aufstelle heraus- 
regriffenes Lichtquant bezieht, das diese Aufstelle im allgemeinen noch 
iiberleben wird, oder ob als Endpunkt des Lebensweges gerade derjenige 
gewahlt ist, in dem das Lichtquant ein Paar erzeugt und somit ,,stirbt“. 
Ein ahnliches Paradoxon besteht bekanntlich fiir die freien Weglangen 
in der kinetischen Gastheorie. In unserem Falle folgt es daraus, dab 
die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt des ,, fodes durch Paarerzeugung*‘ 
inabhangig ist von der Lange des bisher zuriickgelegten Weges. 

$4. Die Energie des ,,Eltern‘‘-Teilchens und die Energie eines 
Elektrons bei seiner ,,Geburt“. 

In diesem Abschnitt wollen wir Wahrscheinlichkeiten bestimmen, 
die sich auf die Energie des ,,Elternteilchens‘‘ beziehen, von dem das 
be treffende Teilchen erzeugt wurde, bzw. auf die Energie, die das 
betreffende Teilchen selbst in einem friiheren Lebensstadium hatte. Es 
sei betont, daB diese auf die Vergangenheit gerichteten Wahrscheinlich- 


ey ‘ Rey Js es , | Gert Mourkre: a 
ieeltea von anderer Nate sind, als die die Pallewstt betreffendes 

BETHE-HEITLER-Formeln. Fiir die Beantwortung der auf die Ver- 
or gangenheit gerichteten Fragen ist die Kenntnis des ganzen Zusammen- 
34 spiels der Vorgdénge in der Kaskade notwendig. (Dies gilt ubriger 5 
; auch bereits fiir die im vorigen Abschnitt behandelten Fragen.) 
die Vergangenheit betreffenden Wahrscheinlichkeiten sollten dahies 


; Bysts besser als ,,relative Haufigkeiten‘‘ der betreffenden Vorgange ‘ime 
Bt “ae Schauer bectichtet werden. a 
ee Die in diesem Sinne verstandene Wahrscheinlichkeit U(E,, E) dE 
4 th dafiir, daB ein Lichtquant der Energie E, von einem Elektron im 


a et Energiebereich dE bei E emittiert worden ist, ist einerseits proportional 
ee der Anzahl der in diesem Energieintervall vorhandenen Elektronen, — 
+. dh, der Verteilungsfunktion /(£) dE und anderseits der Wahrschein- 


et 25 lichkeit (1.1a) fiir die Emission eines Lichtquants bei E,; durch ein 
pec Elektron der Energie E. Vollstandig ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
, sodann durch die Forderung bestimmt, da sie auf 1 normiert sein soll. 


. 
aE eae Somit erhalten wir: - 


9 Be Es By dB Sr Ex) f(E)dE =is Ee ae © 3 
srs af 4 aes - 

eh <n Dabei ist u(Z, E,) nach (1.1a) sowie {(E) dE ~ E-S*" dE eingesétzt. 
Aue ae : — Ganz analog ergibt sich als Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 ein Elektron — 
be he der Energie E von einem Lichtquant im Energiebereich dE, bei Ey an 
ee erzeugt worden ist: ‘ 
Repmots *2r (Ey, E) e(Er) dE aE = 
Be ae Vis 81a sp ee = (s+ 4) eet SE “a 
+e eid i v (EL, E) g(Et) dEL L 9 
ts byes mae SchlieBlich wollen wir noch die Wahrscheinlichkeit W (/, E, E’) dE’ 
nh oe dafiir bestimmen, daB ein Elektron, das an der ,,Aufstelle‘‘ die Energie 

Ms a hat, vor Zuriicklegung einer Wegstrecke J (unter der wir spater d 


,,Lebensalter“, d.h. den seit der Entstehung des Elektrons ahs 
gelegten Weg verstehen wollen) eine Energie in dE’ bei E’ hatte. Dies 
Wahrscheinlichkeit ist einerseits proportional der Anzahl der Bilektronéft 
f{(E') dE’ ~ E'~°*" dE’ in dem betreffenden Bereich und anderseits — 
Sie (i proportional der Wahrscheinlichkeit w(/, 1) 6% dafiir, daB sich die 
"Oe Energie des Elektrons nach Durchlaufen der Strecke / um einen Faktor 
oh _ 4 = E/E’ innerhalb eines kleinen Bereiches 6x) = 5E/E’ verringert hat — 
. (vgl. § 2, S. 253). Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit TEs sich ¥ 
somit der Ausdruck: 


WUE, EB )\¢dE’ => 


es durch Einsetzen von /(E”’) = E’-S+ und mit der neuen 
tegrationsvariablen 7’ = E/E”: 


1 et 


E dE” 
Be) greg EY fol m) afar! = E-( + Nemalst (4.4) 
0 


‘| OY 
BE ns " 
Die zweite Gl. (4. 4) folgt aus dem Ausdruck (2.4) fiir den Mittelwert 7’*. 
Da mit erhalten wir fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit das Ergebnis: 
\ aR sce E\ dE’ 

3 W (LE, E))dE' =Es+1%e tw (t, 2) 2. (4.5) 
Zum SchluB dieses Abschnittes berechnen wir noch auf Grund der 
3 Wahrscheinlichkeiten (4.1), (4.2). und (4.5) die 3 Mittelwerte der 
( ra 2)-ten Potenze: der jeweiligen Energie, iiber welche diese Wahr- 
scheinlichkeiten eine Aussage machen. Nach (4.1) ergibt sich fiir die 
(— 2)-te Potenz der Energie E, des ari ‘-Elektrons eines Lichtquants 
der Energie E,: 


i B= [ue £)E- *dE = 5 Ei”. (4.6) 
3 4 | 
eames ergibt sich mit (4. 3) fiir die — 2-te Potenz der Energie £, ) ne < i 


es ,,Eltern‘‘-Lichtquants eines Elektrons mit der Anfangsenergie FE: 


co 
Ep [VG,E)E:" dE, == E>. (4.7) 
; E 

chlieBlich folgt aus (4.5) fiir die —2-te Potenz der Energie E’, welche 
ein Elektron der Energie E an der um die Strecke / zuriickliegenden 
Stelle hatte: 


c 
E*0) = [ WUE, E) E-2dE' = eee + 91 E-2, (4.8) 
E 


Die letzte Gleichung ergibt sich, indem man die neue Integrations- 
jable 7 = E/E’ einfiihrt und Gl. (2.4) fiir 75+?(7) benutzt. 


§ 5. Beitrag der ,,letzten Generation‘‘ zu den mittleren 
Ablenkungsquadraten. 
Die Winkelablenkung und raumliche Entfernung der Schauerteilchen 
von der Achse des Schauers seien durch die zweidimensionalen Vek- 
toren ray und r in der Ebene senkrecht zur Achse beschrieben. Dabei 
ast angenommen, da die praktisch auftretenden Winkel klein genug 
ind, so daf zwischen Winkel und Sinus nicht unterschieden zu werden 
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braucht. — Wie eingangs erwahnt, beriicksichtigen wir als einzige 
Ursache fiir die raumliche und Winkeldivergenz des Schauers die Winkel- _ 


anderungen, die die Elektronen lings ihres Weges durch Vielfach- a 


streuung erfahren. Da die Wahrscheinlichkeit fiir diese Winkelande- BS 
rungen nach allen Richtungen hin gleich gro ist (Zylindersymmetrie) - 
kann die Winkel- und raumliche Verteilung der Teilchen im Schauer 

in erster Linie durch die quadratischen Mittelwerte ihrer Ablenkungen QO 
‘und r [zu denen wir auch den ,,gemischt-quadratischen” Mittelwert — 


des Skalarproduktes (ey 7] rechnen wollen] charakterisiert werden. 
Diese ,,mittleren Ablenkungsquadrate‘‘, jeweils fiir die Teilchen gleicher _ 
: ; , e', 
Energie an einer Schauerstelle, wollen wir nunmehr berechnen. a 
Eine kleine Winkelanderung 60, die ein Elektron in einer Ent- ve 
fernung J vor der Aufstelle erfahrt, auBert sich an der Aufstelle zugleich _ 
durch eine raumliche Ablenkung 6 r =/60. Die Beitrage eines in der 
Entfernung / vor der Aufstelle liegenden Wegelementes d/ zu den mitt- 


leren Quadraten der Ablenkungen @ und ¢ eines Elektrons sind daher ¥ 
nach Gl. (4.3): “1 
d (6?) = K? E’-2(i) dl, (5.1) . 

d(6,1) — K?E’-3()) lal, (5.1b). 

und a(®) = KtE-*(y Ral, 61g 
4 


Dabei bedeutet £’(/) diejenige Energie, die das Elektron an der um 
die Strecke J zuriickliegenden Stelle hatte. Unter der Annahme, daB : 
das Elektron an der Aufstelie mit der Energie E eintrifft, haben wir 
iiber alle méglichen Werte von E’(/) zu mitteln. Bei der Summierung 

der Beitrage (5.1) langs des vom Elektron zuriickgelegten Weges haben 
wir noch zu beriicksichtigen, daB dieser Weg einen Anfangspunkt be- ¢ 
sitzt, an dem das Elektron von einem Lichtquant erzeugt wurde. Mit_ 
Hilfe der ,, Lebensalter-Wahrscheinlichkeit‘ Q (2) (§ 3) kénnen wir daher 
fiir den Beitrag der , letzten Generation“ der Elektronen einer Energie E i 
zu den mittleren Ablenkungsquadraten schreiben: : 


- 
SF 
‘ 


“ 
i. 


© (E) rotate Gen. = K? f E-2(l) Q(0) dl, (5.2a) 
0 : 
— ra ; 
(0, x) (E)tetate Gen, = «te {PF (/) Q (2) lal, (5.2b) 
0 r 
und 74 (Evhetate Gen, = Kt fE E-3(l) Q() al. (5.2c) - 
S 
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Mit Hilfe der Gl. (3.1a) fiir Q(2) und der Gl. (4.8) fiir Z72(l) ergeben 
die Gl. (5.2) sofort: 


— 4 72 
eG? (E)ietzte Gea, o(s + \ ea x (s) EE? (5.3 a) 
a LD 
Ee 1 Ke 
(0, x) (E )ietzte Gen. = ‘a (s+ 2) zs x(s) 22 Ei? . (5 “3 b) 
Bond ™ Ehtetate Gen. = fo(s + —xOP : (5.30) 


Speziell fiir die Stelle maximaler Entwicklung des Schauers (s = 1) 
ist in (5.3) x(1) =0 und o(3) = 11/6 einzusetzen. 


§ 6. Der Beitrag der ,,Vorfahren‘‘ zu den mittleren 
Ablenkungsquadraten. 


Die Gl. (5.3) stellen die Beitrage zu den mittleren Ablenkungs- 
quadraten dar, die die Elektronen letzter Generation auf ihrem ,, Lebens- 
wege™’ selbst aufsummiert haben. Daneben haben wir nun zu beriick- 
sichtigen, da jedes Teilchen an seiner Entstehungsstelle bereits eine 
raumliche und Winkelablenkung besitzt, die ihm von seinem ,,Eltern‘‘- 
Teilchen mitgegeben wurde, und die gleichsam das Erbe seiner sdmt- 
lichen ,, Vorfahren* darstellt. — Fiir die gesamten mittleren Ablenkungs- 
quadrate einschlieBlich der Beitrage samtlicher Vorfahren machen wir . 
die Ansatze 


a) fiir die Elektronen: 


b) fiir die Lichtquanten: 


@(E,) = a - (6,r(E,) = a SIE POT cane = (6.1b) 
Wir werden nun die Ubermittlung der Winkel- und raumlichen Ab- 
lenkungen von den ,,GroBeltern‘‘-Elektronen tiber die ,,Eltern‘‘-Licht- 
quanten bis zu den Elektronen_,,letzter Generation” verfolgen und 
auf diese Weise Beziehungen zwischen den Konstanten a, 6, c und 
a,, b,c, der Gl. (6.1) erhalten, ‘aus denen wir diese berechnen k6énnen. 
Dabei werden wir voraussetzen, daB die Gl. (6.1a) mit den gleichen 
Konstanten a, b, c fiir die GroBeltern-Elektronen wie fiir die Elektronen 
letzter Generation giiltig sind. 


Eigentlich miiBte man die Abhangigkeit der Konstanten in (6.1) vom Para- 
meter s und die Veranderlichkeit s (J, E) beriicksichtigen. Dies kann jedoch ver- 
nachlassigt werden; denn schon bei konstantem E£ ists mit / nur langsam ver- 
anderlich. AuBerdem hat das GroBeltern-Elektron eine héhere Energie als das 
Elektron letzter Generation, wodurch die Abhangigkeit s(?) noch schwacher wird. 


iviee 


Wir ee aus vom + Gropcltora- Rialto der pee Eke 
das ,,Eltern‘‘-Lichtquant der Energie E, emittieren moge. Die 
erzeuge nach Zuriicklegung des Weges /, das Elektron ,,letzter Cava 
-ration‘‘ mit der Energie E’. Dieses Elektron schlieBlich lege bis zur — 
Aufstelle den Weg / zuriick, wobei sich seine Energie auf den Wert EG 
erniedrigen mége. — Das Lichtquant ‘habe an der Stelle seiner Ent- 
stehung die Winkel- und raumliche Ablenkung A, und ry und somit — 
am Endpunkt des Weges /, die Ablenkungen @ = 6, und t = t) + 1, Oy. 
Fiir die mittleren Ablenkungsquadrate des Lichtquants am Endpunkt 
seines Weges J, gilt daher: 


(0), — 6 
(6, x), = ‘0, ty) +h, OF 
und . (7), =P + 21, (G,, to) +1285. 


Dabei stammen die mittleren cpikcuneeiaene ee ~ G3, (Gy. to to! und 7, 
die das Lichtquant an seiner Entstehungsstelle hat, von seinem Eltern oa 
on Elektron der Energie E’’. Diese sind daher durch (6.1a) mit E = E% : 
-. gegeben. Mittelt man diese Ausdriicke mit Hilfe von Gl. (4.6) iiber a 

; moglichen Energiewerte E’’, so erhalt man an Stelle von (6.2): 


s —~2 es 
(6), =a, Ei Sa 
(O,r), = (0+ al;] 2 Ex? (6.2) 


und (*), = [e+ 264, + al) es 


Diese Ausdriicke sind noch iiber alle méglichen Werte des vom Licht- — 
quant zuriickgelegten Weges /, zu mitteln. Mit Hilfe der ,,Lebensalter 
Wahrscheinlichkeit g; (/) dl nach (3.2b) erhalt man: oi 


0 € 


— 2 . ‘ 
i= fa () Pdl= [dx] (6.3b) 


0 


Bs Setzt man diese Mittelwerte in (6.2') an Stelle von J, bzw. i ein, so 
erhalt man die mittleren Ablenkungsquadrate der Lichtquanten einer 
wh Energie E,, die nach unserem Ansatz durch (6.1b) dargestellt werden 


tschauer. 2 
“sollen. Fir die Konstanten a,, Bia und ey ergeben sich somit die 
Gleichungen: 


(6.4a) 


2b 2a | 


acre y e+ 572, T x OP AG 


A 


_ An dieser Stelle tritt das am Ende des § 3 erwahnte Paradoxon in Erscheinung: 


" : 
Die Ans&tze (6.1b) bedeuten sinngemaB die Quadrate derjenigen Ablenkungen 6. mae 
nd r, die die an irgendeiner Aufstelle vorhandenen Lichtquanten dort besitzen. 
Die durch Einsetzen von (6.3) in (6.2’) entstehenden Ausdriicke dagegen sollen 
nach unseren Voraussetzungen die mittleren Quadrate derjenigen Ablenkungen tary 
_ darstellen, die die Lichtquanten der Energie E;, jeweils am.Ende ihres ,,Lebens- sa 
_ weges’* (namlich dort, wo sie die Elektronen der letzten Generation erzeugen) Res 
_ besitzen. Es kann daher zunachst zweifelhaft erscheinen, ob man beide Ausdriicke : 
_ einander gleichsetzen darf. Fiir die Mittelwerte (6.3) ist es jedoch nach der Be- 
Siete am Ende des §3 gleichgiiltig, ob unter J; diejenigen Wegstrecken ver- ba ie 
_ standen werden, die die Lichtquanten bis zur Erreichung irgendeiner Aufstelle, Bea v8 
_ oder diejenigen, die sie bis zum Eintritt ihres ,,Todes durch Paarerzeugung‘‘ 
zuriickgelegt haben. Das entsprechende gilt somit auch fiir die mittleren Ablen-- 
_-kungsquadrate, so daB die Gl. (6.4) zu Recht bestehen. 


In ganz analoger Weise, wie wir fiir die Lichtquanten der ,,Eltern- 
_ Generation®‘ verfahren sind, haben wir nun fiir die Elektronen der oy) 
, letzten Generation“ vorzugehen. Die von den ,, Vorfahren“‘ stammenden che Yi 
_ Beitrage zu den mittleren Ablenkungsquadraten an der Aufstelle sind 
wiederum durch Gleichungen der Form (6.2) mit / an Stelle von py 
gegeben. Die GréBen 6, (O),7,) und 7? in (6.2), die jetzt die mittleren 
Quadrate der den Elektronen an ihrer Erzeugungsstelle von den 
,,Eltern‘‘-Lichtquanten iibermittelten Ablenkungen @, und ty darstellen, 
sind gegeben durch die Ausdriicke (6.1b), gemittelt einmal vermédge 
(4.7) iiber alle méglichen Energiewerte FE, des ,,Eltern‘'-Lichtquants 
unter der Annahme, daB die Anfangsenergie des Elektrons E’ ist, und 
~ anschlieBend nochmals gemittelt mit Hilfe von (4.8) iiber alle méglichen 
_ Werte der Anfangsenergie E’, unter der Annahme, daB die Energie des 
- Elektrons nach Zuriicklegung der Wegstrecke / gleich E ist. Die damit 
aus (6.2) entstehenden Ausdriicke 


Sa A) CAL ws 
(Co Varia ay 743 ele (s) o(s + 2)) E 


(Gv) vors, [= [by i ay 4] bee = ~The ah peer BC (6.2”) 


te 
— 
¥ 
sr 
~ 


s+1 Lg = 
21" *  pfo(s) —o(s + 2)]1 F- 


, 
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sind schlieBlich noch mit Hilfe der ,,Lebensalter‘-Wahrscheinlichkeit 


(3.1b) tiber alle méglichen Werte der Wegstrecke J, die das Elektron 
von seiner Erzeugungsstelle bis zur Aufstelle zuriickgelegt hat, zu 


mitteln. Damit erhalt man fiir die Beitrage der Vorfahren zu den : 
mittleren Ablenkungsquadraten der Elektronen letzter Generation die 


Ausdriicke: ‘ 

(Pc = EEO Oe, BO ee 
9, x)vort = oe ee 2) eer [be m eet ay see at ‘4 

Pha = Ftp apt eel tepaa—ew t ea mone 


Addiert man zu diesen Ausdriicken (6.5) die Beitrage (5.3) der letzten 
Generation, so erhalt man die vollstandigen Ausdriicke fiir die mitt- 
leren Ablenkungsquadrate der Elektronen einer Energie E. Gleichsetzen 
dieser Ausdriicke mit unseren Ansdtzen (6.1a) ergibt fiir die Kon- 
stanten a, b, c die Gleichungen: 


Ise s+ a (s) — x (s) 
Oo 1.1 a) a) ee ae ented a (6.63) 
ax Rte st+1 o (s) — x (s) Fe > ee 
A ~~ fao(s+2)—x(s)}?-' s+ 3 o(s+2)—x(s) b+ a(s +2) — x (s) On 
oral trai Sealing? Loe Sere eee 
to” Cate ah 0 me © s+3 o(s+2) —x(s) 6.60) 
ie 2br 2az r ( ade: 
* | o(s+2) —x (6) error p 


Damit haben wir 2 Gleichungssysteme (6.4) und (6.6) fiir die Kon- 
stanten a, 6, c und.a,, 6;, c, erhalten, aus denen man diese berechnen 
kann. Wir verzichten jedoch darauf, dies in allgemeiner Form durch- 
zufiihren, da die entstehenden Ausdriicke zu kompliziert werden wiirden, 
und werden nur im nachsten Abschnitt die numerischen Ergebnisse fiir 
den Fall s = 1 diskutieren. — Wir werden an spaterer Stelle auf Grund 
einer von LANDAU stammenden eleganten Methode bequeme Ausdriicke! 


fiir die mittleren Ablenkungsquadrate herleiten, die mit den aus (6.4) — 


und (6.6) folgenden identisch sind. Trotz der Existenz dieser anderen 
Methode halten wir jedoch die etwas komplizierten Rechnungen dieses 
Teils I nicht fiir tiberfliissig, da sie im einzelnen zu iibersehen gestatten, 
wie sich die mittleren Ablenkungsquadrate aus den Beitragen der ver- 
schiedenen Generationen zusammensetzen. 


1 Dieselben bequemen Ausdriicke erhalt man auch aus den Formeln (8.13) 
dieser Arbeit mit m = 2. 


s 
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_ 
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§ 7. Diskussion der numerischen Ergebnisse. 

Fiir die Maximumstelle des Schauers erhalt man aus (6.4) und (6.6) 
mit s= 4, x(1) =0, o(1) =1 und o(3) = 14/6 die in der folgenden 
Tabelle wiedergegebenen Zahlenwerte fiir die mittleren Ablenkungs- 
quadrate: 


Genaue Rechnung 


Nach EvuLer 
und WERGELAND 


Elektronen 


Lichtquanten 
Gesamt 


Anteil der letzten | 
Generation 


0,6 (0,578) 0,2 (0,180) 


0,437 (0,405) 0,403 (0,357) 


0,835 (0,748) 1,314 (1,150) 

In der ersten Spalte sind zum Vergleich die Ergebnisse von EULER 
und WERGELAND [6] wiedergegeben, bei denen allein der Anteil der 
letzten Generation beriicksichtigt ist. Der Unterschied dieser Zahlen - 
gegentiber denen in der zweiten Spalte [Anteil der letzten Generation © 
nach Gl. (5.3)] beruht allein auf der Vernachlassigung der statistischen 
Schwankungen des Energieabfalls der Elektronen bei EULER-WERGE- 
LAND. Der Vergleich der zweiten und dritten Spalte der Tabelle zeigt 
ferner, daB vor allem bei 7? der von den Vorfahren stammende Beitrag 
zu den Ablenkungsquadraten notwendig beriicksichtigt werden mu8. 
DaB die Abschatzung dieses Beitrages bei EULER und WERGELAND zu 
gering ausgefallen ist, liegt 1. daran, daB die bereits zu kleinen Werte 
fiir den Beitrag der letzten Generation in diese Abschatzung mit eingehen, 


2. daran, daB der EinfluB des gemischten Ablenkungsquadrates (0, x) 
der vorletzten Generation nicht beriicksichtigt wurde und 3. in mehr-— 
facher Hinsicht an der zu groben Statistik. 

Die in Klammern beigefiigten Zahlen sind nicht auf Grund der 
sonst stets von uns benutzten einfachen Form (1.1) der BETHE-HEITLER- 
Wahrscheinlichkeiten, sondern auf Grund der genaueren Formeln wie 
sie LANDAU und RUMER [15] benutzen, berechnet. Wie man sieht, 


sind diese Zahlen alle etwas kleiner — insbesondere fiir (6, x) bzw. r? 
der Elektronen um etwa 7,5 bzw. 10% — als die nach (1.1) berechneten. 
Obgleich die eingeklammerten Zahlen an sich genauer gerechnet sind, 
lassen sich Griinde anfiihren, nach denen die etwas grdBeren, auf (1.1) 
beruhenden Zahlenwerte zu bevorzugen sind. Zunachst ist hier auf 
die neben der RUTHERFORD-Streuung vernachlassigten weiteren Streu- 
ursachen hinzuweisen (CoMPTON-Streuung der Lichtquanten, Winkel- 


ey ws 
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ot 
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% streuung bei den Prozessen der Paarerzeugung und Bremsquante i 
Y emission), die insgesamt eine Erhéhung der mittleren Ablenkungs- 
£3 quadrate um etwa 1% bewirken. Dazu kommt bei den Luftschauern — 
Bia: als der wichtigsten Anwendung unserer Rechnungen als weitere Ursache — 
EDL fiir die Erhdhung der mittleren Ablenkungsquadrate die Tatsache, daB 
tN) die Strahlungseinheit x, mit der Héhe variabel ist. Die réumlichen 
oe Ablenkungen der Elektronen beruhen auf Winkelablenkungen, die in : 
5 Ptr einer etwas gréBeren Hohe, namlich hauptsachlich in der ,,GroBeltern- _ 
a Generation, d. h. im Mittel etwa 2 Strahlungseinheiten vor Erreichung 


der Beobachtungsstelle stattgefunden haben. Bestimmend fiir die GréB e 
der raumlichen Ablenkungen ist der Abstand zwischen dieser Schicht — 
der hauptsachlichen Winkelablenkungen und dem Beobachtungsniveau. 
Als MaB fiir diesen Abstand und damit zugleich als Ma8 fiir die raum-— 
lichen Ablenkungen sollte man daher einen Wert der Strahlungseinheit x9 
einsetzen, der im Mittel einer Héhe von einer Strahlungseinheit iiber 
dem Beobachtungsniveau entspricht. Damit ergibt sich eine Erhéhung 
des LangenmaBtabes auf Meeresniveau um etwa 4% und in der Hohe 
des Pic du Midi um etwa 6%. Der Wert von (6, r) der Elektronen is 
daher um 4—6% und der von 7? der Elektronen um 8—12% zu er- 
héhen. Ungefahr um diese Betrage sind aber gerade die auf (1.1) — 
beruhenden Zahlenwerte gréBer als die nach den genaueren Formeln — 
berechneten. Damit erscheint es gerechtfertigt, daB wir auch de rer 
weiteren Rechnungen des Teils II die einfache Form (1.1) der BETHE-_ 
HEITLER-Wahrscheinlichkeiten zugrundelegen. -f 
§ 8. Allgemeine Berechnung der Mittelwerte F-". 


In diesem Abschnitt werden wir durch Verallgemeinerung der in den §§ 2—6 
entwickelten Methoden noch einige spater bendtigte Formeln ableiten, die die — 
,energetische Vorgeschichte“‘ der Schauerteilchen (d.h. den Energieablauf der — 


= Vorfahren dieser Teilchen sowie dieser Teilchen selbst bis zur Erreichung der 
‘OF . Aufstelle) betreffen. — Wir bezeichnen im folgenden die Teilchensorte durch 
1 Ota Indizes i, k = 1, 2, wobei sich der Index 1 auf ein Elektron und der Index 2 auf 
ey ein Lichtquant beziehen soll. Ahnlich wie im § 2, in dem wir den Energieablauf 
a eines einzelnen Elektrons langs einer Wegstrecke / durch eine Wahrscheinlichkeit _ 
Pl w(l,) dy beschrieben hatten, definieren wir jetzt, indem wir die Teilchenver- 


5 
4 
* mehrung durch Kaskadenprozesse sogleich vollstandig beriicksichtigen, 4 Wahr-_ 


ey scheinlichkeiten . 
tes wir (1) ay (3,2 = 4, 2) (8.1) ” 
sy und zwar bedeutet (8.1) bei gegebenem Indexpaar i,k die Wahrscheinlichkeit _ 


:. dafiir, daB ein am Anfang der Wegstrecke / vorhandenes Teilchen der Sorte Rk _ 
mit einer Energie E am Ende der Wegstrecke / einen Nachkommen der Teilchen- 
ap sorte 7 mit einer im Intervall zwischen Ey und E(n + dn) hat. (Dabei ist es 
gleichgiiltig, der wievielten Generation der Nachkomme angehért; speziell bei 
i =k kann er auch der ,,Nachkomme nullter Generation, d. h. das am Anfang 5 
vorhandene Teilchen selbst sein.) Die Wahrscheinlichkeiten (8.1) sind im Gegen- — 
satz zur Wahrscheinlichkeit w (/, 7) dy des § 2 nicht auf 1 normiert (auBer im — 


I eee der Sorte 7, die ein Teilchen der Sorte ® an einer um / spateren 
le hat. Fir eine differentielle SSS ESSORE: at Jassen sich die Ne ei sae 


Wo (dl, n) dyn =2- Z dldn; 


i Fie ni Sani.) 


. oa. ad 
t eee ~aapaareg Wy 9(d!, n) dyn = (1 rat) 6 (4 —) dy. 


ws 

d(14 — — n) im Ausdruck fiir wy, bedeutet die Drracsche 6-Funktion. [w,, (dl, ) dn 

is wie man sieht gleichlautend mit dem w(d/, 7) dm der Gl. (2.1); das Entspre- 

x nde gilt jedoch nicht mehr fiir endliche Wegstrecken /. Bet 4 —> 1 versagt 
1 


I ormel (8.2) ahnlich wie auch (2.1); fiir das Noumiatagsiateswl gilt J Ww, (al, ”) 
y, Far die Reda piebcaabdnile 7 gilt wie in §2 das Produktgesetz (I + dl) = 
a n (dl). Fiir die Mittelwerte der s-ten Potenzen von 7 folgt daher: 


, 
wy 


a win (+ dl, n) of dy = 2, j wer (al, 9”) 9/* dn” f wre (al, yf) dy’ (8.3) 
kurz: ni, @+ 4) = va ns, (al) «nf; (0)> (8.3’) 


bei durch x Prat ey ist, daB an der Zwischenstelle beide Tetichensortes 


ns ll ® 
-worliegen Bera, Analog zu Ra 2) folgt weiter: 


~> ney (t+ al) — nf, ) = — >" [dir — 0, (€D)| ni, )- (8.4) | 


> é ° fi", 


(8.4) hat die Form einer zweidimensionalen Matrixgleichung. Fiir die Matrix me 
; in der eckigen Klammer in (8.4) folgt aus der haeis der Wabhrscheinlichkeiten a 


(3.2) und unter Beriicksichtigung der Normierung i w4,(d1, n) dn = 1+ O(@?): 


ae 14/9 

ae me ONSTAT sare 
¥ 4 O55 "Nir (an)| at 1 fi ) = d+ (x7). (8.5) 
} ry a ee 


1 Der Zusammenhang der Wahrscheinlichkeiten (8.2) mit den Integral- 
operatoren in den bekannten Integraldifferentialgleichungen der Kaskadentheorie 
ergibt sich wie folgt: Sind /(E)dE bzw. g(E) dE die differentiellen Energie- 
_.verteilungsfunktionen der Elektronen, bzw. Lichtquanten, so gilt 

7 : Cf(E)dE _ f(E,dl)dE —f(E,0)dE 


‘ 


‘ay el dl 


Pn tal 


mit /(E, dl) dE - fn {is (dl, n) f (=)= aE + w,4 (dln) € (7) =} sowie entspre- 
1 


¥ 


-chende elebelicien fiir die Lichtquanten. Beachtet man, da Integral H wW,,(dl, 7) 


a n= 1+ 0(d/*) ist, so folgen die Ausdriicke der i otAEgiabamahorent? 


ee Oe Be 
< y a 


. 


ee ee 
a = 
. 
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= 
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iy at, wie? 
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. 


+E 
AK, 


rene,” 
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: 


ie ee See 
oi it tee 


Al al => “ a eee, 
7 2-82 
=—_* . : 
+ 


CO Ee A A eae eee 
SUR os “i oS 0 Vee ~ D! eh : 
ye . 5 pis + we he fae Tr yA ye a ty in 
‘ a tase) Ne on Sg Ne Ace a ee Ti Ti 8 
266 S'S ree Mog sinatra aera 


aay 


Mit Benutzung der Funktion o(s) nach (2.3). Mit Hilfe der durch (8.5). 
fiihrten Matrix («;,) kann man schreiben: a 


Ce arse SPU hers, ya 
ar (nf ,) 7 ->) iy (S)* yp : : (8.4) 
Tr a Y 
oder in Matrixschreibweise in vOlliger Analogie zu (2.2’): ; 
d {5 a x 
5 (n') = — (8) 97 (8.4”) 


= 


und schlieBlich in integrierter Form analog zu (2.4): =e) 
nt = e~*(s)! bzw. in Komponenten: 73, = (e—* 4) ,,- (8.6 hs 


Die Exponentialfunktion der Matrix auf der rechten Seite von (8.6) ist dab 21 
in der iiblichen Weise definiert als diejenige Matrix, die zugleich, mit ihrem Argu-_ 
ment auf Hauptachsen ist und deren Eigenwerte die Exponentialfunktionen der 
14/9 — 


Eigenwerte des Argumentes sind. Mit Benutzung der Abkiirzungen f (s) = 


1 7 3 
7(s) = —; sowie 6 =-> kénnen wir schreiben: a 
_({ 9) —B(s) : < 
re ® y(s) 6 ): 5% 


Die Hauptachsentransformation dieser Matrix lautet: 


#2015 = ("0 wa) 


wobei x,(s) und x,(s) die beiden Schauerabsorptionskoeffizienten [= die beiden 


Lésungen der quadratischen Gleichung fiir x (s)) sind. Die Hauptachsentransfor- — 
mation (8.7) wird erreicht durch die Matrix = 


smite (PoR MFO Yo ee as 
y(s)  o(s) — x(s) —y(s) 5 -—x,(s)}’ 


|A 
wobei zur Abkiirzung die Determinante 


ott d — x, (s) B(s) * 
A=" (9) o() — x65) | S| 


gesetzt ist. Von der Hauptachsentransformation mit Hilfe von S nach (8.8) 
werden wir bei speziellen Rechnungen spater Gebrauch machen. ey - 

Wir stellen nun zunichst einige im folgenden benutzte Bezeichnungen und 
Formeln zusammen: An Stelle der sonst benutzten Schreibweise f(E) dE bzw. 
g(E£) dE fir die Energieverteilungsfunktionen der Elektronen bzw. Lichtquanten 
bezeichnen wir im folgenden mit > 


f,(E,0) dE =a;E-(s+dE 


die Energieverteilungsfunktion der Teilchen der Sorte i an der Aufstelle. Es ist 


dann 
pis (Z, —IdE = a; e*(s)l B-(s +1) dE 


die entsprechende Verteilungsfunktion in der Entfernung / vor der Aufstelle. Dab 7 
ist x(s) der kleinere der beiden méglichen Absorptionskoeffizienten x,(s) und Xq(s). 
Wir merken noch an, daB das Verhaltnis der Elektronen- zur Lichtquantenanzah 
an einer Schauerstelle a,/ay = [6 — x (s)}/y (s) ist. a 


_ Ahnlich wie in § 4 definieren wir nun vier auf die Vorgeschichte der Schauer- 
teilchen beziigliche Wahrscheinlichkeiten, und zwar fiir jedes der 4 Indexpaare i, k 
“die Wahrscheinlichkeit 1, (I, E, E’) dE’ dafiir, da ein an der Aufstelle mit der 
nergie E eintreffendes Teilchen der Sorte 7 in der Entfernung / vor der Aufstelle 
Teilchen der Sorte k mit einer Eergie im Intervall dE’ bei E’ zum Vorfahren 
at. (Der ,,Vorfahr“‘ kann auch im Fall i = k das Teilchen selbst sein, sofern es 
ort schon existierte.) Diese Wahrscheinlichkeit ist einerseits proportional der 
Anzahl jf, (E’, —l) dE’ der k-Teilchen in dem betreffenden Energieintervall an 
er um / zuriickliegenden Stelle und andererseits proportional der Wahrschein- 
ichkeit w; , (l,n) dn dafiir, daB ein in der Entfernung / vor der Aufstelle befindliches 
-Teilchen an der Aufstelle einen Nachkommen der Sorte i mit einer um einen 


A ee, Dope oe : 
aator DED) 4) == Ee in O6y = = niedrigeren Energie hat. Es folgt daher ganz 
malog zu (4.3): 
(ae! 25) ego y ex 
} I =i a Lae / 
wir (1 =) ix(E’, —1) dE 


W; 4 (I, E, E’) dE’ = 


a (8.10) 

= oe E OE , 7 wt 
wi (1) ah {E ae 
| 


Der Zabler in (8.10) bedeutet anschaulich die Anzahl derjenigen i-Teilchen, der 
Energie in OE bei E an der Aufstelle, die von einem k-Teilchen in dE’ bei E’ in 
der Entfernung / vor der Aufstelle abstammen. Der Nenner in (8.10) stellt daher 
die Gesamtzahl der i-Teilchen im Intervall E bei E an der Aufstelle dar und ist 
somit gleich f;(E,0)dE. Mit den obigen Ausdriicken fiir die Verteilungsfunk- 
tionen erhalt man daher Ahnlich wie (4.5): 


W;:(l, E, E’) dE’ = bel diet tl wea(t (8.10’) 


a; 


EN ae! 

Bp) psd 
Wir betrachten nun ein Teilchen der Sorte i, das mit der Energie E an der Auf: 
stelle eintrifft und benutzen dié Wahrscheinlichkeit (8.10’), um den Mittelwert 
der (—n)-ten Potenz derjenigen Energie zu berechnen, die der in der Entfernung / 
vor der Aufstelle vorhandene Vorfahr desselben, sofern dieser der Teilchensorte k 


; : E 
angehGrte, hatte. Mit Einfiihrung der neuen Integrationsvariabeln 7 = ra und 


mit Benutzung der Formel (8.6) fiir s+” erhalt man fiir diesen Mittelwert 
fahnlich wie (4.8)]: 


co 
_ + ri = 
ES") = [wit Fes E’) ilo ” nee <* gi le a(s+n) Vir E n 
t 
4 (8.11) 
eeeeR (e= [a (st M—x(s}T1),, EO", 
aA 


Dabei bedeutet J im Exponenten der rechten Seite die zweidimensionale Einheits- 

matrix. [Der Mittelwert (8.11) hat beziiglich der Teilchensorte k des Vorfahren 

‘noch den Charakter einer Wahrscheinlichkeit, da ja neben der Integration iiber E’ 

4 zugleich iiber k summiert worden ist.] Die Matrix im Exponenten der rechten 
Seite von (8.11) lautet ausgeschrieben: 


s+n)—x() —B(s+n) 
~(s +n) buy )°. Bt28) 


: 
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a} 
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v 


ut site 
= ee 
45 .¢ 


. } r J te * Tos 2 oe 
Wir fiihren die zu (8.12a) reziproke Matrix R(m) ein: — 
eae 1 6 — x(s) Bie sont Ae te 
Be) SNP ne Det |a(s +) — x(s)I \y(s + 2) pi +n) —x (s) 
Damit erhalt man bequeme Ausdriicke fiir die folgenden. 3 Integrale iber ¢ den 


a) Mittelwert (8.11): % 
« ‘. 


oo 
nk Et," (l) dl = 7 Rin(n) jet (8.13 
0 in WN ~ 
~~ o's 
[Bi (I) tl = (R2(n))inE-", (8.13) 
0 

2 oo 

und [ Pip" Par a(R (min Em 

0 


[Dabei sind unter R? und A? die Produktmatrizen RR und RRR zu ve 
Fiir » = 2 und k=1 (d.h. Vorfahr = Elektron) stellen die Ausdriicke (} 


» RS (abgesehen von dem Faktor K2) die mittleren Ablenkungsquadrate 6%, (ox ) 2 
ay | einschlieBlich der Beitrage samtlicher Vorfahren dar, und zwar fiir i = 1 dieje 
i der Elektronen und fiir i = 2 diejenigen der Lichtquanten. Genau die glei 
aa Ausdriicke fiir die mittleren Ablenkungsquadrate erhalt man auch nach der scho: 
ity erwahnten Methode von Lanpav. — Die etwas komplizierten Entwicklungen 
dieses Paragraphen waren trotz der Existenz dieser anderen Methode notwendi 
da wir fiir einige spezielle Rechnungen die Formeln (8.13) auch ar 4 n= aes 
notigen werden. a 


4 i 
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Zum Randabfall der Neutronendichte. 


Von 


H. RAETHER. 
(Eingegangen am 24. Juni 1947.) 
Mit 1 Textabbildung. 


3s wurde der Abfall der Dichte thermischer Neutronen am Rand eines neutronen- 
igen Wasservolumens (H,O, D,O) untersucht. Die hierbei auftretenden Ab- 
eichungen der MeBwerte vom theoretischen Dichteverlauf werden diskutiert, 
robei zu ihrer Erklarung die unsymmetrische Winkelverteilung der thermischen 
feu tronen nach dem Sto8 mit dem Wasserstoffkern herangezogen wird. Der 
Mi elwert des cos 8 (# Streuwinkel) wird fiir den D-Kern zu etwa 0,3 ermittelt. 
Im Zusammenhang mit der Arbeit des Verfassers iiber die Diffusion 
thermischer Neutronen durch die Grenzschicht leichtes Wasser/schweres 
Wasser! wurde die Diffusion der Neutronen an der Grenze leichtes HH 
bzw. schweres Wasser gegen Luft untersucht, wobei der Verlauf der 
Dichte der thermischen Neutronen am Rand des neutronenhaltigen 
Volumens von Interesse ist. Diese Dichte nimmt infolge des Heraus- 
liffundierens der Neutronen aus dem Volumen gegen den Rand hin 
, erreicht jedoch in der Grenzflache, wie FERMI? zeigte, nicht den 
Wert Null, sondern bleibt éndlich. VerlaBt ein Strom J die Begrenzungs- 
flache F, so ist auf Grund der Beziehung J = 0 v, F (0 Dichte, v, mittlere vad 
Komponente der Geschwindigkeit senkrecht zur Begrenzungsflache) 
ich eine endliche Dichte in der Begrenzungsflache zu erwarten. Extra- Nas 
liert man die Kurve der Randdichte auf den Dichtewert Null, so ae 
: soll nach FERMI dieser im Abstand * = A/V3 = = 0,577A von der Grenz- ; 
flache (im AuSenraum) erreicht werden, s. Abb. 1, (A Streuweglainge 
im neutronenhaltigen Volumen). Herr Dr. D. Lyons teilte mir freund- 
licherweise mit, daB eine Neuberechnung den in Abb.1 gezeigten 
ichteverlauf ergibt, so daB die Extrapolation fiir den Wert x = 0,710A 
en Dichtewert Null liefert, statt fiir « — 0,577/4. Die Dichte in der 


rrenzschicht wurde 1 gesetzt. ae: f° 
Eigene Messungen des Dichteabfalles am Rand ergaben die in 3 
Abb. 4 eingezeichneten Werte. Uber die verwendete’ Anordnung ist Meo 


folgendes zu sagen: 
Um die Riickdiffusion von Neutronen zu vermeiden, wurde die 


Grenze statt von Luft von einem Cadmiumblech gebildet, wozu eine 


as RaetueEr, H.: Z. Naturforsch. 1, 367 (1946), als I zitiert. 
2 Fermi, E.: Ric. sci. Progr. tech. Econ. naz. II, 1/2, 1 (1936). 


Begrenzungstiiche 


Innenraum 


“i 7 
-=-— 7 _—_ 
Abb. 1. Der Verlauf der (relativen) Randdichte thermischer’Neutronen V abhangig von x/A, x ist die Ent-_ 
fernung von der Begrenzungsfliche, in welcher die Dichte eins gesetzt wurde, und 4 die Streuweglinge. 
1 (©) MeBwerte in leichtem Wasser ; 2 (@) MeBwerte in schwerem Wasser: 2@ (X) MeBwerte in schwerem 
Wasser, kleines GefaB; 3 theoretischer Verlauf nach Fermi; 4 theoretischer Verlauf nach Lyons . 
6 theoretischer Verlauf mit Beriicksichtigung der Neutroneneinfangung (A, = 1504). 


Starke von 1/,)mm Dicke reichlich geniigt. Als MeBgefaéB diente im 
Fall H,O/Cd ein runder Al-Zylinder von 12 cm Durchmesser und 10 cm 
Hohe, auf dessen Boden die Cadmiumabschlufplatte lag und der zur 
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Zum Randabfall der Neutronendichte, O71 


_Erhohung der Neutronendichte im H,O-Volumen mit Paraffin umgeben 
ist. Um einen Finflu8 der Quellverteilung zu erkennen, wurde der 
Zylinder derart bestrahlt, daB die schnellen D-Be-Neutronen, die im 
Wasser verlangsamt werden, einmal lings der Zylinderachse (Fall I, 
: Tabelle 2) andermal senkrecht dazu eingeschossen wurden. Im letzteren 
_Falle wurde das Volumen nahe vor der Cadmiumwand (Fall II) wie 
in entfernteren Teilen (Fall III) bestrahlt. Fiir die Messung an D,O/Cd 
; wurde in Anbetracht der groBen Streuweglinge der thermischen Neu- 
_ tronen in D,O:4 = 1,85 cm (99,0% D,O), ein erheblich gréBeres GefaB 
_ Zu den Diffusionsversuchen benutzt: 30cm Durchmesser und 25 cm Héhe 
“der D,O-Fillung, die ebenfalls von Paraffin umgeben wurde. Um eine 
Wirkung der Abdiffusion durch die der Cadmiumwand gegeniiberliegende 
Weer enzonbs fiche zu erkennen (die Zylinderwande sind standig von 
- Paraffin umgeben), wurde das Gefa mit einem abhebbaren Paraffin- 
deckel versehen und die Dichtemessungen mit und ohne diesen Deckel 
_ durchgefihrt, Tabelle 1. ( 
t In beiden Fallen wurde mit Hilfe zweier Al-Indikatoren (Masse und 
; Halterung sind die gleichen wie in I beschrieben) die Dichte sowohl 
_hahe an der Cadmiumwand wie in verschiedenen Entfernungen von ihr 
(s. die x/A Werte in Abb. 1) gemessen, wie in I, und daraus das Dichte- 
verhaltnis V bestimmt. 
; Die gemessenen Neutronendichten stellen relative Werte dar, bezogen 
auf die Dichte, welche mit dem an der Cadmiumwand liegenden Indi- 
kator gemessen wurde, dessen Abstand von der Grenzschicht aA — 
0,078 in H,O und x/A = 0,02 in D,O betrug. Die gerechneten Kurven 
sind auf den Dichtewert im der Grenzschicht H,O oder D,O/Cd bezogen 
_ (er ist gleich 1 gesetzt). Fiir einen Vergleich beider Kurven wurden die 
MeBwerte an den Stellen x/A = 0,078 bzw. 0,02 mit der Lyonsschen 
Kurve zur Deckung gebracht, d.h. die MeBwerte,. bezogen auf die an 
der Cadmiumwand liegenden Indikatoren, wurden mit den Werten 1,22 
bzw. 1,08 multipliziert (s. Abb. 1). Diese so umgerechneten Werte sind 
mit den durch die Abstandsbestimmung verursachten Fehlern und der 
Streuung der Me®werte, die vor allem durch die Unsicherheit des 
-Faktors 1,22 von etwa 2% hervorgerufen wird, in Abb. 1 eingetragen. 
Der Vergleich zeigt, daB die MeBpunkte tiefer liegen als die berechneten. 
_Ursachen hierfiir kénnen in folgenden Umstanden gesucht werden: 
4. Das Hinausdiffundieren der Neutronen aus der GefaBbegrenzung 
-bewirkt ein Herabbiegen der Dichtekurve. In H,O/Cd ist dieser Ein- 
-fluB wegen der im Vergleich zur Streuweglinge groBen GefaBdimen- 
sionen zu vernachlissigen. Ein doppelt so hohes MeBgefaB ergab bei- 
spielsweise die gleichen MeBwerte. In D,O/Cd ist wegen der erheblich 
groBeren Streuweglinge diese Wirkung eher zu erwarten. So wurden 
in einem kleineren Gefa&8 — Durchmesser 13 cm, D,O Hohe 15 cm, 


- ie 


——* 


kung des Paraffindeckels ergibt, die sich vor allem bei den groBe n 


ae 


Paraffinumkleidung) — kleinere Dichtewerte sorieden als” im groB on 
GefaB, siehe die Kreuze in Abb. 1. Im groBen MeBgefaB scheint mir 
jedoch dieser EinfluB vernachlassigbar zu sein, wie die fehlende Wir 


Indikatorabstanden bemerkbar machen miiBte, s. Tabelle 1: : 


Tabelle 1. 
. 


Ohne Paraffindeckel (14 MeBwerte) afA=2,21 | V=4074- 01598 
Mit Paraffindeckel (28 MeBwerte) +[A=2,21;. | V 3,96 2-005 : 


x/A: Entfernung von der Cadmiumwand in 4 (1,85 cm) Einheiten an 
V das Verhialtnis der Neutronendichte an dieser Stelle zu der an einer 
kurz vor der Cadmiumplatte gelegenen (x/A = 0,02). ; 
2. Die Quellverteilung, die von der der Berechnung zugrunde 
gelegten Verteilung konstanter Ergiebigkeit abweicht, kénnte die Ab 
weichung hervorrufen. Um diese 
Frage zu priifen, wurden Mes- 
Gewogener  Sungen in H,O in den drei oben 
Mittelwert __beschriebenen Arten der Bestrah- 
lung ausgefiihrt und die in der 
nebenstehenden Tabelle 2 enthal- — 
tenen Werte (Dichteverhiltnisse — 
bezogen auf x/A = 0,078) gemes- 
sen, die zeigen, daB die Quell-— 
verteilung ohne EinfluB ist. 
3. Ein ahnliche Wirkung wie der Verlust von Neutronen durch | 
HerausflieBen aus der GefaBbegrenzung hat die Absorption von Neu- 
tronen durch Einfangung. Bei D,O ist diese zu vernachliassigen, da die — 
Diffusionslange (/) etwa 1m betragt und der gréBte Indikatorabstand _ 
von der Cadmiumplatte x... ~ 40mm betragt (x/] = 0,04). Bei H,O 
hingegen ist die Diffusonslange 2,5 cm und x,,,, = 6mm (x/l = 0,25), — 
so daB die Absorption von Bedeutung wird. Herr Dr. Ramo teilte mir — 
freundlicherweise mit, daB die vorhandene Literatur! eine quanti-- 
tative Beriicksichtigung dieser Absorption zu berechnen erlaubt. ng 
Abb. 1 sind die von Herrn RAm™M ermittelten Werte fiir N = 150. 
(N = 4,/A) eingetragen. Der Vergleich zeigt, daB die Messungen in — 
H,O zwar besser wiedergegeben werden, jedoch immer noch nicht be- 
friedigend. 
4. Eine Moglichkeit, die verbleibende Unstimmigkeit zu erkliren, 
besteht in der Annahme einer Anisotropie der Streuung der thermi- 
schen Neutronen am H- bzw. D-Kern. Nimmt man eine konstante 


Tabelle 2. 


Verhaltnis V 


I Il Ill 


eee eee. + 0,03) 


* SCHUCHARD u. UEHLING: Phys. Rev. 58, 611 (1940). — UEnitnc: Phys. : 
Rev. 59, 136 (1941). Diese Literatur ist mir leider nicht zuganglich gewesen. 


2 und ein > Winkelverteilung der eats Neutronen, dered ' 
ist, so zeigt D. Lyons, dab als Abszisse statt x/a: x/A' au 


eV ist, wo i! = Seu = 3° mithin die Extrapolation auf den Dichte- ie 
t Null nicht bei bite == 0,710, sondern bei x/A (1 cos®) = 0,710 
ae ist. Bei leichtem Wasser erlaubt die durch die Absorption 
ursachte Kriimmung der Kurve keine sichere Berechnung des cos ? 
h Extrapolation des Dichteabfalles, hingegen ist dies bei schwerem - 
er wegen des geradlinigen Verlaufes bei groBeren Abstanden vor 
iumplatte méglich. Es ergibt sich fiir den Mittelwert von 
COs Le etwa 0,3, 2 =1,85 cm aus Durchlassigkeitsmessungen bestimmt 
als richtig vorausgesetzt (s. unten). Uber das Winkelverteilungs- Rae 
setz kann hierbei im einzelnen nichts ausgesagt werden. ale 
_ Trifft diese Erklarung zu, so wiirde die Berechnung der freien. Weg- ey aye 
E nge aus den Durchlassigkeitsmessungen mittels der Formel] =Iy2- "47 
(d ichtdicke des Absorbers), nur dann zu annahernd richtigen Werten 
der er freien Weglinge fiihren, falls die Streuung bei sehr kleinen Winkeln 
(wenige Grad) nicht besonders bevorzugt oder benachteiligt ist. ‘aed 
‘ _ Die Versuche wurden im Jahre 1944 im Max-Planck- Institut, = 
Berlin-Dahlem, ausgefiihrt. Herrn Prof. HEISENBERG danke ich herz- 
i h fiir sein Interesse und fiir die Uberlassung der Institutsmittel. 
Herr Dr. Wir7z stellte mir Sarin Kecweset groBere Mengen schweres - 7) alia 


Wasser zur i oy an 
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-Yeitschrift far Physik. Bd. 125. 


Zum Elektronenradius * 


Von 


Erwin Davip in Hamburg. 


(Eingegangen am 18. Marz 1948.) 


Der Versuch von Lamp und RETHERFORD deutet nach den unten aufgefiihrten 
Uberschlagsrechnungen darauf hin, da8 man einen Elektronenradius von dem 
etwa 50fachen Wert des sog. klassischen Elektronenradius als méglicherweise 


. 


reell in Erwagung ziehen sollte. my 


Nach Lamp und RETHERFORD! liegt das 2S-Niveau des Wasser- 
stoffs relativ zu den 2 P-Niveaus um 0,033 cm~ hoher als es die Drrac- 
Theorie fordert. Die naheliegendste Deutung ist ein Abbrechen des 
Coulombfeldes bei einem Abstand »,,, den wir als Elektronenradius 
bezeichnen. Wir nehmen fiir die Uberschlagsrechnungen das Proton 
_ als klein gegen das Elektron und das Elektron als Kugel vom Radius 74, 
mit der Oberflachenladung e an. Andere Annahmen iiber die Struktur 
wiirden die Ergebnisse ja doch nur um nahe 1 gelegene Faktoren andern. 


Das Potential wird also fiir 7< r., konstant, anstatt wie 7-1 gegen _ 


2 a 7 
co zu gehen. Die potentielle Energie ist gestort um eres (= -) Pr 
r 0 


Setzen wir die nach der St6rungstheorie mit der ScHRODINGER-Eigen- 
funktion wo sich ergebende Stérenergie gleich dem beobachteten 
dE’ = 0,033 cm-, so ergibt sich (in internationalen Einheiten): } 


ae 


re = {26E Yo = 7,1 . 104m. 


In atomaren Einheiten ware der Bruch 1, und 7. = 1,35- 107 ay. ; 
Man kénnte fragen, ob die Stérungsrechnung bei der zwar auf einen 
ate kleinen Bereich beschraénkten, dort aber sehr groBen Stérung ein ein- 
eit sa, wandfreies Resultat ergibi. Ein zur Kontrolle durchgefiihrtes ae ?: 
MeN sammenstiicken der exakten Liésung fiir y< r,, mit der exakten Lésung 


wes fae fiir E+ dE von auBen her (als semikonvergente Reihe dargestellt) 
fe a ergibt dasselbe 7,;. Zweitens ist zu fragen, ob eine Stérungsrechnung ~ 
Bree mit Drrac- an Stelle von ScHRODINGER-Eigenfunktionen ein wesentlich- 
i 1 anderes Ergebnis zeitigen wird. Man kann abschatzen, daB das schwache 
nanan Unendlichwerden der Drrac-Funktionen bei r = 0, das ja bei einer 
af “A ¥ Prof. W. Lenz zum 60. Geburtstag gewidmet. 

1 ee 1 Lams, W.E., Jr. u. R.C. RETHERFORD: Phys. Rey. 72, 241 (1947). 
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ri ee Bias Ergebnis wird héchstens um wenige Prozent gedndert. 
Fast genau dieses ,,gemessene’’ 7. = 7,1°410-4m ergibt sich, wenn 
man die Energie des magnetischen Kae os aes gleich mac setzt, | CA 
ndmlich 6,8 - 10-4 m. a 
_ Das magnetische Moment des Elektrons betriigt ja /3 > mp, thes = “ie 
Boursches Magneton). Wir lassen die Oberflachenladung unseres 
Elektronenmodells so kreisen, da der klassischen Elektrodynamik 
entsprechend der Strom das geforderte Magnetfeld erzeugt, d.h. das : 
a3 ipolfeld V3 mg auBerhalb und das nach div®=0 anschlieBende 
homogene Feld im Innern der Kugel r = 7,;. Die Energie dieses Feldes, : 4 
die sich zu ?/, auf den Innen- und ¥/; auf den AuBenraum verteilt, betragt | BL eess, 
3m, 


ie _ Tm fg, = Met c? — Energie des elektrischen Feldes!, 


‘Die elektrische Feldenergie spielt eich keine Rolle; sie macht 
nw 2% aus. Die Gleichung ergibt, wie bereits erwahnt, 7,; = 6,8 - 10-4m. Vs 
Durch Feinstrukturkonstante und Wasserstoffradius ausgedriickt be- +“ ae 
tragt dieser Elektronenradius (unter Vernachlassigung der elektrischen vente 


, Reidenergic) 


3 $. yi 1, ‘ 
sk rey — (+) as ge P ey : ‘ 
_ Der Radius 7 - 10-* m ist zwar klein der Ausdehnung der Penieen: | ine ‘ eee ah 
Reta tienen sew te Fiir die K-Eigenfunktionen schwerer Atome Poe 


gilt das nicht mehr. 

Welche Stérung der Energie-Eigenwerte ergibt sich hier? Die ge- 
stérte potentielle Energie steigt mit Z; (0) steigt, nichtrelativistisch Ne 
gerechnet, mit Z*, also die Anderung 6E des Energie-Eigenwerts mit a at eee 
Z*. Bei einem absoluten Anstieg der Energie E mit Z? bedeutet das - Ae 
einen relativen Anstieg 6E£/E mit Z*. Fir den H-Grundzustand ist 
OE/E = 1/4-10-5, also wiirde es bei Uran auf etwa 2-10- steigen. 

Das kénnte durch Verschiebung der Abschirmungszabl um 1 wettge- 
macht werden. Demnach ergeben sich keine groben Widerspriiche 
gegen die Erfahrung. Ob sich iiberhaupt welche ergeben, das diirfte 

ur eine ziemlich genaue Theorie, die méglicherweise ein relativistisches ei. 
HARTREE-Modell erfordert, entscheiden. 

_ Auf weitere Einzelheiten soll in einer folgenden Ver6ffenthchung 
eingegangen werden. 

1 Fine ahnliche Abschatzung bereits bei M. Born und E. ScHRODINGER, Nature, 

Lond. 135, 342 (1935). 
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Messung der Absorptionskonstante von Gold 
im Ultraviolett und Sichtbaren *. 


Von 
WILHELM ELFERS in Hamburg**. 


(Eingegangen am 18. Marz 1948.) 


Direkte Bestimmung der Absorptionskonstanten & aus der Schwachung des durch = 
passende Schichten hindurchgegangenen Lichtes ergab Werte, die durchweg 
erheblich hdher liegen, als die friiher aus Polarisationsmessungen ermittelten. 


Die Bestimmung der optischen Konstanten von Metallen wird 
bekanntlich unsicher, wenn die Oberflachenbeschaffenheit bei dem 
MeBverfahren eine Rolle spielt. Einwandfrei ergibt sich & nur aus dem 
Intensitatsabfall im Innern des Metalls. 

Nach KRAUTKRAMER! bestehen kathodenzerstaubte oder aufge- 
dampfte Goldschichten oberhalb etwa 10 mu Dicke aus einem massiven 
Teil und einem dariiberliegenden Kristallgebirge. Bei wachsender Schicht- 
dicke wachst der massive Teil an, das Kristallgebirge behalt seine Dimen- 
sionen im Mittel bei. Vergleicht man ein Paar solcher Schichten mit- 
einander, so ist gleiche Beeinflussung des durchgehenden Lichts durch 
die undefinierten Oberflachenschichten zu erwarten. Der Unterschied 
in der Intensitat des durchgegangenen Lichtes riihrt von der unter- 
schiedlichen Dicke des massiven Teils her. Eine gewisse Kontrolle der 
Gleichheit der Oberflachenschichten erméglichen Messungen des Re- 
flexionskoeffizienten. Es ergaben sich bei verschiedenen, vom Verfasser 
durch Kathodenzerstaubung hergestellten Schichten Abweichungen, 
die zum gréBeren Teil im Bereich der MeBungenauigkeit + 0,5% 
lagen, und + 1% nicht iiberstiegen. 

Die Dickendifferenzen wurden durch Wagung auf + 0,1 mp genau 
bestimmt*. Dabei wurde, da die Differenz ja dem massiven Teil der 
Schicht zukommt, die normale Dichte des Goldes zur Berechnung 
angenommen. 

Bei einer Dickendifferenz D betragt das Intensititsverhaltnis der 
durchgegangenen Lichtintensitaten 


-exp (R27). 


Avac 


ee 
ly 


* Prof. W. Lenz zum 60. Geburtstag gewidmet. 
** Auszug aus Dissertation Hamburg 1941. 

} KKRAUTKRAMER, J.: Ann. Physik 32, 537 (1938). 

® Vel. Goos, F.: Z. Phys. 100, 95 (1936). 


Messung der Absorptionskonstante von Gold im Ultraviolett und Sichtbaren, 277 


Die Verhaltnisse J,/J, wurden im Bereich 3—6 gewahlt, wahrend die 
Gesamtschwachung beim Durchgang in der GréBenordnung 0,5 + 10-2 
bis 10-* lag. Dazu wurden Dickendifferenzen von 18—22 my bei 
Gesamtdicken von 80—180 mu verwendet. 


Fir die Messung von J,/J, erwies sich im Sichtbaren das PULFRICH- 
Photometer von ZeiB als das geeignetste Gerit. Die wellenlaingen- 
maBigen Schwerpunkte der Monochromatfilter, die aus dem Licht 
einer Gliithlampe schmale Spektralbereiche als MeBlicht aussondern, 
wurden unter Beriicksichtigung der geringen von den Goldschichten 
durchgelassenen Intensitaten gepriift. Besonders durch den teilweisen 
Ubergang zum Stabchensehen ergaben sich kleine Korrekturen gegen- 
uber den Angaben des Herstellers. Zusitzlich ergaben herausgefilterte 
Quecksilberlinien die Wellenlangen 578, 546 und 436 mu. 


Fir die Messungen im Ultraviolett wurde eine Zahlrohrapparatur 
gebaut. Mit einer sorgfaltig entgasten und durch Gliihen in Wasser- 
stoff von einer oberflachlichen Oxydschicht befreiten Eisenkathode 
ergab das Zahlrohr eine Ausbeute von 1 StoB auf etwa 104 Quanten. 
Das war eine fiir die Messungen mit den Linien 4 = 254 bis 2 = 313 mu 
einer Quecksilberdampflampe ausreichende Empfindlichkeit. Bei gré- 
Beren 4 versagte die Eisenkathode, so da zwischen 313 und 435 mu 
nicht gemessen werden konnte. Ein AbreiBgerét nach NEHER und 
HARPER!, ein einfacher Verstarker und ein Zahlwerk mit Zeitkonstante 
0,0025 sec vervollstandigten die Apparatur. 

Zur Vereinfachung des Vergleichs J,:J, wurde J, durch eine ge- 
eignete Blende (am Rand gelagerter, rotierender Sektor mit Dreh- 
mittelpunkt in Mitte des Lichtstrahlenbiindels) ganz definiert auf einen 
Wert in der Nahe von J, geschwacht. 


Die Ergebnisse, gemittelt aus Messungen an 4 Schichtenpaaren, sind: 


Jinmu = 754 721 660 619 | 578 546 530 


Peet ndes. | 4.89 04.23 5.825 2 5Go ie 2,35 
Zin mu | 492 461 436 435 313 265 254 
BR | 4,91 1,94 | 2,02 | 2,03 | 1,98 | 4575 adhe, 4478 


Die Ergebnisse der verschiedenen Schichtenpaare streuen um + 2%. 
In Anbetracht der nicht groBen Zah] von Messungen diirfte der absolute 
Fehler der Mittelwerte in derselben GréBenordnung anzunehmen sein. 


1 Never, H. V. u. W. W. Harper: Phys. Rev. 49, 940 (1936). 
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Die Verweilzeit adsorbierter Alkalien 
an erhitztem Wolfram* **. 
Von 
FRIEDRICH KNAUER in Hamburg. 
Mit 7 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 22. Marz 1948.) 


Zusammenfassung. 


Ein Molekularstrahl aus einem Alkali (K, Na, Cs), der durch eine rotierende 
Blende fiir je 10-* sec innerhalb 10-* sec freigegeben und abgedeckt wird, trifft 
auf einen glithenden Wolframdraht. Der Strom der ionisierten Alkali-Atome 
wird oszillographisch beobachtet und photographiert. Die nach Freigabe des 
Strahles zunachst im Strome fehlenden Ionen bauen eine Adsorptionsschicht auf. 
Sie verdampfen nach dem Absperren des Strahles und lassen den Strom mit 
abnehmender Starke eine Zeitlang weiterflieBen. Die adsorbierte Menge und 
die mittlere Verweilzeit in der Adsorptionsschicht werden in Abhangigkeit von 
der Temperatur des Wolframs gemessen. Es gibt keine reflektierten Ionen, da 
die Stromstarke beim Freigeben und Absperren des Strahles nicht springt. Bei 
einer Bedeckung mit mehr als 0,3% machen sich Abweichungen von der Pro- 
portionalitat bemerkbar. Die beobachteten Verweilzeiten lagen etwa zwischen 
10-2 sec und 3- 10-5 sec. 


Einleitung. 

Um einen Molekularstrahl nachzuweisen und zu messen, ist das 
TAYLOR-LANGMUIR-Verfahren [1], so weit man mit Alkalien arbeitet, 
bei weitem das geeignetste. Es besteht in einer Anwendung der von 
LANGMUIR [2] gefundenen Erscheinung, daf Alkaliatome, die auf einen 
heiBen Wolframdraht treffen, diesen bei geeigneter Temperatur samt- 
lich als Ionen wieder verlassen und galvometrisch als Ionenstrom ge- 
messen werden kénnen. Das Verfahren ist nur bei Stoffen anwendbar, 
deren Ionisationsarbeit kleiner ist als die Elektronen-Austrittsarbeit 


bei Wolfram. 


Es taucht nun die Frage auf, wie schnell ein Molekularstrahl von 
diesem Verfahren angezeigt werden kann. Da nach LanGurrR [2], [3] 
alle aus dem Gasraum auftreffenden Atome bei bestimmten Versuchs- 
bedingungen, die hier vorliegen, das Wolfram als Ionen verlassen, 
wire die Frage beantwortet, wenn man die Geschwindigkeit der Ioni- 
sation, also die Reaktionsgeschwindigkeit, ermittelt hatte. Aber um 


* Vorgetragen auf der Physikertagung in Géttingen vom 5.—7. September 1947. 
** Prof. W. Lenz zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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eine Reaktionsgeschwindigkeit im eigentlichen Sinne kann es sich 
dabei nicht handeln. Denn die Atome kénnen nur an der Drahtober- 
flache ionisiert werden und sie haben nicht die Méglichkeit zu mehreren 
Zusammenst6hen mit dem Draht. Sie miissen also entweder sofort 
als Ionen wegfliegen — dann wire die Reaktionsgeschwindigkeit auBer- 
ordentlich groB — oder sie miissen eine Zeitlang, wahrend der sie ionisiert 
werden, auf dem Wolfram sitzen bleiben, d. h. adsorbiert sein. Dann 
wirde die gestellte Frage durch die Verweilzeit in der Adsorptionsschicht 
beantwortet werden. 

Diese Verweilzeit kann man nach den Messungen von LANGMUIR 
und TAytLor [3] fiir Casium aus der im Gleichgewicht adsorbierten 
Menge und .der in der Zeiteinheit einfallenden Menge berechnen. Man 
findet bei 1000° K etwa 3 -10-* sec. Indessen liefern solche Messungen 
eine mittlere Verweilzeit und man wei nicht, was im einzelnen vor sich 
geht, zumal beim Wolfram nicht nur die normale Oberflache sondern 
auch aktive Zentren (3) adsorbieren. AuBerdem ist zu erwarten, dai 
die Verweilzeit bei hGherer Temperatur wesentlich kiirzer wird. Darum 
sollte die Verweilzeit in Abhangigkeit von der Temperatur des Wolframs 
unmittelbar gemessen werden. 


Beschreibung des Apparates. 


Fiir die Messungen wurde ein Molekularstrahlapparat in der tiblichen 
Konstruktion mit einem Wo!framdraht als Auffanger gebaut. Die 
Klappe zum Absperren des Strahles jedoch bestand aus einer Halb- 
kreisscheibe (Durchmesser 8 cm), welche von einem in das Vakuum 
eingebauten Drehstrom-Asynchronmotor mit einer Drehzahl von etwa 
48 sec! in ihrer Ebene gedreht wurde. Der Strahl wurde durch sie ab- 
wechselnd fiir etwa 10-?sec abgedeckt und wieder durchgelassen. 
Der Wechsel zwischen Abdeckung und Freigabe und umgekehrt geschah 
innerhalb yon 107° sec. 

Einige Abmessungen des Apparates: Entfernung Ofenspalt—Ab- 
bildespalt 2,5 cm; Abbildespalt—Auffangerdraht 11 cm; rotierende 
Scheibe —Auffanger 1,3 cm; Ofenspaltbreite etwa 0,12mm; Abbilde- 
spaltbreite 0,2 mm; Auffangerdrahtdurchmesser 0,12 mm; _ bestrahlte 
Lange des Auffangerdrahtes 0,8 cm. 

Das Gehduse des Apparates war aus Messingrohr zusammengelotet. 
Der Ofenraum war mit einem Planschliff durch eine Messingplatte 
verschlossen, die an einem exzentrisch angebrachten Konusschliff den 
Ofen der Art trug, daB sich die Mitte des Ofenspaltes in der Achse des 
zylindrischen Gehauses befand. Auf diese Weise konnte der Ofenspalt 
zwecks Justierung von aufen seitlich verschoben und um die Strahl- 
achse gedreht werden. Der Strahlraum war*durch eine ebene Glasplatte 
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ebenfalls mit Planschliff verschlossen. Man konnte wahrend des Be- 
triebes mit einem Kathetometer von hinten durch den ganzen Apparat 
bis zum Ofenspalt hindurchsehen und die Justierung kontrollieren. 

Der Spannungsabfall, den der vom intermittierenden Molekular- 
strahl hervorgerufene Ionenstrom in einem Widerstand von 4- 10? Q 
erzeugte, wurde mit einem Elektronenstrahl-Oszillographen beobachtet 
und photographiert. Der Oszillograph war fiir Frequenzen bis 10° Hz 
geeignet. Die Proportionalitat der Ausschlage mit der MeBgroBe bzw. 
mit der Zeit, sowie die Orthogonalitat zwischen Abszisse und Ordinate 
waren innerhalb des MeBfeldes so gut erfiillt, da8 Korrekturen nicht 
notig waren. Die Zeitkonstante des Eingangs betrug bei einer gemessenen 
Kapazitat von 300 pF etwa 1,2 10~° sec. 

Die Temperatur des Wolframdrahtes wurde nach den Tabellen von 
ForSYTHE und WorTHING [4] iiber die Temperatur elektrisch geheizter 
Wolframdrahte bestimmt und auch mit einem Mikropyrometerokular 
nach GOETZ von SPINDLER und Hoyer verfolgt, das ebenfalls nach 
den genannten Tabellen geeicht war. Es zeigte sich bald, daB eine 
einwandfreie Temperaturbestimmung auf die Dauer mit den vorge- 
sehenen Mitteln nicht méglich war, weil der Daht im Laufe der Zeit 
wahrend der Versuche seine optischen und elektrischen Eigenschaften 
anderte. Das Pyrometer zwar gab bei verschiedenen frisch einge- 
spannten und kraftig gegliihten Drahten fiir denselben Heizstrom die- 
selbe Temperatur an. Bei alteren Drahten jedoch wurde die Temperatur 
fiir denselben Heizstrom teils héher teils niedriger als zu Anfang angezeigt. 
Diese Abweichungen sind vermutlich die Folge davon, daB die Drahte 
mehrmals in mangelhaftem Vakuum gegliiht hatten. Dabei kénnen sie 
durch Verdampfen diinner geworden sein oder kénnen Kohlenstoff [5] 
aufgenommen haben (infolgedessen Widerstandserhéhung und hdéhere 
Temperatur), oder das Absorptionsvermégen fiir Licht kann durch 
Veranderung der Oberflache zugenommen haben (geringere Temperatur). 
In solchen Fallen konnte die Temperatur des Drahtes nicht sicher er- 
mittelt werden, da die an dem Draht vorgekommenen Veranderungen 
nicht bekannt waren. Die Temperaturmessungen an frischen Drahten 
wurden als richtig angenommen, jedoch kénnen sie nicht als verlaBlich 
angesehen werden. Die bei Ger Adsorption beobachteten Erscheinungen 
traten in derselben Weise bei frischen und veranderten Drahten auf, 
aber scheinbar bei verschiedenen Temperaturen. Die Werte der Ver- 
weilzeiten werden dadurch nicht beeintrachtigt. 

Zum Photographieren erwies sich wegen des leichten Filmwechsels 
eine Kleinbildkamera mit Vorsatzlinse als vorteilhaft. Die Belichtungs- 
zeit betrug auf héchstempfindlichen Panfilm 1/9 bis ¥/; sec. 

Bei den wiedergegebenen Aufnahmen war die Frequenz der Zeit- 
ablenkung doppelt so groBewie die Umlaufszahl der Scheibe, um gréBere 
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Zeitauflésung zu bekommen. Daher fallt im Oszillogramm der Zeitpunkt 
des Offnens mit dem Zeitpunkt des SchlieBens zusammen. Um ein 
zusammenhangendes Bild einer vollen Periode zu bekommen, kann man 
sich den einen Kurvenzug rechts an den anderen angesetzt denken. 
Die Lange des Bildes entspricht etwa 0,0107 sec, was durch Vergleich 
mit einem Zungenfrequenzmesser festgestellt wurde. Gelegentlich wurde 
auch mit gréBerer Zeitfrequenz beobachtet. 


Beobachtungen. 


1. Wenn alle Atome den Draht sofort nach dem Auftreffen als Ionen 
verlieBen, dann miiBte der Ionenstrom innerhalb von 10-° sec auf den 
Wert ansteigen, welcher der Anzahl der einfallenden Ionen entspricht, also 
too = F +n, (1.5 = Strom in A: F = Elementarladung in Coul/Atom; 
n, = Anzahl der in 1 sec auf den Draht treffenden Atome), und beim 
Abdecken des Strahles ebenso schnell wieder auf null fallen. Das trifft 
bei hohen Temperaturen auch zu. Bei geringerer Temperatur sind Anstieg 
und Abfall weniger steil. Der Strom flieBt auch nach dem Aufhéren 
der Bestrahlung noch eine Zeitlang mit abnehmender Starke wetter. 
Dieses Verhalten zeigen die Photographien in Abb. 1—3. Sie sind an 
einem Kaliumstrah] aufgenommen und geben den Verlauf des Stromes 
(Ordinate) in Abhangigkeit von der Zeit (Abszisse) wieder. 

Die bei héherer Temperatur zunachst burgzinnenartige Kurve geht 
mit abnehmender Temperatur allmahlich in eine Sdgezahnkurve tiber 
(Abb. 3). Bei noch tieferer Temperatur werden die Zahne immer kleiner, 
bis sie schlieBlich verschwinden. Trotzdem kann der gleichzeitig im 
Galvanometer gemessene Ionenstrom unveradndert bleiben und erst bei 
noch tieferer Temperatur auch aufhdren. Die Zeiten, in denen der 
Vorgang auf e+ abgeklungen ist, betrugen auf den Photographien 
10-2 bis 10-4 sec. Nur visuell wurden Abklingzeiten bis etwa 3 - 10-* sec 
beobachtet, die Grenze wird damit noch nicht erreicht sein. (Ein zu 
trager Oszillograph hatte zuerst etwa 0,5-10-*sec fiir die kirzeste 
Abklingzeit vorgetduscht.) 

2. Beim Freigeben des Strahles steigt der Ionenstrom picht sprung- 
haft — auch nicht um 1% seines Endwertes — an, sondern nimmt von 
null an zunidchst linear mit der temperaturbedingten Steilheit zu. 


3. Der Strom erreicht mit abnehmender Steilheit asymptotisch 
seinen Endwert, bei dem ebenso viele Ionen den Draht in der Zeiteinheit 
verlassen, wie Atome auftreffen (LANGMUIR [2)). 

4. Geht man von dem Bilde aus, wie es die Photographien zeigen, 
so ist in jedem Zeitpunkt die Swmme der Strome gleich prop, und zwar 

ich 7 
a ig + ty = be (1) 
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a 
(ij = Strom bei offener Scheibe; 1, = Strom bei geschlossener Scheibe). 


Bei tiefer Temperatur (flache Sagezéhne) und groBem m, treten Ab- 
weichungen von dieser Beziehung auf. 


ha 5 yaa J py 2 a4 by > 
yskusston der Beobachtungen. 


Wie unter 1. gesagt, setzt nach Ausweis der Photographien der 
Jonenstrom beim Beginn der Bestrahlung nicht sofort in voller Starke 
, ‘ r ° 
h zu. Da von dem Zeitpunkt 


an, wo die rotierende Scheibe den Strahl freigibt, der Draht voll be- 


ein, sondern nimmt von null an allmdhli 


strahlt wird, und nach LANGMUIR alle auffallenden Atome den Draht 
als Ionen verlassen, fehlen zunachst einige Ionen. Ebensoviele werden 
wie die Photographien zeigen, nach Beendigung der Bestrahlung nach- 
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geliefert. Offenbar bauen sie wahrend der Bestrahlung eine Adsorptions- 
schicht auf und verdampfen wieder, wenn die Bestrahlung aufgehort 
hat, wobei sie den Strom noch eine Zeitlang weiterflieBen lassen. Der 


Bei groBer Strahlintensitat und niedriger Temperatur des 


Abb. 4. VergréBerte 
Wolframdrahte 


beiden Kurvenaste nicht mehr spiegelbildlich zu einander, 00,005. 


von der Zeit bei verschiedenen Temperaturen 


Abb. 1—4. Der Ionenstrom in Abhdngigkeit 


Flacheninhalt der Flache (mit einer krummen Seite), welche die unter 
der Kurve gelegene Flache zu einem Rechteck mit der Hohe 7,, er- 
ganzen wiirde, ist ein Ma fiir die adsorbierte Menge. Diese Menge 
hangt, wie die Beobachtungen zeigen, von der Temperatur ab, Aus 
der Temperaturabhangigkeit kann man nach den Gesetzen der Thermo- 
dynamik die Adsorptionswarme berechnen, 
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Da der Strom nach 2. keinen sprunghaften Anstieg erkennen 1aBt, 
gibt es keine Ionen, welche den Draht unmittelbar nach dem Auftreffen 
ohne eine mittlere Verweilzeit verlassen, oder ,,reflektiert”’ werden. 
Alle auftreffenden werden fiir eine mittlere Verweilzeit adsorbiert. 

Wenn man die Vor- 
gange bei der Ionisation 
am Wolfram im einzelnen 
verfolgt, so muB die Re- 
aktion in 3 Stufen verlau- 
fen, ndmlich 1. Adsorption 
Md armas al ae ; des Atoms, 2. Ionisation 
des Atoms und 3. Abdamp- 
fen des Ions. Schreibt 


10 


man dem _ adsorbierten 
Atom die mittlere Lebens- 


Zeit —~ dauer t, und dem Ion, die 
‘Abb. 5. Curir-Dannesche Kurven fiir T/T 1 (unterste > 


DRE ORS ARR Ot PS mittlere Lebensdauer 1; 
zu, so kann man erwar- 
ten, daB die Ionen im Laufe der Zeit nach einem Aahnlichen Gesetz 
aufgesammelt werden wie die zweite Tochtersubstanz eines langlebigen 
radioaktiven Ké6rpers, der zur Zeit null von seinem ersten und zweiten 
Folgeprodukt befreit worden war. Diese Aufsammlung wird durch die 
CURIE-DANNEschen Kur- 
ven 6] beschrieben. Abb.5 
zeigt zum Vergleich, be- 
rechnet fiir t,/t, = 1, 0,1 
und 0, die Zunahme der 
adsorbierten Menge Alkali 
oder den ihr proportio- 
nalen Ionenstrom) nach 
dem Freigeben des Strah- 
les in Abhangigkeit von 


der Zeit. wobei T; und T, 

Abb. 6. Dreifach vergriGerter ZeitmaBstab. unabhangig von der ad- 

sorbierten Menge ange- 

nommen wurden. Wesentlich an den Kurven ist der horizontale 

Anfangsteil, wenn t; und t, von gleicher GréBenordnung sind. Fiir 

T;/T, =O hat die Kurve die Gleichung 1—e~‘', wo t die langere 
Lebensdauer ist. 

Da bei den gemessenen Kurven der waagerechte Anfangsteil (be- 
sonders Abb. 6 mit dreifach vergréBertem ZeitmaBstab) nicht zu sehen 
ist, wird eine der beiden Lebensdauern mindestens 20mal so eroB sein 
miissen wie die andere. Ob diese beobachtbare langere Lebensdauer 


i : Coke wry ma ; , 
lon © der ict ‘AgGen Tineke b a muB, ea nichts wie 
 schieden werden, weil die Kurven in 7; und 1,. symmetrisch sind. 
Da also bei der beobachteten Adsorption nur eine einzige Lebens- 
_dauer in Erscheinung tritt, kénnen fiir die Zeitabhangigkeit der adsor- 
-bierten Menge wahrend der Bestrahlung und ohne Bestrahlung folgende | 
_ Differentialgleichungen aufgestellt werden 


mit Bestrahlung | 


ohne Bestrahlung 

a ag 
= Anzahl der adsorbierten Nabe bei offener Klappe; n, = Lisntecips rate: 
E-ip mit geschlossener Klappe; ¢ = Zeit in Sekunden; t = ier Lebens- 
-dauer in der Adsorptionsschicht in Sekunden). ey 
____Imallgemeinen Falle hangt t auBer von der Temperatur des Wolfram- 
drahtes auch von der Besetzungsdichte der Schicht (also von my baw. 1,) % 
_ ab. Aber man kann zeigen, da t von der Besetzungsdichte unabhangig 
ist, so lange die unter 4. genannte Beziehung 7) + 7, = 7, erfiillt ist, 
"was hier zutrifft. Der mathematische Beweis hierfiir mag libergangen 
- werden, da dasselbe Ergebnis auch aus anderen, weiter unten mitge- 
i teilten Beobachtungen folgt. a 
= Die Lésungen der Differentialgleichungen lauten daher mit den 
_ Anfangsbedingungen My = 0 fiir ¢ = 0, den Zeitpunkt der beginnenden — 
_ Bestrahlung und », = n,, fiir t = 0 als Zeitpunkt der Abdeckung des 


} sa gaa No = Neo * (4 er = Ht) Cry | (4) e 
Fg Peg? GONE, ; (5) 
Nec =," T. (6) 


_ (#5, = Amzahl der adsorbierten Atome nach unendlich langer Zeit). 
= _ Die letzte Gleichung sagt aus, daB man die adsorbierte Menge ohne 

~ graphische Integration einfach aus der einfallenden Menge und der 

_Lebensdauer berechnen kann. Die Proportionalitat mit n, PPECE 

dem geradlinigen Anfangsteil einer Adsorptionsisotherme. 

Um den Anschlu8 an die Photographien zu bekommen, mu8 der 

_Ionenstrom berechnet werden. Er ist proportional der Anzahl der 
_ abdampfenden Ionen, also 


- bei offener Klappe ig =F = == bq (1 — e717), (7) 
i . 

bei geschlossener Klappe 14,=F° = eT ey ea a (8) 
und leo =F * n,. (9) 


L% 


‘Die Gleichungen geben den tatsdchlichen Stromverlauf richtig 
_ wieder, wie noch besonders durch punktweise Ausmessung der Photo- 


fallenden Atome. ¥ 
. t konnte auf den vergroBerten Phosngea hse nach mehreren ver- — 
schiedenen Verfahren bestimmt werden, wenn die Gleichungen der — % 
Stromkurven als richtig vorausgesetzt werden. Man kann z. B. im : 
Zeitpunkt t = 0 die Kurventangente zeichnen und die aus Gl. (7) oder (8) 


folgende Beziehung ; 
(i). n0= toy (0) 


zur Berechnung von t benutzen. Bei der Auswertung einer Sdgezah 
kurve muB man 7, aus Aufnahmen bei héherer Temperatur entnehmen. 
Oder man kann auch 1 aus dem Verhiltnis der jeweils erreichten Strom- _ 
amplitude 7 zu 7,, aus folgender Gleichung berechnen (# = Dauer de 
Bestrahlung bzw. Abdeckung) 


g a 
Auch eine *Mawentchkenpiriieson& im Nullpunkt fiihrt iiber eine log- 
_arithmische Gleichung, die graphisch lésbar ist, zum» Ziele. Wenn 
andererseits t so klein wird, daB die Tangentenkonstruktion versagt, aaa 
dann ist es zweckmaBig, Offnungs- und SchlieBungszeiten verschieden 
. groB zu machen, und den Oszillographen mit gréBerer Zeitfrequenz Z ; 
laufen zu lassen. Wenn z. B. die SchlieBungszeit kurz gegeniiber der 
Offnungszeit ist, dann entsteht im Oszillographen nur eine schmale — 
_ Zacke. Sie hat bei geniigend hoher Temperatur eine Rechteckform — 
vo mit konstanter Héhe. Wenn bei tieferer Temperatur t etwa gleich — 
oder groBer als die SchheBungsdauer ist, dann spitzt sich die Zacke zu | 
und wird kleiner. Man kann auch jetzt t entweder nach der Tangenten-af i 
konstruktion finden, indem man die bekannte SchlieBungsdauer #,,— 
deren Beginn und Ende sich im Oszillogramm als Knicke markieren, 
zur Eichung des ZeitmaBstabes benutzt. Oder man kann t aus der — 
Verkleinerung der Zacke berechnen, E 


Ds 


a) 


s 


| ae aie : (42) 


* 

se wo 1 den Strom in der Spitze der Zacke bedeutet. 
‘ieee Diese verschiedenen Verfahren zur Bestimmung von t wurden aus- 
probiert. Wo das Tangentenverfahren und das Ausschlagsverfahren . 
gleichzeitig anwendbar waren, gab das Tangentenverfahren meistens 

. etwas groBere (bis um etwa 30%) Werte. Die Ursache hierfiir mag in — 
a 
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de sri iemilich ‘dicken Linien des os Ossilloganben liegen, die das Tangenvene 

zeichnen und das Ablesen unsicher machen. Meistens wurde das Tan- 

_ gentenverfahren angewandt. 

__ Tragt man log t (zur Basis 10) iiber 1/T auf (I = absolute Tem- 

_ peratur des Wolframdrahtes), so liegen die MeBpunkte, in Uberein- 

-stimmung mit der statistischen Theorie der Adsorption fiir kleine ad- 
sorbierte Mengen [7], auf einer Geraden, Abb. 7. Bei Casium hat die | 

Gerade die Gleichung . ; 

- logt = —16,35 + 1820/T, (43) 

die fiir 1200 < T< 1520°K 

_ gemessen ist, aber nach héhe- 
ren Temperaturen ohne weite- 
‘res extrapolierbar sein diirfte. 
-Danach ist t = 10-%sec fiir 

T= 1360° K und t = 10-* sec 
fiir T= 1600° K. Bs 1000 ne 

- FiirKalium wurde gefunden ong 
_logr =—11,70 + 14700/T. (44) . 
Danach ist t = 10-8 sec fiir T = 1690° K und t = 10-5sec fiir T = 

_ 2200° K. Die Temperaturangabe beim Kalium ist wahrscheinlich noch 

_ weniger zuverlassig als beim Casium, weil der Draht nicht mehr ganz 
neu war. 

Es sollen nun einige Zahlen iiber die Strablintensitaten und die 

_adsorbierten Mengen angegeben werden. Der mit Galvanometer ge- 
messene Ionenstrom (2 - 10-8 bis 2- 10-® A) liefert nach Gl. (9) die Anzahl 
der in 1 sec auf den Draht treffenden Atome , bei den verschiedenen 
~Versuchen zu etwa 104 bis 101% Atome/sec. Der Auffangerdraht hatte 
_bei einem Durchmesser von 0,12 mm und einer bestrahlten Lange von 
8mm eine auffangende Flache von 0,0096 cm?. Daher betrug die In- 
tensitat des Molekularstrahles am Orte des Auffangers 10! bis 10% 
Atome je cm?- sec. Geht man von diesem Intensitatsbereich des Mole- 

kularstrahles und von Verweilzeiten zwischen 10-2 und 10-* sec aus, 
so befanden sich auf dem Draht am Ende der Bestrahlung Bey 
Gl. (6) 1 = 107 bis 1044 Atome. 

Um die Anzahl der Atome auf einem cm? angeben zu kénnen, mub 

} man die GréBe der Drahtoberflache kennen, auf die sie sich verteilen. 
Diese Fliche ist aber wegen der Oberflachendiffusion [8] nicht mit 
Sicherheit anzugeben. Nimmt man an, daB die Atome wahrend ihrer 

- Verweilzeit zwar um den Draht ganz herumwandern kénnen, daB aber 
die infolge der Diffusion eingenommene Lange des Drahtes nicht 
wesentlich eroBer als die bestrahlte Lange ist, so wird die Flache 
2a 0,012 -0,8 = 0,03 cm?. Beriicksichtigt man ferner, da auf 1 cm?* 


FA 


Abb. 7. log t in Abhangigkeit von 1/T bei Casium. ' 
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-intensitat "proportional. 


‘Jeistung in cal/Mol bedeutet. Mit Gl. (6) erhalt man 


; Abweichungen von der Proportionalitat auftreten werden. Sie wurden 


peak Kx : aie ees 


, PAR eee 


wird die relative Bedeckung 9 (die Anzahl der adsorbierten ‘Ato me 
im Verhiltnis aller, die in einer einatomigen Schicht untergebracht 

werden kénnen) 9 = 7- 10-7 bis 7 - 10-%, ist also noch klein. Im An- 
fangsteil der Stromkurve ist die Bedeckung natiirlich noch viel kleiner. ; 

Von den kleinsten Bedeckungen an bis herauf zu O = 0,003 wurde 

die mittlere Verweilzeit fiir eine bestimmte Temperatur bei kleinen 
und groBen Strahlintensitéten, am steigenden und am fallenden Ast 4 
der Stromkurven immer gleich grof gefunden. Es war immer fy + 1, =1.. 
Also ist unterhalb einer Bedeckung von etwa 0,3% 1 unabhangig von ~ 
my bzw. n, und die im Endzustand adsorbierte Menge ist der rahe S. 


Zur Berechnung der Adsorptionsenergie nimmt die Channel r. 
CLAPEYRONSche Gleichung hier, weil die einfallende Menge bei der 
Temperaturanderung konstant gehalten wird und weil t nicht von — 
n, abhangt, die Form an 


- =—R7?(“r) MERE, 


oT 


¢ * 


wobei qa die differentiale Adsorptionsenergie ohne auBere Arbeits- 


Am élnt ind é€logt 4 
ag = —RT#(S jie ART= 2308 (Sar), —£RT. (ss) 


Die Adsorptionswarme bei 1000° K wird fiir Casium mit Gl. (13) 
82000 cal/Mol oder 3,6 eV und fiir Kalium mit Gl. (14) 66000 cal/Mol | 
oder 2,9 eV. Wegen der Unsicherheit der Temperaturmessung kénnen + 
diese Zahlen nicht sehr zuverlassig sein. 

Es war nun zu erwarten, dab einmal bei gréBeren adsorbierten Menges ; 


auch bei den gréBten erreichbaren Strahlintensitaten und méglichst — 
niedriger Temperatur (groBes 1) gefunden, wie schon oben erwahnt. 
Dabei war die Bedeckung gréer als etwa 0,003. An Abb. 4 erkennt 
man, daB die Tangenten am steigenden und fallenden Ast der Strom- — 
kurve verschiedene Verweilzeiten liefern wiirden, wobei aber die An- | 
wendbarkeit der Tangentenkonstruktion fraglich ist. Gl. (1) ist nicht — 
mehr erfiillt. Dies deutet darauf hin, daB die Voraussetzungen, die zu 
den Gl. (4), (5) u. (6) gefiihrt haben, hier nicht mehr gelten, und daB 
insbesondere die ‘Adsorption nicht mehr der einfallenden Menge pro- — 
portional ist. Um im einzelnen die Stromkurve in Abb. 4 an Hand 
einer Adsorptionskurve deuten zu kénnen, miiBten Versuche bei noch 
groBerer Bedeckung gemacht werden, was aber mit dem jetzigen Apparat _ 
nicht méglich war, weil das Alkali im Ofen bei den groBten Intensitaten _ 
nur fiir wenige Minuten vorhielt. Bemerkenswert ist, daB die Abwei- — 
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vel lake ad 
erweilzeit adsorbierter iiicalien an “echitztem Wolfram, 


et ey 
oa etwa bei einer Bedeckung auftreten, wo nach LaNcmurIR die 

ntren mit hdherer Adsorptionsenergie annihernd voll besetzt sind 
(0. = 0,005). 

Die geschilderten Erscheinungen eaten in gleicher Weise bei 
Kalium, Natrium und Casium beobachtet werden. Bei Natrium, das 
eit ne zu hohe Ionisierungsspannung besitzt, muBte der Draht in bekann- 
ter Weise mit einer Sauerstoffschicht versehen, ,,aktiviert‘’ werden [9], 
um die Elektronenaustrittsarbeit zu vergréBern. In schlechtem Vakuum 
(>10-5 mm Hg) aktivierte sich der Draht von selbst. Beide Arten 
der Aktivierung verschwanden schon bei einer Temperatur, wo die Ver- 
weilzeit des Natriums etwa 2- 10-‘ sec betrug. . 

- Bei Kalium wurde auch ein Versuch mit einem Platindraht als Auf- 
finger gemacht. Die Erscheinungen waren auch dieselben, jedoch 
konnte die Temperatur fiir kurze Verweilzeiten nicht geniigend gestei- 
gert werden, da der Draht bei t= ~5.-10-‘sec zerriB. Bei groSer 
Bedeckung wurde nicht beobachtet. 

_ Fir das Arbeiten mit Molekularstrahlen ist die Feststellung wertvoll, 
< aB der glithende Wolframdraht in Verbindung mit einem Oszillographen 
den Molekularstrahl in fast beliebig kurzer Zeit zu messen gestattet. 
Die in Anbetracht der Verstarkungsméglichkeit scheinbar erhebliche 


EmpfindlichkeitsvergréBerung ist dadurch begrenzt, daB der Strahl- 


a chlag gr6Ber als das thermische Widerstandsrauschen und das 

Ohrenrauschen sein mu8. Dafiir findet man rechnerisch dieselbe 
Empfindlichkeitsgrenze, einerlei ob man, wie es hier geschehen ist, den 
Ausschlag unmittelbar im Oszillographen beobachtet, oder ob man die 
Grundfrequenz des intermittierenden Ionenstromes einem Resonanz- 
verstarker zufiihrt. Auch mit einem Galvanometer besteht dieselbe 

renze, wenn der Strahlausschlag mindestens so groB sein, soll wie die 
thermische Unruhe. Auf diese Fragen soll in einem anderen Zusammen- 
hang naher eingegangen werden. 
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Die Gestalt der Spiralnebel *. 
Von 
W. HEISENBERG und C. F. VON WEIZSACKER. 
Mit 2 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 13. Dezember 1947). 
Es ist in der Astronomie seit langerem diskutiert worden, ob die 


Woike. 


Abb, ft. 


verteilungen durch nichtstarre Rotation zu verdanken sei’. 
Deutung kann nur als wahrscheinlich gelten, wenn sie zwei Fragen — 
beantworten vermag: \ 

1. Wie kommt es zur Bildung radialer, zweistrahliger Materie- 
5 gangsta? aus denen sich die zwei Spiralarme entwickeln ? 

. Warum wickeln sich die Spiralarme nicht mit der Zeit wie eine 
sdb auf, d. h. wodurch werden sie rechtzeitig wieder aufgeist? 
Die zweite Frage ist in der oben zitierten Arbeit des einen von uns 
behandelt, Die Turbulenz diirfte zur Einstellung eines fluktuierenden 
Gleichgewichtes der Entstehung und Wiederauflésung der Arme geniigen. 
Die vorliegende Notiz beschaftigt sich mit der ersten Frage. 4 


* Prof. W. Lenz zum 60. Geburtstag gewidmet. : by 

* Wivczynski, E. Z.: Ap, J. 4, 97 (1896). — Astron. Z. 20, 67 (1899). — 
Brown, E. W.: Observatory 51, 277 (1928). Vgl. H. Vocr: Die Spiralnebel, © 
5. 149, 1946. Von den gegenwartigen Verfassern wurde diese Vermutung [C. F. v._ 


WEIZSACKER, Z. Astrophys. 24, 181 (1947)] erneut ausgesprochen; inzwischen 
wurden uns die alteren Arbeiten bekannt. 
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Zunachst sel eine Veranschaulichung der Uberlegungen gegeben. 
In der Abb. 4 ist eine gew6hnliche atmospharische Wolke abgebildet, 
wie sie an einem Herbstabend vom Himmel abgezeichnet wurde; also 


ein beliebiges turbulentes Gebilde. Dieses Gebilde wurde rechnerisch: 


um einen Punkt in seinem Inneren so gedreht, wie es dem dritten 
KEPLERschen Gesetz entspricht, und zwar um einen solchen Betrag, 
daB das duBerste rechte 


Ende um etwa 45° ver- 
schoben wurde, die inneren 
Teile entsprechend starker. 
Das Ergebnis ist in der 
Abb. 2 abgebildet; es ist 
einem Spiralnebel nicht 
unahnlich. Die Zweizahl 
der Spiralarme ergibt sich 
bereits aus der nicht sehr 
ausgepragten __,, Langlich- 
keit‘‘ der Wolke. Die Ro- 
tationsverzerrung zieht alle 
Gestalten in die Lange und 
erzeugt dadurch die typi- 
schen ,,schmalen“ Spiral- 
arme. Auf einem Kreis um 
den Schwerpunkt gemessen 
sind die Spiralarme noch 
immer ebenso ,,dick“‘ wie 
die urspriingliche Wolke. 
Die gewahlte Wolke hatte i. 
auBer der Langlichkeit gar Abb. 2. Durch Rotation pet ridae Wolke. 
keine fiir die entstandene 

Spiralstruktur wesentlichen Formmerkmale. Das heibt jede beliebige 
langliche Figur mu8 durch differentielle Rotation eine zweizahlige 
Spiralstruktur ergeben. 

Man kann aber in der Begriindung der Zweizahl radialer Arme 
weitergehen. Im Spiralnebel wirken Gravitation, Zentrifugalkraft und 
Reibung. Die Gravitation strebt, alle Materie auf méglichst engem 
Raum zusammenzudrangen. Die Reibung bringt die zufalligen Bewe- 
gungen mit der Zeit zum Erléschen; daher strebt der Nebel dem Zustand 
tiefster Gravitationsenergie in der Tat zu. Aber die Reibung kann 
die Erhaltungssdtze, insbesondere den Drehimpulssatz nicht aufheben. 
Daher kann nicht alle Materie des Nebels in den Schwerpunkt sinken. 
Hingegen ist es mit den Erhaltungssatzen vertraglich, dal sich alle 
die Materie, die einen fest vorgegebenen Abstand vom Schwerpunkt 

19* 


‘tretende Spiralstruktur zeigen wiirde. 
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hat, nicht auf einen Kreis verteilt, sondern in cient past tieeaa 
Kreises sammelt. Hierdurch wird die Gravitationsenergie noch ernied-_ 
rigt. Der mit dem Drehimpulssatz vertragliche energetisch tiefste 
Zustand des ganzen Nebels wird also der sein, in dem sich alle Materie 
auf einer Kurve (und zwar, wie man leicht sieht, auf einer Geraden) ~ 
sammelt, die durch den Schwerpunkt geht. Der Schwerpunktsatz 2 
fordert die Symmetrie der Verteilung um den Schwerpunkt. Der tiefste ” 
Zustand ist also ein ,,Balken“, in dessen Mitte der Schwerpunkt des | 
Systems liegt. : 

Genau dieses Bild zeigen die ,,Balkenspiralen“ in ihrem Inneren. 4 
DaB in ihnen der Balken nicht zur Spirale verzerrt ist, mu8 bedeuten, — 
daB sie starr rotieren. Wo die Balken auBen in Spiralarme iibergehen, — 
mu die starre Rotation aufhéren. Es ist dynamisch zu erwarten, — 
daB ein Nebel innen starr, auBen unstarr rotiert; die bisherigen Beob- 
achtungen! deuten in derselben Richtung. Wenn der Ubergang zwischen — 
beiden Rotationsweisen sehr unstetig ist, kénnen sich die Spiralarme 
vielleicht wie ein Ring um den Balken aufwickeln und die bekannte | 
Q-Figur ergeben. Doch tendieren auch Gravitation und Reibung mtg 
Ringbildung?. 

Die bisherigen Beobachtungen' zeigen, daB die sichtbaren Spiral- 
strukturen der groBen Nebel in einem Gebiet liegen, in dem die Rotation 
der starren noch sehr nahekommt. Man kann daher nicht versuchen, 
die Form der Spiralarme genauer zu berechnen, solange das Rotations- 
gesetz nicht sehr viel genauer bekannt ist. Die Sonne, in deren Um- | 
gebung die MilchstraBe sicher nicht starr rotiert, liegt also wohl schon 
auBerhalb des Teils des Systems, der von auBen eine stark hervor- 


Auf zwei empirische Folgen der hier vertretenen Ansicht sei noch 
hingewiesen : 

1. Die Spiralarme miissen mit der konvexen Seite voraus rotieren 
(héchstens nahe dem Innenrand eines Rings muB davon eine Ausnahme 
gelten, weil dort die Winkelgeschwindigkeit nach auSen zunimmt?). — 
Nach einer Arbeit von HuBBLE, die uns noch nicht zuganglich wurde, 
scheint dies der Fall zu sein. 

2. Da an der Gestaltbildung der Spiralarme die Turbulenz Anteil hat, 
sollte die Spiralstruktur sich vorzugsweise in der interstellaren Materie 
und den jungen Sternen (B-Sterne) auspragen. In der Tat scheint — 
die Spiralstruktur im roten Licht nicht oder schwiacher aufzutreten®, 


~ 


1 Bascock, H. ht Lick Obs. Bull. 19, 44 (1939). — Maya tt, N. V. u. L. H. 
ALLER Api 7... 95, > Lvl 
2 WEIZSACKER, 0: F.v.: Z. Naturforsch. (im Erscheinen). 
3 SEYFERT: Ap. J. 100, 1947 (1944). 


* . Zum analytischen Verhalten EG) 
Schrédinger’scher Wellenfunktionen *. 
' Von 
B. TouscHEK (Glasgow). 
es (Eingegangen am 17. Januar 1948.) 


_ Die Tatsache, daB bestimmte Ansitze fiir die HEISENBERGsche 
-#-Matrix’ in ihrer Energieabhangigkeit zu Unstetigkeiten fiir diejenigen 
Pe Schwellenwerte der Energie, bei denen neue Prozesse méglich werden, 
_ fihren, legt die folgende Fragestellung nahe: Wie ist es méglich, daB die 
_ SCHRODINGERSche Fassung der Quantenmechanik -— deren wesent- 
_lichstes Charakteristikum doch wohl die Stetigkeit der Eigenfunktionen 
2 sein scheint — unstetige Resultate liefert? Man denke etwa an den 
_ Wirkungsquerschnitt fiir Sto8anregung, der fiir alle Werte der Energie 
kleiner als ein bestimmter Schwellenwert verschwindet und der bei 
Uberschreitung des Schwellenwertes plétzlich von Null verschiedene 
; Werte annimmt; eine analytische Funktion tut das nicht! Zu der Frage 
_kann bemerkt werden: Die Frage selbst ist eher psychologisch als mathe- 
-matisch zu verstehen. Es ist geradezu die Aufgabe der SCHRODINGER- 
_ schen Theorie, eine Briicke zwischen den diskontinuierlichen Quanten- 
phanomenen und der klassischen Kontinuumstheorie darzustellen und. 
die Entstehung diskreter Eigenwerte aus kontinuierlichen Eigenfunk- 
_tionen ist ein hinlanglich geklartes Wunder. Der Hinweis auf die Ana- 
lytizitat im Nachsatz enthalt andererseits schon die Antwort auf die 
_ Frage: Die beobachtbare GréBen darstellenden Parameterfunktionen in 
‘der ScHROpINGERschen Theorie sind nicht analytisch! Als einfachstes 
- Beispiel erinnern wir an den ScHRODINGERschen Ausdruck 
pa, o=yy 
fiir die Ladungsdichte, bei deren Aufbau aus analytischen Funktionen yp 
die Analytizitat durch Bildung des Betrages verlorengeht. 

Trotzdem erscheint es wiinschenswert, an einem einfachen Beispiel 
-aufzuzeigen, wie Unstetigkeiten in der Parameterabhangigkeit von 
Wirkungsquerschnitten zustandekommen. Wir legen dabei Gewicht 
auf die Forderung, da das fiir diesen Zweck gewahlte Beispiel auch 
wirklich geschlossen integrierbar ist, da wir sicherstellen wollen, dab 
der ScHRODINGERsche Formalismus-allein und nicht erst mit Hilfe 


* Prof. WILHELM LENz zum 60. Geburtstag gewidmet. ¥ ‘a 
1 HEISENBERG: Z. Naturforsch. I, 11 (1946). 
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eines Naherungsverfahrens die erwarteten Unstetigkeiten zustande 
bringt. Wir erinnern dabei an die Tatsache, daB bei der Durchfiihrung 


einer Naherungsrechnung die Stellen an denen Unstetigkeiten zu er-_ 


warten sind immer schon aus Energie- und Impulsiiberlegungen bekannt 
sind und da® das Naherungsverfahren von vornherein so angelegt sein 
kénnte, da es notwendig Unstetigkeiten der zu besprechenden Art 
liefern miiBte. 

Wir betrachten als einfachsten Fall eines solchen Systems ein aus 
2 Teilsystemen A und B bestehendes Gesamtsystem C. Zwischen A 
und B bestehe Wechselwirkung. C muB wenigstens einen kontinuier- 
lichen Parameter enthalten und wir erreichen das, wenn wir A als 
(nicht relativistisches) ,,freies‘‘ Teilchen wahlen, das sich entlang der 
x-Achse bewegen mége. B andererseits sei ein System, das nur zweier 
Zustande 1 und 2 fahig sein soll. Es sei irgendwie unendlich fest mit 
dem Ursprung des x-Koordinatensystems verbunden. [Ein Beispiel fiir 
B ware ein an einen unendlich schweren Kern (Z = co) gebundenes 
Elektron und die beiden Zustande die zur Feinstruktur fiihrenden 
Einstellungsmoéglichkeiten des Spins.} Bei passender Wahl der Masse 
des Systems A wird die SCHRODINGER-Gleichung von C 


(— “+H, +H'—E)¥=0. (1) 


H, ist der HAmILTOoN-Operator des Systems B, H’ ist die Wechsel- 
wirkung zwischen A und B und ¥ ist eine Funktion von x und einer das 
System B beschreibenden Spinvariabeln. 

Die Behandlung der Gl. (1) kann nun in der folgenden Weise zu 
Unstetigkeiten fiihren: Wir nehmen an, daf fiir x + — o Y eine ein- 
laufende Welle enthalt, die dem System B im Grundzustand (Ener- 
gie = ¢,) entspricht. Beim ZusammenstoB A, B kénnen dann 2 Dinge 
geschehen: 


1. A kann elastisch gestreut werden: Das het8t die Funktion ye 
enthalt eine auslaufende A-Welle und das System B bleibt im Grund-~ 


zustand. 

2. A wird unelastisch gestreut: Das System B bleibt im angeregten 
Zustand (Energie = e, >) zuriick. 

Der ProzeB 1. kann bei jeder positiven Teilchenenergie E > e 
(E = Gesamtenergie) stattfinden, wahrend 2. nur fiir E > € mdéglich 
ist und das entspricht genau der Situation fiir die Anregung von Atomen 
durch StoB. Wir wollen im folgenden zeigen, daB die den Vorgang 1. 
und 2. beschreibenden Amplituden glatt durch den kritischen Wert 
E =e, der Energie hindurchgehen. Die kritische Stelle ist lediglich 
durch einen Verzweigungspunkt in der E-Ebene gekennzeichnet — 
dieser fiihrt aber nicht zu Unendlichkeiten. 


: i 


fe 


1 Fs 4 
aly 
‘ 
oh 
¥ ihe 


‘ sa : 
> x ° 
‘ 


295 


Zum analytischen Verhalten SCHRODINGERscher Wellenfunktionen. 
Zur Lésung von (1) machen wir den Ansatz 
Y= S 4,(2)®,. (2) 
Die GréBen ®, sind hierbei Eigenfunktionen des Operators H,,, namlich 
(@,, Hp ®,,) 3 Om nEn (3) 


und x sind Funktionen von x, die wir zu bestimmen haben. Die Sum- 
mation erstreckt sich ttber » = 1,2. Einsetzen von (2) in (1) liefert 
wegen (3) 


: tn aia En Xn — E Xn + Bs eR in 0 , (4) 
wobei zur Abkiirzung 

Linn(x) = (®,, H’ ®,) (5) 
gesetzt wurde. Wir vereinfachen das Problem wesentlich — ohne dabei 
an Einsicht zu verlieren — wenn wir 


Ly» = Li = 0(%) AK Ly, =Ly.=0 (6) 


setzen. Die d-Funktion entspricht dabei der weiter oben eingefiihrten 
Annahme, da sich das System B bei x = 0 befindet. Die Diagonal- 


glieder fiihren zu ,,potential-scattering’‘ und sind daher nicht von 
Interesse. Mit der Vereinfachung (6) lautet (4) ausfiihrlich geschrieben 


Ui +(E—a) 1 = 0(%) K x 


4 ¢ uf oh 
x2 + (E—€&s) x, = 6(x) K* y,. a 


- 


Gesucht sind Lésungen von (5’) die im negativ unendlich Fernen eine 


wird es im allgemeinen auch auslaufende Wellen mit Teilchenenergien 
E—e, und FE — ¢, geben. Fiir jeden Punkt x + 0 ist (5’) von der Form 


y he _ 2 Re S Ox. 
Die 6-Funktion bei x = 0 kann durch eine Stetigkeitsbedingung ersetzt 
werden. Integriert man namlich (5’) iiber ein beliebig kleines + = 0 
enthaltendes Intervall, so ergibt sich aus der Stetigkeit der Funktion 7 
selbst P : : 
tir— Mu = B ye 
ie * (7) 
Har — fri = K* YX. 


Hierbei bedeutet 7; den lim zy’ und y, den lim 7’. Wir versuchen nun 
x—+—0 x>+0 


fiir ~ den folgenden Ansatz, der sowohl der Ausstrahlungsbedingung 

als auch der Stetigkeit der Funktionen y selbst Rechnung tragt: 
x >0 | 

m= (1 +4) ae 

2 = a, eth* 


x<0 
1 = ete 4 a, e— thx 


(8) 


Ne ag eres 


einlaufende Welle mit der Teilchenenergie E — e, darstellen. Daneben | 


ky, k, sind durch 
| ap | VE —E, 


erklirt und die Konstanten a, und a, sind so zu wahlen, daB die Stetig- 
_keitsbedingung (7) erfiillt ist. Einsetzen von (8) in (7) hefert 
21k,a,—Ka,=0 Hoy 
—K*a,++ 2tkhsa,—K* 
mit der Losung ; 5 
\Ki? Pett (141) 
|K |? +4 hy he 2) | KP + 4h he a 
Damit sind die Amplituden a, von elastisch gestreuter und a, von 
unelastisch gestreuter Welle bestimmt. Die Tatsache, daB Vorwarts- 
und Riickwartsstreuung gleiche Amplitude haben entspricht dem 
wellenmechanischen Satz, daB bei Streuung an einem ee n 
_ Zentrum die Streuwelle kugelsymmetrisch ist. 

Das Resultat (11) 1aBt sich nun leicht in den S-Matrix-Formalismus 
iibersetzen. In dem hier betrachteten eindimensionalen Fall gibt es nur 
Vorwarts - Riickwartsstreuung und wegen der 6-Funktion in (6) ist S 
unabhangig von der Streurichtung. Es ergibt sich daher das folge 
vereinfachte Bild fiir die erste Zeile der S-Matrix . % 


0 fir E<eg, 
(4}S]4) =a, (2|S|4) = = (12) 
4g, fr ES 6, ¥ 


“s 


CS a 


(Die Indizes beziehen sich auf ».) Wir sehen also, daB das Diagonal- 
element der S-Matrix glatt durch die kritische Energie k, = 0 hin- 
durchgeht und da8 sich der kritische Energiewert lediglich in einem 
Verzweigungspunkt bemerkbar macht. 

Die Unitaritat von S(S* S = 1) — die in unserem Fall nichtS4 
anderes darstellt als die Kontinuitatsgleichung fiir den Strom lat sich 
mit Hilfe von (8) leicht verifizieren. Der in das System eingestrahlte — 
Strom ist offenbar k,(1—j|a,|*). Fiir E < e, gibt es keine auslaufende — 
ky-Welle (x, ist exponentiell abklingend und reell!) und der maclnulenes 
Strom ist einfach aus der Streuwelle - 


(1 +a) oh 
zu berechnen. Dies gibt Ay |4 + a, > und man verifiziert leicht durch 
Einsetzen der Ausdriicke (11), daB die Kontinuitatsgleichung 

Ry (1 —|a,|*) = ky |4 + 4, /* 
erfiillt ist. Diese Uberlegung mu8 aber im Fall E > ey abgeandert 


werden, da hier ky reell wird und y, folglich eine auslaufende Welle 
darstellt. Der der k,-Welle entsprechende Stromanteil ist 2k, |a,|, 7 


a vo ‘ ™ 
Dai eae , 
’ a re “a ' 
yes. pee : 


. oa her Wellenfunktionen. 


go ‘es 4 


Tiel ’warts Sshrent werden kann. Dae Bicseteeh von (44) in die fiir 
te - & giltige Kontinuitatsgleichung s 


Ry (4 —|a, |?) = Ay [1 + ay |? + 2hy | ag)? 
ist man die Giiltigkeit von S* S = 4. 
Sita erhalt auch bei Ausfiihrung der Rechnung unmittelbar einen 
Hi nweis dafiir, wie die Diskontinuitat der ,,beobachtbaren’ GréBen 


zustandekommt : Sie liegt im Ubergang von den analytischen a's zu ae 
den Betrigen. Man beachte etwa, daB ry i 


o || KP + 4h ke| —|K|4+ 81K [2R, Ry + 16 BE RE 
fiir reelles und 


[|K P+ 4h Rel =|K t+ 16 Beal? 

fiir imaginiires k,. Man hat ganz allgemein zu erwarten, daB das Aut- 
treten von Verzweigungspunkten fiir gewisse Energiewerte in einer 
cegebenen Matrix S immer das Auftreten eines , meuen, Prozesses‘‘ 
bedeutet. Da S eine Funktion der & und die & ihrerseits Funktionen 
von E sind und da das Auftreten eines Verzweigungspunktes von k 
als Funktion von E eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines’ 
-Schwellenwertes ist, ist die SaORiesy dieses Satzes sicher richtig, 
wenn gleichzeitig 

1 . oe sa 0 . 


¥ 
(R; = Wellenzahl des neu entstandenen Teilchens.) 

SchlieBlich sei noch auf die Tatsache hingewiesen, da das System (1) “oe 
einen diskreten Zustand aufweist. Dieser ist nach bekannten Uber- | ane 
legungen durch die imaginaren Pole von S definiert. Die Pole bestimmen 


osha [KP+4hk=0.  , (13) 


‘Man sieht unmittelbar, da8 zur Erfiillung von (13) %, und k, rein ima- . 
ginar sein miissen, was nur fiir E < ¢, méglich ist. Die Lésung von (13) re 


“ati E=} {e+ e—V(e—a)* + 1[Kpl<e, (14) 


d die zugehérigen Eigenfunktionen haben die Form 


<0 x>O0 
ee 7 
PO Age baad mae [mi l# (15) 
2\ hel n+ \k, — 2) Fel otal 


Herrn Professor HEISENBERG sei fiir die Anregung dieser Unter- 
suchung und viele Hilfe herzlich gedankt. 


Zur Theorie der KikuchizEnveloppen. 


Teil IV. Rechnerische Durdchfiihrung zu Teil II: 
Der Fall des dreifach periodischen Potentialfeldes. 


Von 
Kurt ARTMANN in Hamburg. 
Mit 1 Textabbildung. 


(Eingegangen am 17. Juli 1944.) 


Zur rechnerischen Begriindung der Untersuchungen der vorangegangenen Teile I 
bis III! wird die elastische Streuung einer Elektronenwelle am Kristall [= Halb- 
raum z< 0 mit dreifach periodischem Potential V(x, y, z)] durch Lésung der 
zugehorigen SCHRODINGER-Gleichung (4.101) behandelt. Hierbei wird insbesondere 
der im Hinblick auf die KikucHt-Enveloppen wichtige Spezialfall untersucht, 
daB eine Beugungsrichtung des Oberflachenkreuzgitters ungefahr parallel der 
Kristalloberflache verlauft. 
Es wird der Beweis erbracht, daB solche flach aus dem Kristall austretende 
Elektronenwelle praktisch nur von dem iiber alle x und y gemittelten einfach 
periodischen Potential Vj) (z) beeinfluB8t wird. Aus den sich hieran anschlieBenden 
Rechnungen folgen die beiden bereits in den Teilen I bis III gegebenen Erklarungs- 
moglichkeiten der Kikucui-Enveloppen entweder als Raumgitter-Enveloppe oder 
als Oberflachen-Enveloppe, deren Intensitaten hier annahernd berechnet werden. 
Diese Erklarung der KikucHi-Enveloppen war in den Lamiaschen Rechnungen? 
nicht enthalten, weil Lamia nicht beachtete, daB bei flachem Austritt einer 
Elektronenwelle aus einem Kristall ein Vielstrahlproblem vorliegt. 


1. Problemstellung und Aujstellung der Grundgleichungen. 


Im vorangegangenen Teil III wurde das Verhalten einer Elektronen- 
welle im einfach periodischen Potentialfeld V,,(z) mittels der Methode 
der Talwellen rechnerisch untersucht. Im Kristall ist das auf ein Elektron 
wirkende Potential V (x, y, z) jedoch dreifach periodisch. Deshalb soll 
im vorlegenden Teil IV die Beugung einer aus dem Vakuum (z > 0) 
auffallenden Elektronenwelle der Energie E am Halbraum z< 0 mit 
dreifach periodischem Potential V (x, y, 2) (vgl. Abschnitt 3 des Teiles I) 
behandelt werden. Da sich die im Teil III benutzte Methode der Tal- 
wellen auf ein dreifach periodisches Potentialfeld nicht anwenden laBt, 
so soll der Einflu8 des dreifach periodischen Potentialfeldes V (x, y, 2) 


i Z. Phys. 124, 80, 154 (1947); 125, 27 (1948). Die erste Ziffer der Formel- ) 


nummern von TeillI ist stets eine ,,1“‘, z. B. (1.302). Entsprechendes gilt fiir 
die Teile II und ITI, ° 
* Lamia, E.: Ann, Phys., Lpz. (5) 32, 178 (1938). 
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auf eine Elektronenwelle im BSB KS Teil IV mit der BETHEschen! 

_Methode behandelt werden. Diese besteht in der Lésung der zum 
_ Beugungsproblem gehorigen SCHRODINGER-Gleichung 


AW + 53 (EI-V) ¥=0. (4.101) 


Hierbei soll insbesondere der bisher von LaMLA® unzureichend be- 
handelte, und fiir die Ktkucui-Enveloppe wichtige Sonderfall behandelt 
werden, daB eine B. R.* des Oberflachenkreuzgitters ungefihr parallel 
zur Kristalloberfléche verlauft. 


sd th oa ds sete dat ah Sale 


Diese Rechnungen werden erstens den noch ausstehenden Beweis 
fiir die in den Teilen I bis III benutzte Tatsache liefern, daB eine flach 
aus dem Kristall austretende Elektronenwelle praktisch nur von dem 
tiber alle x und y gemittelten einfach periodischen Potential 


Yolz) = —e Lf fr %,Y,2 jdxdy 


0 0 


beeinfluBt wird (Abschnitt 5b). Auf diese Weise werden die drei- 
dimensionalen Betrachtungen auf rechnerischem Wege auf eindimen- 
sionale Betrachtungen zuriickgefiihrt. Das zweite Ziel des vorliegenden 
Teiles 1V besteht in der Berechnung der Intensitat der Kikucui- 
{ Enveloppen mittels der BETHEschen Methode. Diese Intensitat fiel 
namlich im Teil III unendlich aus (vgl. Abschnitt 6, c des Teiles III), 
weil in den dortigen eindimensionalen Betrachtungen die Wechsel- 
wirkung der in den verschiedenen B. R. verlaufenden Wellen aufeinander 
_ yernachlassigt wurde. Durch ein weitergehendes dreidimensionales 
; Naherungsverfahren, das die Riickwirkungen aller B. R. des Oberflachen- 
kreuzgitters auf die herausgegriffene flach austretende B. R. in Rech- 


nung stellt, werden wir im vorliegenden Teil IV einen endlichen Wert | 


fiir die Intensitat der Krkucui-Enveloppen erhalten. [Formel (4.514) 
_ fiir die Raumgitter-Enveloppe und Formel (4.1018) fiir die Oberflachen- 
Enveloppe. | 

Das dreifach periodische Kristallpotential V(x, y,z) denkt man 
sich durch die dreifache Fourter-Reihe gegeben 


2m ae + mM, V + M2) ¥f 

Tse SE RE a fiir z<o| 

; ea tay (4.102) 
V=o fir z>0 (Vakuum) , | 


1 Berne, H.: Ann. Phys., (4) 87, 55 (1928). 

: 2 Lamia, E.: Ann. Phys., (5) 32, 178 (1938). 

2 Fiir Beugungsrichtung wird genau wie in den vorangegangenen Teilen die 
- Abkiirzung B. R. benutzt. 
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stanten a zugrunde gelegt wird. Nach ent aliceieetes Lismaes 
fahren von BETHE setzt man den Wert (4.102) fiir V(x, y, z) in (4.101) 
ein. Nach Einfithrung der Wellenzahl k durch k? = 2m E/h? [vgl. 
(3.102)] geht die ScHROpINGER-Gleichung (4.101) tm Aufenrau 
by 0, V- ==). tere - 
AVLikPY=0, (z>0). (4.103) 
Die Lésung von (4.103) geschieht unter Benutzung noch zu phe SS 
komplexer Amplituden a,,,,, durch den Ansatz 


2 , 
Vepnes eens ene Shee l(t Fm)=* (hy Sm) 7+ hmm (4. 1 


(mm) 4 


mit 


wi 


km m = |/#8—(he + = m,) — afeee 22 ms). 4.105) ) 


Wegen k2 + kh? + k? = k® [vgl. (3.102)] ist (4.105) identisch mit dem 
im Teil II Berachuieted Wert (2.203): 


Bama = | Bs — 92 (ome + may) — (2) (mt + mi) 


Der Ansatz (4.104) sagt verieedcnan den anschaulichen Uberlegungen _ 
von Abschnitt 2 des Teiles II aus, daB die Beugung der einfallenden 4 
ebenen Materiewelle e“****y?**:*) im Vakuum nur in die diskreten 
FRAUNHOFERschen B.R. des Oberflachenkreuzgitters des Kristalles ge- 
schieht. Wie bereits im Anschlu8 an (2.203) bemerkt, sind die Frame 
yh fiir hinreichend groBe Nummern m,, m, imaginar, die zugehérigen Va- 
kuumwellen also in z-Richtung exponentiell abklingend. In (4.105) kann — 
ersichtlich wegen (2.203) speziell fiir den Index (m,, m,) = (0,0) ge-— 

setzt werden: a 


koo =—h, >0. (4.106) 


Im Kristallinnern (<0) lést man (4.101) unter Einfiihrung eine 
dreiparametrigen Gesamtheit von Koeffizienten A,,,,,,,, und einer 
GréBe x (charakteristischer Exponent) durch den Ansatz 


. 2 
t— (my x + my y + my 2) F 
: » Amine: e* ’ (<0). (4.107) | , 
(my mm) 
Man setze (4.107) in (4.101) ein und driicke in der so erhaltenen Gleichule 
die GréBe E mittels (3.102) durch h® (k2 + % + R2)/(2m) aus und — 
ersetze V durch die rechte Seite von (4.102). Fihrt man ferner die — 
beiden Abkiirzungen ‘ 


ae eRe x+ ky y— x2) 


q =Vooolk*, (4.108) | 
Bu, Ms, My, — Vie, My nl oes (4.109) P 


. “erhalt man es Benutzung a GréBen Ry, »n, eee 
0)! das folgende System von dreifach unendlich vielen linearen 


homogenen Gleichungen fiir die dreifach unendlich vielen unbekannten ba 
Koeffizienten Ay, m,n, bzw. x: ys 


: Mm) Bi ns| Arm, m,— R® q° 2 Bun, — mi, My — M4, my — me A mim, mm, — 0, (4.110) 


a (my my m3) 

ie s0e. Grundgleichungen der dynamischen Gittertheorie. os 
_ Wegen (3.102), (4.102) ist die durch (4.108) eingefithrte GréBe g ma. 
dentisch mit dem bereits in (3.101), (3.105) eingefiihrten Quotienten ave 
mittleren Potentials V und Energie E der auffallenden Elektronen. ae 
in (4.109) eingefithrten GréBen ,,,,.,,, sind als Quotienten je aa 
weier FourteR-Koeffizienten des Kristallpotentials reine Zahlen mit a, 
Booo = 1- - (4.141) van 
ie im mathematischen Anhang gezeigt wird, sind die [B,n,»,,| fiir es 
niedere Nummern (1, m, m3) von der Schima ae 1, aber kleiner ae 
1, wahrend die |f,,,»,»,| fiir hohe Indizes (m} + m; + m3 > 1) wie 


c 
(Brn, ms ms| = Tmt md 


+ e—B (mE + met md) <4 (4.142) 


4 
be 


ausfallen. Hierbei ist c eine Zahl von der GréBenordnung 2 und b 
eine Zahl von der GréBenordnung 1/50 bis 1/100. Fiir m? + ma + m3 > 
e 50 sind daher alle B,,, »,,| praktisch gleich Null. Selbstverstandlich 
k6nnen beim Bestehen von Ausléschungsgesetzen gewisse der By. m,m, — 
auch bei niedrigen Nummern — identisch gleich Null sein. 


2. Allgemeines Verfahren zur Lésung der Grundgleichungen (4.110). 
‘ Die Bedingung fiir die Auflésbarkeit des homogenen linearen Glei- 
chungssystems (4.110) ist entsprechend (3.211) das Verschwinden der 
zagehorigen Determinante 


ie 200 2 2 My Ms Ms | 
He — > ) — im | Sem ne — i. q° Bm,— My, M,— My, Mz— My 


Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir die durch (4.107) eingefihrte 
GréBe x. Um sich einen ungefahren Uberblick iiber die Lésung(en) 
% von (4.201) zu verschaffen; denke man sich das Potential V (x, y, 2) 
proportional zu sich selbst beliebig verkleinert, setze also in nullter 
Ndherung die kleine, in (3.101) bzw. (3.105) angegebene GrofBe g direkt 
gleich Null. Dann reduziert sich die Determinante (4.201) auf das 


=O. (4.201) 


1 ‘Die Forneln des mathematischen Anhangs des Teiles III wurden durch a we 
v vo rgesetztes ,,a‘‘ gekennzeichnet. ti 
Bled Gn! ont os mi 1 fiir (mm, my, ms) = (mj, My, M5); pik eg ™, -( sonst ist das fa 
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Produkt ihrer Diagonalglieder und (4.201) geht uber in 


[]|--Tmf-Bel-0 


(m, Mz My) ‘3 
mit Lésung(en) a ee) 
x=+ Bi. m+ Pe (4.202) _ 


‘te 

Wegen der 3 Indizes m,, mt, ms und des doppelten Vorzeichens besitat 
(4.202) und somit auch (4.201) zwei dreiparametrige Loésungen x. 3 
Es ist nun nur erforderlich in (4.201) bzw. (4.201’) alle diejenigen — 
Lésungen x zu beriicksichtigen, fiir welche der Index m, = 0 ist. Da ~ 
die Richtigkeit dieses Verfahrens von E. Lamia! ausfiihrlich bewiesen 
ist, so soll hier der Grund fiir das Fortlassen der Lésungen x mit m, == 0 
nur kurz skizziert werden: Die unreduzierte (Hitische) Determinante 
(4.201) ist, als Funktion von x aufgefaBt, periodisch mit der Periode 
2n/a. Ist daher x = % irgendeine Lésung der unreduzierten Deter- 
minantengleichung, so sind alle Werte x, welche die Gestalt x = x + 
2m m,/a mit ganzem m, besitzen, ebenfalls Lésung der Gl. (4.201). 
Man setze nun diese einfach unendlich vielen Lésungen x = x + 22 m;/a — 
(—co <m,<-+ oo) nacheinander in (4.110) ein und berechne jeweils — 
die zugehérigen Amplituden 4,,.,,,. Dax im Gleichungssystem (4.110) _ 
ebenfalls nur in der Kombination x — 22 m,/a vorkommt, so erhalt 
man beim Einsetzen der zu verschiedenen Indizes m, gehdrigen Werte — 
x= x + 22m,/a in (4.110) stets dieselben Werte fiir die Amplituden — 
Arn, m,my Wenn diese in passender Weise numeriert werden. Das heiBt — 
es war erlaubt, etwa nur den zum Index m, = 0 gehérigen x-Wert zu 
benutzen. SchlieBlich darf in (4.202) bei dem hier betrachteten unendlich — 
dicken Kristall nur das positive Zeichen beibehalten werden, weil nach — 
(4.107) nur die zum positiven Zeichen gehérige Wellen in den Kristall — 
hinein laufen. Daher besitzt die Determinantengleichung (4.201) in — 
nullter Ndherung (q =) nur zweifach unendlich viele Lésungen, die — 
jeweils durch groBe Indizes M,,.M, gekennzeichnet werden sollen: 
*M,M, = Ry, My» (4.203) a 

und von denen jede einer B. R. (M,, M,) des Oberflidhenreuzpitiera 
zugeordnet werden kann. s 
Da man sich die Lésungen der unreduzierten Determinantengleichung * 
(4.201) stetig aus den Lésungen (4.202) der reduzierten Determinanten- : 
gleichung (4.201’) hervorgegangen denken kann, indem die kleine — 
GréBe g vom Werte 0 bis zu ihrem endgiiltigen numerischen Werte % 
9 = 2-10-4 [vgl. (3.105)] stetig anwachst, so hat auch die unredu- _ 
zierte Determinantengleichung (4.201) im wesentlichen nur zweifach — 


- 
1 Kine ausfiihrliche Begriindung fiir die Zulassigkeit des Fortlassens der s 
Lésungen mit m, + 0 siehe E. LAMra, a. a. O. S 
‘— 


: 


a 
a 
= 
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_unendlich viele Lésungen, die in der Nahe der nullten Naherungen 
~ (4.203) liegen. Denkt man sich diese zweifach unendlich vielen 
B Lésungen #u,m, (4.110) ee so erhalt man auch zweifach un- 
endlich viele Lésungen 4“ mmm die deshalb mit einem oberen Index 
(M,, M,) versehen miissen, der darauf hinweist, zu welcher Losung 
(4.203), d. h. welchem Wellenfeld (M,, My) sie gehoéren. Innerhalb jeden 
Wellenfeldes (M,, M,) soll die Amplitude Aj? jf) die Amplitude der 
Hauptwelle genannt werden, weil diese Amplitude in jedem Wellenfeld 


Daher muB (4.110) ergainzt werden zu 


(ea, MS. = my) Bap iN oi Agian 

2 
= k®q- ‘ fie My, Mie Mem Ba tears =0 : ee 

(my my m5) 2G ee eat wie 
Das Verhaltnis irgendeiner Amplitude =, as Py ae zur Amplitude AF oe 
der ,,Hauptwelle‘‘ des Wellenfeldes (M,, M,) ist durch (4.204) eindeutig 
bestimmt und wird beim allgemeinen Lésungsverfahren dieses Ab- 
schnittes 2 im folgenden als bekannt vorausgesetzt. 

Nach dem Vorangegangenen ist die allgemeinste Lésung von (4.101) 
im Kristallinnern nicht das esme Wellenfeld (4.107), sondern wegen 


der Homogenitat der Differentialgleichung (4.101) irgendeine Linear- 
kombination Poy %y y. (4.205) 


(M, M,) 


der zweifach unendlich vielen Wellenfelder (M,, M,): 


Py — pithy z+kyy—*y, M,?), a AM Mee im? (my x-+m,y + my a (4.206) 
(mi, m‘,m’) 

deren xy, 4, aus (4.201) und deren Amplitudenverhdltnisse LES me : 

) iol aus (4.204) als bekannt vorausgesetzt werden. 

Die jetzt noch unbekannten Amplituden der Hauptwellen Ay, re 
sowie die Amplituden a,, ,,, der Vakuumwellen (4.104) werden im Ab- 
B schnitt 7 mit Hilfe der Grenzbedingungen an der Grenze z = 0 fest- 
gelegt werden. 


3. Geometrische Eigenschaften der Beugungsrichtungen 
des Oberflachenkreuzgitters. 
Ehe das soeben angegebene allgemeine Lésungsverfahren in die 
Praxis umgesetzt wird, ist es zweckmaBig, sich dadurch auf Suan 
schem Wege die GréBe des Austrittswinkels 0, 1, f (SiN Om, m, = Rm, ml ®) 


+ Der: Winkel Dn: ts wird gegen die Kristalloberflache gemessen. 


; 

Bt 

i 
die iibrigen Amplituden AMM (m,, Mz, Ms) += M,, My, 0 im allge- 
meinen an Intensitat iiberwiegt, wie im Abschnitt 4 gezeigt werden soll. 

j 

3 

. 

; 


Bs: 


; i ‘s3 rene Sey patos: ” eae Me" vA 
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der B. R. oe m, des Oberflachenkreuzgitters in Abhangigkeit von ihren 
Indizes m,, m, klarzumachen, daB man jeder B. R. (m, My) einen 
Gitterpunkt der (m, m,)-Zahlenebene zuordnet, und deshalb im fol- 
genden auch die Bezeichnung B. R. fiir den zugehorigen Zahblengitter- 
punkt benutzt. 
Wegen (4.105) sind die B..R. reell oder imaginar oder treten exakt 
tangential aus (Rm, ™, = 0), je nachdem sie im Innern oder im AuBeren 
oder genau auf dem Kreise : 


(my + 22)" + (my + 22) = (52) (4.301) 


2m 256 2% 


der (m,m,)-Ebene liegen (Abb. 1). Wegen (4.301), (3.104) ist der Radius R 
dieses Kreises R = k- a/(2m) = q--C/(2a) ¥ 7? >1. i 

Unter dem im folgenden besonders” 
interessierenden tangentialen Austritt einer 
B. R. (m,, mz) wird man nach den Unter- 
suchungen der Teile II und III sinnge- 
maB verstehen, daB die Energie Ei = 
i? oF, me|(2m) der zur B. R. (m,, mg) ge- 
hérigen (in z-Richtung verlaufenden) Tal- — 
welle (1, m ) von der GréBenordnung der — 
GipfelhGhe W, des Potentialgebirges Vo (z) — 
oder kleiner ist. 


Abb. 1. Darstellung der B. R. des 


Oberflachenkreuzgitters in der h? g? . 
(m,, m)-Zahlenebene mittels des ee ae E'=W., ’ 
Kreises (4.301). 2m Ry 0» (4 302) 


also der Fall des ,,gebundenen Elektrons“ vorliegt. Nach Teil I, Abb. 2 © 
und 3 ist gréSenordnungsmabig W, ~ 3-V =3-(V/E)-£. Ersetat 
man hierin V/E mittels (3.101) durch g, und E durch die rechte Seite — 
von (3.102), so wird gréBenordnungsmaBig: Wy e 3 -q- h® - k®/(2m). — 
Wegen dieser Abschitzung verlangt also (4.302), daB beim tangentialen | 
Austritt: gh),,, von der Gré8enordnung 3-k®-q¢ oder kleiner ist. Oder, 
da Rin.m, UNA gq, m, Sich nach (2.503) um den Wert 2m]/h? unter- 
scheiden, daB |k¥,,,,| ebenfalls von der GréBenordnung 3 - 2g oder — 
kleiner ist. Bezeichnet man im folgenden die Indizes einer streifend aus-— 
tretenden B.R., des Oberflachenkreuzgitters stets mit den Indizes (s1, Sy), So ist 
Si 8: ' . 

baw. | gs, 5, von der GréBenordnung }3 -k-ghoder kleiner. 43 : 

Da mit Hilfe von (4.105) leicht nachzuweisen ist, daB irgendeine 


B.R. (mm, mg) mit Wellenvektorkomponente ,,,,,, den kiirzesten 
Abstand 


beim streifenden Austritt die z-Komponente |k 


oe atk (4.304) 


ae Se ak il te 
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~ vom Kreise (4.301) besitzt, sofern kj, ,,, <k? ist, so hat cine tangential 
austretende B. R. (s,, sz) [fiir welche nach (4.303) |k2 | S3-k2q << k2 
ist] einen Abstand, 9 <3-k-a-q/(4x) =3q)-C/(42) & 29! < AY 
vom Kreise (4.301). 

Wir schlieBen den Sonderfall aus, daB bei gewissen Einfallsrichtungen 
k,:k,:—Roo der Primarwelle ein zu (s,, s,) benachbarter Zahlengitter- 
punkt ebenfalls einen Abstand & g) vom Kreise (4.301) besitzt, was 
im allgemeinen stets méglich ist. Nach dem Vorangegangenen bedeutet 
dies, da8 wir den gleichzeitigen tangentialen Austritt zweier verschie- 
dener B. R. ausschlieBen wollen. Wir nehmen also bei den folgenden 
Rechnungen stets an, daB genau eine B. R. (s,, 8) des Oberflachen- 
kreuzgitters tangential austritt. Dann diirfen wir zufolge Abb. 4 
annehmen, da8 die zu (s,, s,) benachbarten Richtungen (m,, mg), d. h. 
die Richtungen, deren Indizes (m,, m.) sich von (sj, s3) nur um wenige 
Einheiten unterscheiden, vom Kreise (4.301) einen Abstand @ von der 
GréBenordnung 1 besitzen. Ihre z-Komponente hat nach (3.104), 
(4.304) (mit @ = 1) die GrdéBenordnung 


| Rm, m,| AY R- gt (4.305) 
[(m, My) ZU (sy, $2) benachbart]. 
Der Austrittswinkel #,,, ,,, dieser benachbarten B. R. ist daher von der 
GréBenordnung g§ <1. Da die beobachteten Krkucu1-Enveloppen stets 
niedrige Indizes s,, s, tragen, nehmen wir im folgenden an, daB s, bzw. 
Sy eine der miedrigsten ganzen Zahlen etwa 0, +1, +2 ist. Dann ist die 
(uneigentliche) B. R. (0,0) zu (s,, ss) benachbart, so daB ihr Austritts- 
winkel #,, und somit auch der Einfallswinkel #), der Primarwelle 
é(t)t) von der GréBenordnung ¢! ist. 

Da nach (4.105) Rum, = Fé,s, + Rmm, — Res. = Fis, — (4z/a) X 
[R, (my — S,) + , (my — So)] — (22c/a)? (mi — sj + mz — 53) ist, und da 
nach (4.303), (3.104) fiir die hier interessierenden Nummern (m,, mg) 
die zu (s,, $3) benachbart sind, der 3. Term der rechten Seite der letzten 
Gleichung genau wie der 1. Term von der Gréenordnung k?- q ist, 
so kénnen beiden Terme gegen den mittleren Term, der nach (4.305), 


(3.104) von der GréBenordnung k?- q’ ist, gestrichen werden, so dab 
Rim, m, = (420/a) [, (Sy — My) + Ry (So— me) | (4.306) 
[(m,, Mz) ZU (Sy, Sg) benachbart] 


ist. Fiihrt man an Stelle von m; mittels s; — m; =; einen neuen In- 
dex 1; ein, so geniigen die k,; wegen (4.306) fiir kleine |; der Gleichung 

Pee fale Ng ae as. uss (4.307) 
die im Abschnitt 9 benutzt wird. 


+ Hierbei ist (3.104) benutzt. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 20 


“oo eR ae Re. se SS EK MAS Bie Or ry ete 


4 5 Re . 
A SS cn fer cah cies: ote 5 he “ 
i a7) bs ia 7. Le 
wong re fords 


Sad 
_ Kurt ARTMANN: ie 


ies Die 


4. Nachweis, daB beim tangentialen Austritt ein Vielstrahlproblem aiken 

Das allgemeine Lésungsverfahren der Abschnitte 1 und 2 1aBt sich 
deshalb nicht in voller Strenge in die Praxis umsetzen, weil (4. (4.204) 
ein System von dreifach unendlich vielen linearen Gleichungen fir 
dreifach unendlich viele Unbekannte ist, das sich nicht in aller Strenge © 
auflésen laBt. Um sich einen ungefahren Uberblick iiber die Lésungen — 
von (4.204) zu verschaffen, denkt man sich die nullten Naherungen — 
(4.203) fiir xy, 4, in 4: 204) eingesetzt. Wegen g <1 folgt dann, dab 
alle Verhdltnisse AMM, /Alr iio klein gegen 1 ausfallen, mit Aus- 
nahme derjenigen Verhialtnisse, fiir welche der Ausdruck 


2. Ne 2 3 
(az u,— = ms) —Rm,m, Yoo der ‘ 


(4.401). 
GréBenordnung k?-g oder kleiner 


ist. Im Falle (M,, M,) =(0,0) bedeutet (4.401) unter Beachtung von — 
(4.106) das (ungefahre) Erfiilltsein der Braccschen (Laveschen) Be- 
dingung (2.302) fiir Anregung der Raumgitterinterferenz (#1, m1, m3). — 
Der Fall (M,, M,) + (0,0) ist in der vorliegenden Arbeit ohne Interesse, * 
wie im Anschlu8 an (4.705) gezeigt werden wird. is 
Zur naherungsweisen Lésung von (4.204) und zur Bestimmung von 
#m,m, in erster Ordnung setzt man dann in (4.204) alle y, bois iY == ON 
mit Ausnahme derjenigen Amplituden, fiir welche (4.401) erfillt ist. — 
Hierdurch reduziert sich (4.204) auf ein lésbares System von endlich — 
vielen linearen Gleichungen mit endlich vielen Unbekannten. Im ein- 
fachsten Fall ist (4.401) nur fiir den trivialen Index (m,, my, m3) = 
(M,, Mg, 0) erfiillt. Dann iiberwiegt in jedem Wellenfeld die Amplitude — 
Aho alle iibrigen (Einstrahlproblem). Aus diesem Grunde wurde — 
Axe 0 als Amplitude der Hauptwelle bezeichnet. Der Fall, daB (4. 401) ; 
auBerdem noch fiir eine weitere Indexkombination erfiillt ist (Zwei- ¢ 
strahlproblem), wurde von BETHE! behandelt. ; 


" Wir zeigen jetzt, daB die Bedingung (4.401) in dem in dieser Arbeit q 


AN behandelten Fall des tangentialen Austritts einer B. R. (s,, sy) des . 
ni Oberflachenkreuzgitters stets fiir mehrere Indizes erfiillt ist, daB also — 
ee" beim tangentialen Austritt einer B.R. des Oberflichenkreuzgitters cin 
th b, Vielstrahlproblem vorliegt. 

aa Zu diesem Zweck soll zunachst gezeigt werden, daB bei irgend einem — 
i vorgegebenen reellem ky, y, sich stets eine ganze Zahl mis angeben laBt, 

i, fiir welche der Ausdruck (Ryy, yy, — 22 m/a)® von der GréBenordnung ; 


k® q oder kleiner ist: Falls namlich zufallig Ray, 4, = 22 ms/a mit gan- 
zem mz ist, So ist diese Aussage trivial. Sonst mége die GréBe ky, 7,a/(2m) _ 
im ungiinstigsten Falle gerade zwischen den beiden ganzen Zahlen — 

« 


1 Betue, H.: a. a. O. 


<  e 


A? 
ot: rit Aa 


Xe 


ar ise : ne % 
ey E; o cy Pe ” Zur ; Theorie a bal o: s-Enveloppen. Iv.» 
ey maa Ms, ay 1 liegen, also Ru, m, = 2a(ms + 4)/a sein. Dann wird 
der betrachtete Ausdruck (Ryy, 4, — 22% m,/a)? = (x/a)?. Unter Beach- 
_tung von (3.104) wird dieser Ausdruck gleich 2 k® g/(C? = k? q/2, was 
mu zeigen war. Uberdies wird ersichtlich der Ausdruck (Rar, m, — 2 m}/a)® 
_ fiir diejenigen Indizes mj, die von dem soeben betrachteten Index m 
um einige wenige Nummern abweichen, noch immer die ace 
_ ordnung k?-¢ besitzen und erst dann wesentlich gréBer als k? - g aus- 
~ fallen, wenn |ms;— ms| > 1 ist. 
Daher werden wegen (4.303) alle diejenigen Ausdriicke (4.401) 
_ beim tangentialen Austritt einer B. R. (s,, s,) die GréBenordnung k? - ¢ a i 
_ oder kleiner. haben, deren Indizes m,, m, sich auf die streifend aus- fo 
-tretende B. R. (sj, Sg) beziehen, und deren 3, Indizes mg, in ae Nahe 
der ganzen Zahl 
ré ig — |*Me Mee! f 


—_ 


(4.402) 


_liegen. Daher miissen auch bei der umseitig skizzierten naherungs- | 
_ weisen Lésung des Systems (4.204) auBer Aj 4, alle diejenigen Am- 
_ plituden Diy od als” von Null verschieden angenommen werden, deren : 
Index m, nahe bei Ms liegt. Hiermit ist gezeigt, daB beim tangentialen cae 
_ Austritt einer B.R. des Oberflachenkreuzgitters stets ein Vielstrahl- es 
problem vorliegt. Dieser Umstand, der von Lara nicht beachtet wurde, 
macht zwar die folgenden Rechnungen ziemlich kompliziert; er bildet 
_ jedoch, wie in den folgenden Abschnitten gezeigt wird, die Grundlage 
fiir die Theorie oa KrkucHI-Enveloppen. Da die Grenze zwischen den 
_ Amplituden AM.™, die wegen m, * m; mit beriicksichtigt werden 
-miissen, und den Amplituden 42%, die wegen |m;— m3| > 1 ver- 
_ nachlassigt werden diirfen, nicht scharf zu ziehen ist, so werden wir 
- beim tangentialen Austritt der B.R. (s,s) alle einfach unendlich 
vielen Amplituden 4¥: i,m, Mit laufendem m, (—co<m,< + oo) im 
System (4.204) beibehalten. 
Macht man noch die zusatzliche sogleich zu begriindende Voraus- 
setzung, daB in jedem Wellenfeld (M,, M,) = (s,, s,) der Ausdruck 


(kur, m, — 2 M3/a)? — | ae > k’ q fiir alle Nummern (4.403) 
m, und (my, Mm) = (My, Mz), (51, $0) 


ist, so kénnen in nullter Naherung beim tangentialen Austritt der B. R. 
(Ss, Sa) in jedem Wellenfeld (My, Mz) + (s;, S2) alle Amplituden auper 
den oben angegebenen einfach unendlich vielen Amplituden AM: Me 
(—c< m,<+0) sowie auger der Amplitude AM Mio Ws klem bei- 
- seite gelassen werden. Begriindung von (4.403): Im Spezialfall (M,, M>) = 
(0, 0), der im folgenden alleine interessieren wird, bedeutet (4.403), daB die 


‘ hi 
+ [] bedeutet die nachstliegende ganze Zahl. ss ‘ 
20* 


308 Kurt ARTMANN: 


Bracasche Bedingung fiir keine weiteren Indizes als die soeben betrach- 
teten einfach unendlich vielen Indizes (s,, Sy, #3), wobel — co < mz < + ©0, 
erfiillt sein soll. Da die Kikucui-Enveloppe nach v. Lave die Einhiillende 


der zu diesen Indizes gehérigen einfach unendlich vielen Kegel ist, so be- 


deutet (4.403), daB die Umgebung des Schnittpunktes der Enveloppe mit 
einem Fremdkegel, d. h. einem Kegel, dessen erste beiden Indizes nicht 
(s,, $9) sind, als von geringem Interesse ausgeschlossen werden soll, was 


im allgemeinen ja méglich ist. Der Fall (M,, M,) + (0, 0) ist hier ohne 


Interesse, weil die Wellenfelder (M,, Mz) + (0,0), (sy, Sg) nach der spater 
herzuleitenden Formel (4,704) praktisch die Intensitat 0 besitzen. 


Uber die Streichungen, die in dem bei den letzten Betrachtungen | 


ausgeschlossenen Wellenfeld (M,, M,) = (s;, s,) statthaft sind, soll im 
Abschnitt 9 die Rede sein. 


5. Berechnung der Wellenfelder (M,, Mz) = (sy, So) 
bei streifend austretender B.R. (8,, S2) in nullter Ndaherung. 


a) Aufstellung des reduzierten Gleichungssystems. Nach den all- — 


gemeinen Betrachtungen der Abschnitte 1 bis 4 kommen wir nunmehr 
zur Losung der beiden wesentlichen Probleme des Teiles IV, naimlich 
4. zur Reduktion der dreidimensionalen Betrachtungen auf eindimensio- 
nale Betrachtungen (Abschnitt 5b), 2. zur Berechnung der Intensitat 
der Kikucu!-Enveloppen durch Beseitigung der in den Formeln (3.508) 
bzw. (3.5414) des Teiles III auftretenden Unendlichkeitsstellen. Die 
Intensitat soll fiir die Raumgitter-Enveloppe im Abschnitt 5e und fiir 
die Oberflachen-Enveloppe im Abschnitt 10 errechnet werden. Zu _ 


3 
2 


diesem Zweck beriicksichtigen wir im Gleichungssystem (4.204) nach 


dem im vorigen Abschnitt angegebenen Verfahren in jedem Wellenfeld 
(M,, M,) + (s,, ss) nur die einfach unendlich vielen Amplituden 42% 


Sy S_™Mq 
mit laufendem m, (—oo< m,< + cc) sowie die Amplitude An Mo 
der Hauptwelle als wesentlich von Null verschieden (= nullte Nahe- 
rung). Dann reduziert sich das System (4.204) auf die einfach unendlich 


vielen linearen Gleichungen 


(es, M, — = ms) — ki, + [40 - - ; 
~ BT 2 Boom — m m Ani = Req: Bs, — Mo Mamie MF 0 ai 

und die eine Gleichane 

eu, at, — Ri, u,—F* q| AM M, M o=k*q¢>' 2, Pat, mi Ng, Bg Bi ok As tans (4.502) © 

(4.501) und (4.502) bilden ee ae ein System von N (= co vielen) 

linearen homogenen Gleichungen fiir N (= ce viele) unbekannte Am- 


M, M, M, M, : aad 
plituden Ag yin, bzw. Ady’ ar, 9 SOwie den charakteristischen Exponenten — 


_%m,m,- Denkt man sich den charakteristischen Exponenten durch Null- 
_ Setzen der zugehérigen Determinante als bekannt, so ist (4.501) nach 
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eae M,M, F . : ‘ : 
Division durch A uM, M.o €in System von einfach unendlich vielen linearen » 


_ tnhomogenen Gleichungen fiir ebenso viele Unbekannte 4™1™ jaw rr 


Sy Sy My 


(—co< m3,<-+ co), die hieraus eindeutig berechnet werden kénnen. 


b) Losung des reduzierten Gleichungssystems (4.501). Die Lésung 
des unendlichen Gleichungssystems (4.501) kann auch nicht naherungs- 


weise durch eine einfach iibersehbare Formel angegeben werden. Denn | 


Se TT M,M.;4M,M, _; : 
die Unbekannten 4, }",;/Agr y¢20 Sind alle mit Faktoren der gleichen 
GréBenordnung &® - g multipliziert, soweit — was alleine interessiert — 


ms ms; ist, so daB keine Streichungen innerhalb des Systems erlaubt 


sind. 
Es ist gliicklicherweise fiir die vorliegenden Zwecke nicht erforderlich, 
die Lésungen Ageia Aas von (4.501) (bei bekannt vorausgesetztem 
*m,m,) explizit zu kennen. Denn uns interessieren nicht die einzelnen 
Verhaltnisse AS ae lal adi sondern nach (4.206) die aus ihnen ge- 
bildete Funktion 


2 


- 22 
1 —ix z M,M, 1—— Mg, 2 . 
Fy, M, (z) =a 4M uM: = M, M: . oe Pe ep Ps Ms -eé a : (4.503) 


M, Mz 0 (ms) 


Da das System (4.501) mit dem im mathematischen Anhang des Teiles III 


aufgestellten System (3.a17) identisch ist, wenn gesetzt wird W giteia, 


Ax Mio > Ly, Booms fae p cae: Moe k,, Bone +e Peat PCr op wax 0c Mane 
— P,, so laBt Fy, y,(z) nach dem auf S. 56 des Teiles IIT angegebenen 
Zusammenhang in der Nahe der Talsohlen M, des gemittelten Potentials 


Vjo(z) die Darstellung 
FY? ap, (z) = eh MeL es 4 ys elas") (4 504) 


zu. Im Teil III wurde die linke Seite dieser Gleichung mit F,””) bezeichnet) 
-Hierbei bedeuten « und v Konstante, die identisch mit den gleich- 
benannten Groen des Teiles III sind [vgl. (3.601)]. Diese haben wegen 
des auf S. 56 des Teiles III angegebenen Zusammenhangs! die GréBen- 


- ordnung 
u|,|v| a+ Bs, —M,, 52—M:,ml (COS %s, 5, @— COS %M, M, 4) - (4.505) 


Die in (4.504) auftretenden Wellenzahlen g, ,, errechnen sich aus den 
in (4.105) angegebenen Wellenzahlen k, ,, mittels 


gs,, = VR. + 2m? (2.503) 


(—W, ist der Wert des gemittelten Potentials Vj9(z) an seinen Tal- 
sohlen). 


1 Namlich daB F(z) die GréBenordnung P,/(cos %m, m,@— Cos ky a) besitzt. 


§ 
,* 
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systems (4.501) mit dem Gleichungssystem (3.a17) der Bewets erbracht 
worden, daB eine streifend austretende Elektronenwelle oy nur von — 


‘diesem Zweck miissen zundchst die FourtER-Koeffizienten B, — ay, 5, Mam 


. cca ¥ a pee 
“ ip “iy hy 


Insbesondere ist durch die soeben erkannte idee des ail. 


dem gemittelten Potential 


Veolia | Ve 5.) a= dyer ake 5 i 
00 (m,) : 

beeinfluft wird. Wir kommen nunmehr zur Berechnung der Intensitat — 
der Raumgitter-Enveloppe: 


c) Abschdtzung der FouriER-Koeffizienten B..— y,, s,— Mm Zu 


und somit die Funktion (4.504) abgeschatzt werden. Wir machen ~ 
hierbei die im AnschluB an (4.304) als berechtigt erkannte Voraus- — 
setzung, daB auBer der einen B. R. (s,, 52) keine weitere tangential’ 
austritt. Dann sind die | Ry,, 4,| nach den zu (4.305) fithrenden Betrach- — 
tungen von der GréBenordnung k- g! oder gréBer®, also wird der in 
(4.402) berechnete Index mi, > [kagt/(2m)]; oder wegen (3.104) 
Mm, >q-* =~ 8, wenn der numerische Wert (3.105) fiir g benutzt wird. 
Nach (4.112) sind somit alle 6, — ss, s,—.,,m, und somit alle in (4.501) _ 
auftretenden f, _ y, s,— M,, m,» Soweit sie mit einem wesentlich von Null 
verschiedenen Faktor versehen sind (d. h. soweit |m, — m | nicht groB © 
gegen 4 ist), von der GréBenordnung 1/50 bis 1/100 d.h. von der GréBen- 
ordnung gq! oder kleiner, also gilt die rein numerische Beziehung: 


- Bs,— My, s; — Mz, m, Von der GréBenordnung gq! oder kleiner, (4.506) 


wahrend die fy), von der GréBenordnung 1 sind, soweit man sich auf 
Indizes |»| beschrankt, die nicht gro® gegen 1 sind. 
d) Abschdtzung der Funktion (4.504), falls |cos x,,., @— COs xy, M,| + 


<1. Wegen (4.505) hat die Funktion Fy, yy, (2) (4.504) speziell an der 
Stelle z= 0 die GréBenordnung: 


Fy, at,(0) 5 Bs— af, ie OM (4.507) 7 


Durch Differentiation von (4.504) an der Stelle z= 0 folgt ferner 
Fir, m,(0) = — 4 85, , (% —v). Da |g,,,,| genau wie |R,,.| bei tangen- 
tialem Austritt nach (4.303) die GréBenordnung &-g! hat, so wird 
nach (4.505) 


Fy;,u,(0) von der GréBenordnung Bs,—M,,%2—Mam.®G*, (4.508) 


wenn bei dieser Abschatzung cos %,, ,, @— COS Xx, 7, @ & 1 gesetat wird. 
Dieses Ergebnis wird in den folgenden Abschnitten benutzt werden. 


oe} 


a 
1 Exakte Definition des tangentialen Austritts siehe (4. 303). : 
* Der Fall des GréBerzeichens tritt ein, wenn (M,, M,) nicht mehr ZU (Sy, Sg) 
benachbart ist, also steil austritt. 


~h, 


Eee Wt : wort: 7 ti 
¥ ym ee ata “iy aK 
pops Bia Ly 
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& (4.505), ), (4. oa ist la, Nien also auch ier a (z)| <1 und 
a nit auch die Verhiltnisse AM 1 AM tg <1. Deshalb a die rechte 
‘ Seite von (4.502) sehr klein gegen k?- g - AM 7a aus. Daher mu8 der 
ktor von Ajj 47) auf der linken Seite von (4.502) praktisch gleich 
0 sein: 


*M, M, = Var, mu, + R*qt. =, (4.509) 


eotch (4.509) ist der bisher noch unbekannt gewesene charakteristische 
E ponent % 7, 7, berechnet. (4.502) war also ein Ersatz fiir die Deter- 


die unwesentliche Korrektion 2 - qg unter dem Wurzelzeichen, so wird 
cd  &#uyM,=Ru,M,- (4.540) 
_ Unter Beachtung von (4.503) ergibt sich schlieBlich durch Einsetzen 
von (4.503) in (4.206), daB die gesamte Wellenfunktion Vy, x, (My, My) = 
(S,, Sg) in der hier angestrebten Naherung bei alleiniger Beriicksichtigung 
der Amplituden P, beplaate und der Amplitude Aye ace die Gestalt 


. 238 : rf 
Fa = Ate etary {EM MOM 
2 M, 


ey hee (4.544) 


Fe * Beata} 
besitzt. Hierbei kann Fy yy,(z) nicht fiir alle z explizit angegeben 
‘ae wohl aber gilt an den Talsohlen M, des gemittelten Potentials 
Voo(z) die Darstellung (4.504) fiir Fy, yy, (2). 


e) Abschétzung der Funktion (4.504) fiir |cos x,, ,, 4 — COS #m, m, 4 v 04) 

Um diesen in d) ausgeschlossenen Sonderfall zu behandeln, der auf 

die Intensitatsberechnung der Raumgitter-Enveloppe fiihrt, beschranken 
wir uns auf den im folgenden allein interessierenden Fall (Mj, M,) = 

(0, 0). Die Wellenfelder (M,, M,) + (0,0) kénnten ganz entsprechend 

behandelt werden. Beachtet man, daB x), wegen (4.510) in der Nahe 


der Stelle x), =—, liegen muB, so ist dieser Sonderfall praktisch 
identisch mit der Bedingung (2.301) fiir das Auftreten der Raumgitter- 
_Enveloppe. 


Um % 9 sowie « und v wenigstens gréBenordnungsmaBig zu berech- 
nen, beachte man, daB die Amplitudenverhiltnisse A: |Aj7 iyi 9 Wegen 
(4.503) die GréBenordnung der aus ihnen gebildeten Funktion aA om, (2) 
(4.504), also die GréBenordnung der w und v besitzen. Deshalb muB die 


rechte Seite der durch A ¥' 37’ 9 dividierten Gl. (4.502) die GroBenordnung 


Be “q- Bu, —s,, M,—s,m,°% besitzen: 
+ Kho Rot Hg + Gg p_s,,—s,-m,"% TT- (4.542) 


7 : Wegen des Fortlassens des negativen Zeichens beim Wurzelziehen s. S. 302. 
+f In dieser Formel sowie in den folgenden Formeln dieses Abschnitts ist zum 
‘Spezialfall (M,, M,) = (0,0) iibergegangen worden. 


* 


« 
4 


A. 


-minantengleichung (4.201). Vernachlassigt man in (4.509) wegen (4,305) - 


A tee ee tas 


5 it be Kurt ARTMANN: — ' 


Da nach (4,303) das erste Glied der rechten Seite von (4.512) groB 
gegen die beiden iibrigen Glieder ist, so wird nach Multiplikation mit a: 


Hyg 4 FY Rgga + Rk? gal(2Roo) + OP a ictk cam Ual(2Roo)- (4-543) 


Wir fassen die Gl. (4.513) und die Gl. (4.505), die man sich nur fir 
die Konstante u hingeschrieben denken mag, als 2 Gleichungen fiir die — 


beiden Unbekannten % , und w auf. 


Um xo, zu eliminieren, bilde man von beiden Seiten der Gl. (4.5143) ' 


den cos, wobei man das zweite und dritte Glied der rechten Seite von 


(4.513) als klein gegen 1 voraussetzen darf: 


gat +B, sm 


COS %y9 @ FY COS Rog a + F —sinkg a. 
00 


Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in die Gl. (4.505) ergibt sich die 


folgende Bestimmungsgleichung fiir «: 


Bs, se, 


cos ON — cos ky, a — k?ga (i+ a m, #)* sin Roo 4/(2R oo) 


»— Say — 


Hieraus ergibt sich unmittelbar fiir u? an der Stelle cos x, . a —cos Ryg a= 


k?qga-sin Rog a/(2ko,), an der w? ein scharfes Maximum besitzt, der 
Wert wu? % 2Roo/(k2 7 > a Sin Rog @). Wegen (4.401) ist der sin x) a von 
der GréRenordnung 1. Da ferner ky, nach (4.305) die GréBenordnung 
k- q* besitzt, so ist wegen (3.104): 


wag iC, (4.515) 


also numerisch wu? ~ 2. Durch Einsetzen von (4.515) in (4.513) kénnte 


man dann noch x», berechnen. Im Resonanzfall (2.301) sind demnach 
die Abschatzungen (4.507), (4.508) (||, |v|<41) nicht mehr giiltig. Die 


Funktion (4.504) wird zwar nicht unendlich, wohl aber von der GréBen-— 


ordnung 2. Durch diese Abschatzungen ist bewiesen worden, daB die 
Intensitat der in (3.601) errechneten Raumwelle Fy” im Falle (2.301) 
nicht mehr unendlich wird, wenn die im Teil III vernachlassigte und 
hier beriicksichtigte Riickwirkung der iibrigen B. R. auf die flach aus- 
tretende B. R. (s,, sy) in Rechnung gestellt wird. 


6. Aufstellung des Wellenfeldes ¥.. in nullter Ndaherung. 
Das Wellenfeld % ., nimmt in zweierlei Hinsicht eine Sonderstellung 


~ gegentiber den iibrigen Wellenfeldern Pu, a, (M,, M,) + (s,, 82) ein. 


Einmal geht die in den Formeln (4.501) und (4.502) des Abschnitts 5 
aufgetretene Hauptwelle Aj! Mio fiir (My, M,) =(s, Sg) in. A}Sto tiber 
und ist daher schon in den Alta, enthalten. Daher brauchen nach 
dem Verfahren der Abschnitte 4 und 5 im Gleichungssystem (4.204) 


fiir (M,, My) = (s,, so) in nullter Naherung nur alle einfach unendlich — 


Le 2 al a? a, : 


ir -_ Bie? Sas 


atid LOO Le ae Ale 
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vielen Amplituden ASS m, (— 00 < mg <-+ ov) beriicksichtigt zu werden, 
ee daB sich (4.204) auf das folgende System von einfach unendlich vielen 
_linearen homogenen Gleichungen fiir die Unbekannten ASS m, und den 


-charakteristischen Exponenten Xs, Teduziert: 


¢ fs, i ae = ms) — | Assis, — k*q- NY |, Sep AELT Mapa == 0." (4.604) 
a . (ms) 

Zweitens war die Annahme (4.403) auf Grund derer keine weiteren 
als die in (4.501), (4.502) hingeschriebenen Amplituden in nullter Nahe- 
rung beriicksichtigt zu werden brauchten, bisher nur im Falle (M,, M,) + 
(sy, Sg) als berechtigt erkannt worden. Es bedarf daher noch einer 
Untersuchung, ob im vorliegenden Falle (M,, M,) = (s,, ss) nicht noch 
weitere als die in (4.501) hingeschriebenen Amplituden A$ $,,, wesent- 
lich von Null verschieden sind und deshalb auch schon in nullter Nihe- 
rung im System (4.601) mit beriicksichtigt werden miiBten. Wir werden 
im Abschnitt 9 erkennen, da8 dies im allgemeinen nicht der Fall ist, daB 
also in der Tat die in (4.601) hingeschriebenen Amplituden A;'%,,, alle 
iibrigen Amplituden A> *), ,,, (, M2) + (s;, Sg) tiberwiegen, und daB daher 
im allgemeinen die Reduktion von (4.204) auf (4.601) erlaubt ist. Nur im 
Ausnahmefall (2.301), der bereits im vorigen Abschnitt 5 eine Rolle 
_ spielte, mi8ten in nullter Naherung noch weitere Amplituden bertick- 
sichtigt werden. Wir wollen diesen Ausnahmefall jedoch bis auf den 

Abschnitt 9 zuriickstellen und zunachst das System (4.601) behandeln: 
| Da |x,,,,| die GréBenordnung |,.,.|, also nach (4.303) die GréBen- 
ordnung k- g besitzt, so haben alle Koeffizienten (x, ,, — 27 ms/a)? — 
k2 .., 2-9 Boom,—m, fair die ersten, Nummern |m | wegen (4.303), 
(3.104) nach dem auf S. 306 angegebenen Verfahren die glezche GréBen- 
ordnung k? - g. Deshalb lassen sich die Unbekannten A§'5?,,,, %s,s, nicht, 
wie LAMLA! es tat, ndherungsweise dadurch berechnen, daB man die 
k® q+ Boom,—m, als klein gegen (27/a)? ansieht und entsprechende 
Streichungen innerhalb des Systems (4.601) vornimmt, sondern zur 
Berechnung der A$ %,,,, %s,s, mu genau wie im Abschnitt 5 das unge- 
dinderte System (4.601) beibehalten werden. Dies bewirkt, dafi man zwar 
keine handlichen Endformeln fiir die A}'%?,,, und ~,,,, angeben kann. 
Wohl aber sind diese GréBen durch (4.601) theoretisch eindeutig be- 
stimmt. 

) 


1 Lamia, E.: Ann. Phys., Lpz. (5) 32, 178 (1938). In den. Rechnungen, welche 
an die Lamiaschen Formeln (38b) anschlieBen, werden die GréBen a, q/(n?« c*), 
n=+1, +2... gegen 1 vernachlassigt. Da man leicht nachpriift, daB diese 
GréBen in unserer Bezeichnungsweise hk? a? q+ Boom,—mi/(2% mz)” lauten und 
daher nach (3.104) fiir die ersten Nummern m, die GroéBenordnung 1 haben, so 
ist diese Vernachlassigung nicht erlaubt. 
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Genau wie im Abschnitt 5 interessieren vt a Si rstaee n AMS, » 
%,,s,, sondern nach (4.206) allein die aus awe gebildete Funktion fe) 


fle) =e AR 8 (4. 602) 

(ms) 

Da das System (4.601) mit dem System (3.a10) identisch ist, falls in| 
(3.410) ersetzt wird B,—> Boo mg Pm, ms —> Rs, sy» %m, ms > Ks, 559 Ny > Assim i, 
also im eindimensionalen Falle die Bewegung eines Flektrous, das im> 


Vakuum die Wellenzahl k,,,, hat, im ett Potential 


a 
Yoo (2) = ai V (x, y,2)dxdy = — 7: #29) Boom * =. 3 
00 (ms) 
betrachtet wird, so kann die Funktion f(z) dem auf S. 55 des Teiles nt 
angegebenen Zusammenhang zufolge (3.412) in der Nahe der Talsohlen — 
M, (2 =— va) von V,,(z) dargestellt werden in der Form 


i) =F ei? 15 #{ eit, 5.1 +a) + 7g+e e' Bas, +a) . aa 
Hierbei ist J” eine willkiirliche, durch die Randbedingungen noch zu 
bestimmende Konstante, 75, die in (3.301) definierte Reflexionsamplitude 
am Halbraum § mit einfach periodischem Potential Vjo(z) und x... — 
der hierzu gehérige charakteristische Exponent des Potentialfeldes — 
Voo(z). Zwischen g,,,, und k,.,, besteht die Beziehung (2.503). 

Die GréBen rs und x,,,, kOnnten grundsatzlich durch die FOURIER- 
Koeffizienten Boo» des gemittelten Potentials V9 (z) ausgedriickt werden. 
Man miiBte zu diesem Zwecke das System (4.601) fiir die ASS,,. und — 
s,s, }6sen und die aus ihnen gebildete Funktion (4.602) an den Talsohlen 
des gemittelten Potentials bilden, wodurch aus Vergleich mit (3.601’) _ 
rs und x,,, als Funktion der fo, bestimmt sind. Man erhielte aller- 
dings auf diese Weise fiir 7, und x,,. sehr komplizierte Formeln. Um — 
die Rechnungen einigermafen iibersehbar zu gestalten, verzichten wir 
auf die explizite Angabe von ry und x, ,, als Funktion der 649, und ver- 
fahren wie folgt: Da wir erkannt haben, daB 7, bzw x,,,, die Reflexions- _ 
amplitude bzw. der charakteristische Exponent des gemittelten (ein-— 
dimensionalen) Potentials sind, das im Teil III ausfiihrlich behandelt — 
war, so diirfen wir aus Teil ITI die dort abgeleiteten Eigenschaften der — 
GréBen rg und x,,, in Teil IV tibernehmen, was bei der spateren Dis-— 
kussion geschehen soll. 

In der hier angestrebten nullten Naherung | Anne ‘nq m, == O fiir (om, m5) + 
(s,, S)] erhalt man durch Einsetzen von (4.602) in (4.206) unter Beach- | . 
tung von (4.603) die folgende Darstellung fiir Y% . an Gen Talsohlen M, - 
von Voq(2): 


se =I: e He sO “ills + =*s,) = (4, +=75s,) y| : 


x {e~ 85, (¢ + ok. rs" e)fsys, (* + ra) i 


(4.604) 


i i sept 
. be. far] 


= 


* ae Ee % ~ Tyne 7 “=ast be , s 
7. Berechnung der gesamten We 
j 


Bei ‘| eee 
zy Durch Einsetzen von (4.541) und (4.604) in (4.205) erhilt man in 
der nullten Naherung als Gesamtlésung der Wellengleichung (4.101) 
im Kristallinnern (z< 0): 


__ 


2% 
t$—(S\X¥ +59 
ree, 2) 


+ é 


raf r 2x : 
yy i(k, x +k, y) pe M,M i—— (Myx May) — thy yg? 
== 6 x a cae M.M.o* e * iM, 

—— (M,M,) 


t x Fy. w,.()} 4 Pelt" oillts +- == sy) + (4, +5) 9| . 


x {e~ Pass, (s+ va) ey rs . eh fs155 (z+ ean 


(4.701) 


-wobei der Strich am Summenzeichen bedeutet, daB die Summation 
_ tiber (M,, My) = (s,, sg) auszuschlieBen ist. 

_ Die jetzt noch unbekannten GréBen Aj; as bzw. 1° sowie die Am- 
plituden a,,.,,, der Vakuumwellen (4.104) berechnet man aus der For- 
derung, daB die Lésung (4.104) des Vakuums (z > 0) sich an die Lésung 
(4.701) des Kristallinneren (z< 0) an der Trennflache z = 0 stetig und 
m it stetigen normalen Ableitungen d¥//dz =” anschlieBen sollen. Dies 


_ergibt die zweifach unendlich vielen Gleichungen ba 3 
& Raven, = 5 Am, ms — 7, rca fiir (m, Mz) — (sy, So) e ! ‘ 
ies As,s, = DL + 19) + 21’ Amino En, (0): con 


Jie Pea pMrotns (4.702) 
; mM, Ms Roo + Am, ms Rmmg AS — Psa ine, 0 Fisk ols fiir (m,, My) ae (sy, Sy) ; ay 


x - As, ss Rs, 5. = I (r53—1) &s,s,—% Di Amino t 1 rae A (4) A 
( 


Mm, Ms 


‘oder nach Elimination der a,,, ,,, die zweifach unendlich vielen linearen 
-inhomogenen Gleichungen 


. ae Roo = Axed Rmim, fir (my, Me) = (Sy, 52), 
AG (a + Ts) Rs, 5, 3 (4 = #9) £5, 5,5 + (4.703) ha 
+ he,s,° >, AMM oF. (0) + 4D, Armia tn m, (0) ae 
(m2) (m,mz) : 
fiir ebensoviele Unbekannte 47" bzw. I’, die sich hieraus folgender- 
-maBen eindeutig berechnen lassen: 
A Amr — Bao, fiir (my, 1g) (54,52), (4.704) 
hes, 5,Fo0 (0) + 4Fio(0) 
(f+ 15) *, 5, + —%9) bss, 


of: 
ne 


r=— (4.705) 


iwen tes Ce 


> _ > Der Strich am Fin, m, (0) bedeutet Differentiation nach z; also 
aa} , 


43 d Pe Py (z) 
Fm, (0) = a 


Kurt ARTMANN: 


Aus (4.704), (4.705) folgt, daB die Wellenfelder M,, M, == (0, 0), iS oe 
in der hier angestrebten nullten Naherung die Intensitat “a ee wl 

und deshalb bei den zu (4.403) gehorigen Betrachtungen nicht mit dis- “2 
kutiert zu werden brauchten. Da im vorliegenden Teil IV ein unstetiger 


Ubergang des Kristallpotentials V (x,y, z) an der Kristalloberflache z = 0 


zum Vakuumwerte V(x, y, z) = 0 vorausgesetzt war (der Fall des’ a 
stetigen Ubergangs soll sogleich diskutiert werden), so springt auch das ~ 


gemittelte Potential Vj,(z) an der Stelle z= 0 vom Werte —W, am 


obersten Minimum M, zum Vakuumwert V).(z) = 0 (punktierte Linie © 


in Abb. 2 und 3 des Teiles I). Ersetzt man daher die in den Abb. 2 und 3 


des Teiles I gezeichnete kontinuierliche Potentialschwelle S durch einen — 
an der Stelle z = 0 befindlichen wzrstetigen Potentialiitbergang der Hohe — 


W,, so ist bekanntlich? 


8s, S2 +k $1 Sz 


die in (3.502) definierte Reflexionsamplitude der in (s,, S)-Richtung : 


verlaufenden ebenen Welle am Potentialsprung ©. Deshalb 1aBt sich 
(4.705) in der Form schreiben: 

ke 5, *Foo(0) + *Fe'o(0) 
(A, 5, + 8s,s,) (1— Rets) © 


Pig (4.707) 


Alle Betrachtungen des Teiles IV lassen sich auf den im Teil III | 
betrachteten’ Fall des kontinuierlichen Ubergangs des gemittelten — 


Kristallpotentials (Schwelle S in Abb. 1 bzw. Abb. 8 des Teiles III) 
verallgemeinern. Der Beweis soll der Raumersparnis halber nur kurz 


angedeutet werden: Im Falle einer kontinuierlichen Potentialschwelle — 


nimmt die zugehérige in (3.502) bzw. Abb. 8 des Teiles III definierte 
Reflexionsamplitude Rg keine so einfache Gestalt (4.706) an. Diese 
Reflexionsamplitude Rg an der kontinuierlichen Schwelle S kann wegen 
mathematischer Schwierigkeiten im allgemeinen explizit nicht ange- 
geben werden, darf aber im Prinzip als bekannt vorausgesetzt werden, 
namlich als Lésung der SCHRODINGER-Gleichung des eindimensionalen 
Reflexionsproblems der Abb. 8 des Teiles III. Indem diese Lésung 
stetig und mit stetiger Ableitung an die hier angegebene Lésung (4.104) 
im Vakuum bzw. die Lésung (4.701) im Kristallinneren angeschlossen 
wird, ergibt sich wiederum die Endformel (4.707) fiir I’, sofern nur fiir 
Re in der neuen Endformel die auf die kontinuierliche Schwelle beziig- 
liche Reflexionsamplitude eingesetzt ist. 


Fithrt man die Abkiirzung C, , mittels 
Co ee Res, Foo (0) + iF yo (0) 
ce a RR RY es (4.708) 


1 Vel. z.B. SomMERFELD, A.: Atombau und Spektrallinien, Bd. 2, S. 27, 
Braunschweig 1939. 
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= fe, > 
Ree oe (4.706) 
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ein, die nach (4.506) (4.303), (4.507), (4.508) numerisch die GréBen- 
pxdonng: 


Cais, & Bs sam BPA oder kleiner | (4.709) 


nit Ms aus (4. 402) besitzt, falls der im Unterabschnitt e des Abschnittes 5 
_behandelte Fall cos %s,s, 4—COS %»g 4 Y O der Raumgitter-Enveloppe 
ausgeschlossen ist, so wird 
:: c 
P= —*_., 4.710 
LF. "s ( ) 
Durch Einsetzen von (4.704) in (4.701) erhalt man schlieBlich die 
gesamte Wellenfunktion Y im Kristallinneren (z< 0): 
p ae ef Fx z+ ky y+ k=) 4 oillee + —* a1) x + (4, + =*,] »| \. 
Cc . (4.711) 
x {Fool ae SySs eh 152 (oF, s,@ + "4 retinal tra) f 


- Wie im folgenden Abschnitt noch naher zu erlautern ist, stellt (4.741) 
neben der einfallenden Welle e“:***»”**:*) die in B. R. (s,, 59) ver- 
laufende Reflexionswelle dar. Diese besteht 1. aus einer Raumwelle 
Fo (z), 2. aus einer Oberflachenwelle (2. Term der geschweiften Klammer). 
_ Es ist zu beachten, daB der in der eckigen Klammer von (4.711) stehende 
Ausdruck nur an den Minimalstellen M, des gemittelten Potentials 
~Voo(z) definiert ist. 

Setzt man schlieBlich die Werte (4.704), (4.707) in (4.702) ein, so 
erhalt man fiir die Amplituden der Vakuumwellen: 


Gn, =O fiir (my, mz) + (51, Se); 
(1715) 8, 5, Foo (0) — 7 (1 +75) F'o(0) (4.712) 
ae PEs ot O — Re75) : 
Fiihrt man entsprechend (4.708) die Abkiirzung B, ,, durch 
(1 — rg) Bia, —1(1 + 1%) Foo (0) 


as, a 


Bs, =. ke. Ss <4 85,5 Se , (4,715) 
ein, die wegen (4.303), (4.506), (4.507), (4.508) die GréBenordnung: 
Bs, Sy & Bs, 0am RY g< 1 (4.714) 
besitzt, wenn m, ~ gq ! aus Abschnitt 5c entnommen wird, so ergibt sich 
as, s, = Site : (4.745) 

as 1—Rgrs 


Setzt man (4.712), (4.713), (4.715) in (4.104) ein, so erhalt man schlieB- 
lich die gesamte Wellenfunktion ‘PV im Vakuum (z >0): 


: _ 2a 2a | 
. ys gilte® +h, y +k, 2) fs Bas. ; lt + 8) a+ (x, + 7 s:) { ts.se4| (4.716) 


1— Rg's 
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also neben der einfallenden Welle e'*#** *y”**:#) eine in a S2)- Riche 
tung abgebeugte Welle mit der komplexen Amplitude B, ,,/( —Re a 


8. Diskussion der bisherigen Ergebnisse. 

Wegen (4.714) ist die Amplitude (4.715) a,,,, der reflektierten Welle — 
im Vakuum (z >0) in dem hier battaciteiet ‘Fall d des Abschnittes 5 
'd. h. falls die Raumgitter-Enveloppe (2.301) ausgeschlossen wird] von — 
der GroBenordnung f,,s,x%, ¥ g§ <1 mit Ausnahme des Sonderfalles, — 
daB der Nenner 1— Rg7g ~ 0 ausfallt. Die Bedingungen fiir das 
Auftreten dieses Sonderfalles (3.602), der auf die Oberflachen-Enveloppe 
fiihrt, sind im Teil III, Abschnitt 6d ausfiihrlich diskutiert worden. Da 
hiernach bei reellem &,,,, die GréBe |1—Rg7s| nicht klein gegen 1_ 
ist, so ist bei reellem &, ,, der Amplitudenbetrag |a,,..| nach (4.714) von 
der GréBenordnung B, .. gi< 1. 

Nach (4.711) erhalt man im Kristallinneren (z< 0) neben der (all 
gestérten) Einfallswelle e'\*****x*~*:* eine in B. R. (s;, sy) verlaufende — 
Reflexionswelle, welche genau, wie im Teil III Abschnitt 6 auf anschau- 
lichem Wege gezeigt wurde, aus 2 Teilen besteht: Der erste Teil Ayo (z) 
ist die Raumwelle, fiir welche im Teil III die Darstellung (3.601) an_ 
den Talsohlen des gemittelten Potentials V,,(z) angegeben wurde. (Im _ 
vorliegenden Teil IV sind nur an Stelle der Indizes m,, mg die s,, Sy ver- 
wendet.) Der Amplitudenbetrag der Raumwelle ist nach (4.506), (4. 507) 
von der GréBenordnung £,, .,%, © g? <1, wenn, wie hier stets voraus- — 
gesetzt ist, der Fall (2.301) der Raumgitter-Enveloppe ausgeschlossen 3 
ist. Der zweite Teil von (4.741), C,, 4, ¢ 7" 8" [e's 7" 4 75 ot ae 
(1—Re7g) ist nach Obigem die Oberflachenwelle. Fiir diese gilt nach > 
Teil LU die Darstellung (3.601’) an den Talsohlen des gemittelten _ : 
Potentials Voo(z). Da in (3.601’) zufolge (3.511) U=rg-V gesetzt 
werden darf, so stimmt die soeben angegebene Darstellung der Ober- — 
flachenwelle mit (3.601’) tiberein, falls C, ,./(1 —Rerg) = U gesetzt wird. : 
Die Oberflachenwelle hat genau wie die in der B. R. (s,, ss) des Vakuums — 
laufende Welle a, ,, einen Amplitudenbetrag von der GréBenordnung — 
qi’ <1 mit Ausnahme des Falles (3.602) Re rg ~ 1. 

Nach (4.711), (4.716) wird die Intensitat der Oberflachenwelle sowie _ 
die Intensitat |a, ,, |* der inhomogenen Vakuumwelle im Falle Re tg =1 | 
unendlich. Diese scheinbare Singularitat rihrt daher, daB die Bewegung — 
einer in B. R. (s, ,89) verlaufenden Welle nicht, wie die bisher betriebene 
nullte Naherung zeigte, streng, sondern in Wahrheit nur naherungsweise _ 
im gemittelten Potential Vo9(z) verlduft, und daB daher in nachster _ 
Naherung im Falle Rg 75 & 1 eine bisher stets vernachlassigte schwache — 
Ausstrahlung der Oberflachenwelle in die B. R. (1, 9) + (Sy, Sg) statt- 
findet. Wie im folgenden Abschnitt gezeigt werden soll, bewirkt diese 


Ras . 


lite A a +4 ent agp, 


Ausstrahlung, da8 die Intensitat der Oberflichenwelle im Falle Rets=1 
z noch +41, aber nicht mehr unendlich groB wird. Rechnerisch 
ethalt man diese soeben geschilderten Korrektionen, wenn man im 
Wellenfeld (M,, M,) = (s,,s,) nicht wie bisher im Abschnitt 6 alle 
Amplituden Aji *,.m, mit (m,, my) + (s,, $s) gleich Null setzt, sondern 
auch diese Amplituden trotz ihrer Kleinheit mit beriicksichtigt, was im 
folgenden Abschnitt geschehen soll. 

Als zusatzliche Erlauterung der Tatsache, daB die Bedingung (2.301) 
einen Raumgitterefiekt, die Bedingung (3.602) jedoch einen Ober- 
lécheneffekt charakterisiert, soll darauf aufmerksam gemacht werden, 
daB die auf die Raumgitter-Enveloppe fiihrenden Resonanznenner 
COS %s,5,4— COS Xy, uv, @ bereits im Abschnitt 5, also vor Einfithrung 
der Bedingungen an der Grenze z= 0 (= Oberflache) in den Rechnungen 
rschien, daB jedoch der zur Oberflachen-Enveloppe fiihrende Resonanz- 
nenner 1—Rgrg erst wach Einfiihrung der Grenzbedingungen im 
Abschnitt 7 in den Rechnungen auftrat. 


_ 9. Aufstellung des Wellenfeldes Y, ,, in erster Naherung d.h. unter 
Beriicksichtigung der schwachen Strahlen Aj. m, (My, Ms) + (Sy, So). 


a) Berechnung der schwachen Amplituden Ay”; m, (my, Mg) + (Sy, Sp). 
Zur Berechnung der schwachen Amplituden Ay*.,,,, (my, Mo) = 
(s,, Ss) des Wellenfeldes (s,, s,) setze man auf der rechten Seite der zu 

den Indizes (m,, m,) = (s,, S82) geh6rigen, im Abschnitt 6 vernach- 
lassigten Gleichungen des ungeanderten Systems (4.204) [mit (M,, M,) = 
_(s,, S2)] die ,,schwachen‘‘ Amplituden A>*,, ,,, (#,, M2) + (S1, Se) gleich 

Null und kann dann folgendermaBen die schwachen Amplituden A}1%,, », 
durch die aus (4.601) bekannten ,,starken‘‘ Amplituden 4? cm, aus- 
driicken : ; 


Re Se ba Fast — 51, Ms — Sz, Ms — Be pies 
¥, lebep ge (ms) ——, (M,, mM) + 5,,S0).. (4.904) 


(4am, M, Ms Oy. «- — 2% mz)a)? &3 ieee 


b) Die Grofenordnung der Ajnem, Um die GréBenordnung der 
ASS im, (My, Ms) + (51, Sg) abzuschatzen, fasse man die Ages ne 
(4.901) als reine Funktionen des Indexes m, auf: Da der erste Term 
(s,s, — 2 m,/a)® des Nenners nach den Untersuchungen des Ab- 
 schnittes 6 fiir kleine |m,| (etwa <-3) die GréBenordnung ? ¢ hat, 
so kann er gegen den zweiten Term, der nach (4.305) die GroBenordnung 
k?-q oder gréer hat, gestrichen werden. Da der Faktor (x,,,. — 
2 m,/a)® — kf ,, der linken Seite von (4.601) mit hohen Nummern |ma| 
(etwa > ~ 4) groB gegen k? - q wird, so nehmen die Ceeis: mit hohen 
Nummern |m,| rasch ab, so daB nur diejenigen A$ 3m, Wesentlich == 0 


ter KiswomEnveloppen, WV. B19. 


Kurt ARTMANN: 
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F > 
sind, deren Index |m,|— 0, 1, 2 oder bestenfalls 3 ist. Deshalb ist der _ 
Zahler von (4.901) von der GréBenordnung der k? g + By, — s,,ms—sa, ms 
A® >: oder da durch Vergleich von (4.602) und (4.603) folgt, daB coum 


320) 


$15,097 


die GréBenordnung der im Abschnitt 6 eingefiihrten multiplikativen 
Konstanten J" hat, so wird wegen (4.305) 


Aj ,m, von der GréBenordnung ¢?-Bm,—s,,m,—s,,m," L's 4 ose Bg 
sofern |m, klein ist. ) 


. 


a 


bis er in der Nahe der Zahl ms = + [R»,», 4/(27)] sein Minimum 
annimmt. Beschranken wir uns zunachst auf die verbotenen Energie- 
bander des gemittelten Potentials Vj9(z), so ist x,,,, nach Abschnitt 4 
des Teiles III rein imaginar und nach (3.402) ist groBenordnungsmaBig F 
| %s,s,4| 2m. Somit hat der Nenner auf den verbotenen Energie- — 
bandern keine Nullstelle, sondern ist absolutgenommen stets gréfer 
als ~ 4a ma ~ 42k? g'*. Da der Zahler von (4.901) die GréBen-— 
ordnting < R*"i@r Py Zo. geek, one Mees tener ee aE ; 


An .,m, von der GréBenordnung g!-By,,—s,m,—s.,m1'; ts oa : 
wenn m, die GréBenordnung mi; hat. 4 


Mit wachsendem |m,| wird der Nenner von (4.901) immer — 
a 


Wegen (4.506) ist demnach 


Ajmm, Von der GréBenordnung gi -T, 


wenn m, die GréBepordnung #7, hat. (4.90579 


Da ersichtlich mit weiter wachsendem |m,| > 3 sowohl der Zahler _ 
von (4.901) wegen der fallenden f,,_..,s,., abnimmt, als auch ~ 
der Nenner anwichst, so werden die A5\%, ,,, mit wachsendem || > Mg 
rasch kleiner und kénnen bald véllig vernachlassigt werden. . 

Durch (4.902) bis (4.905) ist nachtraglich gezeigt worden, daB die iy | 
Am, msm, (My, Mg) += (Sy, Sg) Klein gegen J’, d.h. gegen A$%9 sind, wie . 
bei der Reduktion des Systems (4.204) auf das System (4.601) unter 
Verweis auf den hier gegebenen Beweis vorausgesetzt wurde. Allerdings: 


~ 
‘¢ 
hi 
’ 
galten die Abschatzungen (4.902) bis (4.905) nur dann, wenn Reid : 
Es 
(s 
Y 
- 


imaginar ist, d.h. ein verboteaes Energieband des gemittelten Potentials 
Voo(2z) vorliegt. 

c) Der Ausnahmefall der Raumgitter-Enveloppe. Bei reellem ty, 
(erlaubtes Energieband) wird, wenn wir uns der Einfachheit halber 
auf den Fall (m,, mg) = (0, 0) beschranken, der Nenner (4.901) im Falle 
(2.301), d.h. auf der Raumgitter-Enveloppe, gleich Null, so daB in 
diesem Fall die ,,schwache‘* Amplitude Ajys,, gegen unendlich geht. 


; “ 
* Hierbei ist (3.104) sowie die im Abschnitt § erwahnte Tatsache benutzt, ; 
daB m,> + qt » 8 ist. ‘ 


Daher ist die Renken: ee ie feu a (4.204) auf das System 
(4.601) im Falle (2.301) nicht mehr erlaubt, sondern man miiBte bei 
dieser Reduktion noch die Amplitude Aj'o;», als von der Gré®enordnung 
Aso, dh. der GréBenordnung J’ ansehen und schon im Gleichungs- 
system (4.601) mit beriicksichtigen. Hierdurch wird vernieden, daB 
Aim, im Falle (2.301) gegen unendlich geht. Die Mitnahme dieses 
sliedes im System (4.601) stellt die in den Teilen II und IIT vernach- 
lissigte Riickwirkung der B. R. (s,, ss) auf die iibrigen B. R. (m,, mM) == 
(8: Sg) in Rechnung und verhindert das Unendlichwerden der Ampli- 
tuden u, v der Formel (3.508) im Falle (2.301). 

__ Da die exakte Berechnung dieser Riickwirkung im Wellenfeld (s,, s5) 
- sehr langwierig ist und nicht zu einfach iibersehbaren Formeln fithrt, 
$0 soll sie nicht durchgefiihrt werden, zumal entsprechende Naherungs- 
-rechnungen bereits im Unterabschnitt e des Abschnittes 5 fiir das 
Wellenfeld (0,0) ausgefiihrt wurden [vgl. Formel (4.514)]. Uberdies 
ist genau wie im Abschnitt 5 auch ohne weitere Rechnungen ersichtlich, 
dab im Falle (2.301) ein pl6tzlicher Intensitatsanstieg der in B. R. 

(sp Sg) verlaufenden Wellen eintritt und deshalb in diesem Falle bei 
der inkoharenten Streuung eine scharfe Linie (= Raumgitter-Enveloppe) 
mm erwarten ist. Wir beschlieBen hiermit die Intensitaétsberechnung 

der Raumgitter-Enveloppe und beginnen mit der Intensitatsberechnung 

: ‘der Oberflachen-Enveloppe. Da die Bedingung (3.602) fiir das Auf- 
 treten der Oberflachen-Enveloppe nach Abschnitt 6 des Teiles III nur 
auf den verbotenen Energiebandern erfiillt werden kann, so setzen wir 


nun die Intensitatsberechnung der schwachen Strahlen des Wellenfeldes . 


_ (Sy, Sg) auf den verbotenen Energiebandern fort. Denn diese schwachen 
-Strahlen stellen die Riickwirkung der streifend austretenden B. R. 
(s,, Sg) auf die iibrigen B. R. dar. Durch Beriicksichtigung dieser Riick- 
-wirkung werden wir nunmehr auch fiir die Intensitét der Oberflachen- 

Enveloppe einen endlichen Wert erhalten. 


d) Das gesamie Wellenjeld P,,.. Bildet man im Wellenfeld (4.206), 
das der streifend austretenden B. R. (M,, M,) = (s,, Sg) zugeordnet 
ist, die Teilsummen 


T+ yp, m,(2) = > Abtinm, © ~Hs. 5 ae (4.906) 


(m3) 
so ist nach (4.902), (4.904), (4.142) 


®,,,»,(2) von der GréBenordnung By, —s,, m:—s.,09" | (4.907) 
oder a { 


1 Da mz, Ry ist, so ist nach (4.112) gré8enordnungsmaBig numerisch 
' Bm, —s,, Mz — Sa; ms Cia Mz— S2,0° qi. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 21 


ay 


: rig > ; 4 P me mS iti ae 
i =. 

- m.. Ag ee oyits 1“ 

OY Rn ay ey A 7 > sire 
a PEON ars al hen Ss SS 

: c - ie ie (ey as PO , 

eS Sean i oh mi Keny OS a OE e 

OW ey * te a , ‘ +o = 


ae ‘¥ ae : 
ee eo 
ae 7a RTA 


+ 
he ree re 


as 
7 


cay ie hye sek Pa, nit ever ARIMANN: | 

a A ; ie : 

. Es wahrend wegen (4.303) die Ableitung . 

lee Dj, m,(2) die GroSenordnung | ea eee PS 3 ! ; a. 

‘\ . mM, Ms 1 1, Me 2s 

Ber oder kleiner hat. 408m 

. Setzt man (4.906) in (4.206) ein und ersetzt auBerdem die in (4. 206) 

ny auftretende Summe (4.602) durch den Ausdruck (4.603), so wird die * 

yes gesamte Wellenfunktion Y%,,, in der Nahe der Minimi M, des ge- 4 

LaF mittelten Potentials Vy, (z): E Bh 

as. ht eke MS) tee tee © doe ae 
% we. ey ch Alle asi) (4, a s:) 9] a prenk x ; 


x [ev tat?) 4 9 AEE TS (4.910) 
pe eee er 


(m, me) = (Sy a 


aaa 


wobei_ die Funktionen @,,m,(2) die Eigenschaften (4.907), (4. = ; 


ao 
oo 


1... /besitzen, - 
5 nas, e) Berechnung der starken Amplituden A? ®,,. tn erster ae “9 
gant: an Bei der Aufstellung des Wellenfeldes (4.910) wurde insofern noch eine ae 
tM» kleine Inkorrektheit begangen, als die Summe e ‘***. Dp ban x . 
CS 3 e *”** mittels (4.602) durch die rechte Seite von (4.603) etd vou 
ae Dies ware nur dann streng:richtig, wenn die 4°%,, in aller Streng . 
pre. _ dem Gleichungssystem (4.601) geniigen. Tatsdchlich sind die ane 
nl ej in aller Strenge nicht aus dem Gleichungssystem (4.601), sondern aus — 
na dem System (4.204) zu berechnen. Daher ist die rechte Seite von — 
pee (4.602) nur bis auf einen kleinen Fehler identisch mit der rechten Seite 
, a von (4.603). Wir zeigen, daB dieser Fehler und somit der ee 
ce ( Fehler, mit dem das 1. Glied von (4.910) behaftet ist, von der GréBen- — 
oA ordnung g oder kleiner ist: = 
m ase Zu diesem Zwecke hat man das Gleichungssystem aufzustellen;- 
os 4 dem die einfach unendlich vielen starken Amplituden A% & ,,, in nachstertl 
oe , (erster) Naherung geniigen, indem man in den einfach unendlich vielen. 
fs. unreduzierten, zum Index (m4, mm) = (S;, Sg) gehdrigen Gl. (4.204) ied | 
ae rm Wellenfeldes _ M,) = (81,39) 
’® a $ys ay 
© (ae a hy x Asc Mad pene nome ie Asis = 09 
a5 die kleinen Amplituden Aj")... (m, mg) + (Sy, Sg) mittels (4. 901) 
durch die starken Amplituden Ay %,,. ersetzt. Man erhilt so: « 


) 


2% 2 9 $s, 
ess ms ms) ; ky % | As cai a 
aay : 2). BR $3 
i. k g 2{ (Boo, Ms — mM, <> Xmaont) Fo mn, = == 0, 


(m3) 


(4.911) 


‘ ee sa ne 
~ wobei | 
FARE 

cee. , Xn, mi = Rk? q 


ase~\? 
aa 
v x. ——-v) — R32, , 

; (m my v) bli a my My 


* 
rz 


“die kleine Korrektionsgréfe ist, durch welche sich das neue Gleichungs- 
system (4.911) vom alten System (4.601) unterscheidet. 

_ Um die Korrektionsgrége x,,, m, abzuschatzen, ersetze man die 
yon —oco bis + oo laufenden Summationsindizes m,,m, durch s, — py, 
bzw. S,— /tg und beachte, daB dann die von — co bis -++ co laufenden 
- Summationsindizes #, und wy auch durch — wv, und — vg ersetzt werden 

ptoxten. Dann wird 


+ ye 
B,,,, Ha, M,—» B_ Hy, — Ha, ¥ — mg 
athe fs De Soca ras ne: 


-= Ra- 
} 2 Xm sm, = k q Te wis 
wu : v4 Tiss = Bs — 
; : (ey — | S12 =) Be sun ee Ha” 
. 4. Rg enera merge 
. ~ 2 
s Set a) Be 
>, . (ny — | 7m 9) Re + ths Sot fle. 


- Ersetzt man in der zweiten Summe den Summationsindex y durch - 
5 ali so wird ey 


3 By, Ha, mM, —¥ SP thelr ays x 
: Fai Re ge a1 22 \? c j 

? Lies 

oe | Be a 


*, ae x 
(Hy Hv) = 


ie =" 2% 2 AG (4913) ee 
im — — 3 — — 2s Lge = 2 — p2 ; : ee " 
% Mts, Sa a ) Ke = a sg Be ”) — “es — My, S2 — fly Rs, + Hay Se + lf ¢ ° f 


- 22 : 1 es Z 2 
*¢ He. eee a ae + my — i re + py, Se + fs 


‘Da die Fourtr-Koeffizienten Pei Ms Hs mit hohen Nummern nanhen 
(4.412) rasch abnehmen, so brauchen in der Summe (4.913) nur die 


_ Glieder mit kleinem lust |ua| beriicksichtigt zu werden. Setzt man | e ih 
daher mittels (4.307) das im Zahler stehende Glied — kh? 4,6, - a 
Ee . ist a, gleich Null, so wird | Ka tne Bie 
B, Me mS ale sey TEP me ee 4 “a ‘ 

2 Xm, mi, = ee di ances aoe “\2 Scenes ; , ' iy a a 
(«.,. ae re ) aa — If ay ’ SN ieee 

; Fl i Ae a ‘ 4 ; y= i i 

2a \* 2 2 (4.914) at: 
Ne ’ x {(+ — zie ) ao (-. Se, = a a a, a ) } pe? Ms 
= 1S2 a 152 ie 
als Wiel. ae oe z Tr TD Ut ae 
Q - x ie ihe a 3 (Mtg + ms a6 ”)) — Ks, + fy, S2 + at A sh! ‘ a 
Mee 
Da die A} ®,,, mit hohen Nummern |m,| rasch abnehmen, so sind die Vs een 


-auf der rechten Seite von (4.911) stehenden 4,,,,,, nur fiir kleine | m’, 
von Interesse. Und da die zu hohen Nummern || ‘gehérigen Gl. (4.911) 


' eh 
’ / 


a 94% 


St PAAR 
Dy 


: ay eee : ec 


_bandern des gemittelten Potentials V9 (z). ic 


» cs my! i$ 


A 
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ane & ea x 
| 2 a ee 
nur zur Bestimmung dieser uninteressanten 4}'%,,, mit hohen Num-_ 
mern | m,| dienen, so darf man sich in (4.94 4) auch auf niedrige Nummern — 
|m,| beschranken. Dann liefern bei der Summation tiber y in (4.913) 
nur die Glieder mit kleinem |v| einen merklichen Beitrag, weil die zu — 
hohen Nummern |y| gehérigen Glieder wegen der raschen Abnahme ; 
der By...» Zur Summe (4.914) hiergegen vernachlassigt werden diirfen. — 
Fiir die uns somit noch allein interessierenden kleinen |mz|, ||, 7 


2 
haben die in (4.914) auftretenden Terme |#.,.,— ~~ (tg-+ mi, —»)| baw. 
(x, ‘sa 22 y\ wegen (3.104), (4.303) die GréBenordnung k*-g, wahrend — 
die |k? _,,,s,—,| nach (4.305) von der GréBenordnung k? q? sind. So-_ 
mit hat die gesamte Summe (4.914) die GréBenordnung k~?, und daher ~ 
wird 


3 by lag le 
Ny . in? 


Xm,m, von der GréBenordnung g<1. (4.915) : 


Hiermit ist gezeigt, daB bei der Berechnung der A? ®,,. aus dem odu- 
zierten Gleichungssystem (4.601) Fehler von der GréBenordnung g_ 
begangen wurden, was zu beweisen war. Wie bereits bemerkt wurde, — 
gelten diese Fehlerabschatzungen nur auf den verbotenen Energie- — 


i. 


10. Die Endformeln fiir die Intensitaét der Oberjldchen-Enveloppe. 

a) Aufstellung der Koeffizientengleichungen. Denkt man sich (4.541) 
und (4.910) in (4.204) eingesetzt, so erhalt man unter Beriicksichtigung 
der soeben errechneten Korrektionsglieder ©,,,,,.(2) fiir die gesamte — 
Wellenfunktion im Kristallinnern einen Ausdruck, der dadurch aus — 
(4.701) hervorgeht, daB in (4.701) der Term 


A..fom 


2 ° 
F ail (tet om) a+ (by + FT me 


; Mh b.,  (e) ss 
zur rechten Seite addiert wird. Die Forderung, da die Lésung— 
(4.104) des Vakuums sich an die so modifizierte Lésung (4.701) des — 
Kristallinnern stetig und mit stetiger normalen Ableitung an der 
Grenzflache z= 0 anschlieBen soll, ergibt an Stelle von (4.702) die — 
zweimal zweifach unendlich vielen inhomogenen linearen Gleichungen 


fiir ebensoviele Unbekannte A%" "9 (mm, mg) + (s,, Ss), und Tn, ik 


(sty Mg) + (Sy Se) 


i 


Piartay + Any my, = Anies6 “i P+ By, m, (0) ; fiir (1, Mg) + (sy, Se), 
ass, = ra + rg) + > Ave a0" Fon, wi (0l; Mie. 
(mm, m2) 
i 
aF She My Roo a Ay, Ms Femi ie m, fe nes ages —ti@,, Me (0) (4.1001) 
fiir (my, mg) + (5, Sg) , 
s,s, s,s, =T'(79—1) &s,,—1 >” Am mol 


m, m2 O* my Me (0) . 
(m, me) 


+ 


as P z 
hd Oe 


« aa 


Lésung der Koeffizientengleichungen. Fithrt man die 4 Abkiir- 


. 


27m, — S\, Mz — Sz = ®,,,. Me (0) ot 1®y,, ms (0) Thiast ’ (4.1002) 
2mm, — Si, Mz — Sy - ®,,, ms (0) xe i Dri, mg (0) Zz age i (4.1003) 
2 Re Ss Re Me (0) B ee Me (0) 
, Re se ot 8s, Se 
ae _ §s,s,%00(0) — 4 Feo (0) 


Bint 

an, 

= 1ae ‘>= 3 

Bids es ssa 8s, sy 


yi Sy — My, Sz — Mtg —~ cS; (4.1004) 
(4.1005) 

rs a Z “ a Des 7 
_eint, die wegen (4.303), (4.907), (4.908), (4.507), (4.508), (4.305) die 
_ Eigenschaften besitzen : . 
ar Vy —~S,, Me — Sa? in, — $1, Mz — Sy? Cy — My, Se — MMe tT von der 


GréBenordnung fy, — s,m. —s,,0° 9) oder kleiner 2 


-t von der GréBenordnung £,,.,9° 9! tt oder kleiner (4.1007) 


De nd nennt ferner die Summe S: 
nen ,? Car) 
so lautet die Lésung von (4.1001) nach elementarer Zwischenrechnung 


unter Benutzung von (4.706), (4.713) entsprechend (4.704), (4.710), 


Cas? Pes LAs ae *, oe 
é ; Reta S- fiir (m, Me) = (Sy, ) , (4.1009) 


(4.1010) 


a ee SAE ERY Fises 2: (rte, hg) 2 (Si Sa (4.1011) 


(4.1012) 


Gs, 5. F—- 4 


~~ 


Rt c) Diskussion der Lésungen im Falle |1—Rg7g|>>g- Da nach 
ts (4.1006) , (4.4008) jedes Glied der Summe S die GréBenordnung 
q+ |Bm, —s:, me —s, 0/2 hat, und da die B,,, — 5, ,—s,,0 mit wachsendem Index 


—s-3.- Im Spezialfall (m4, ma) = (0, 0) war die GréBe Cs, m,,s,—m, bereits durch 

(4.708) eingefiihrt worden. 

‘+: Bei der Abschatzung von Cs, — m,,s,—m, ist Anmerkung 1 der S. 321 benutzt 

worden. ' 

2 Hierbei ist die bekannte Beziehung Pym, mm; = Pein 0q,—m, benutzt worr 
2 is den, die sich aus der Forderung ergibt, daB das Kristallpotential (4.102) reell ist. 
4 + Fiir die uns vor allem interessierenden niederen Indizes s,, Sy ist |f sy, Sg o| 
nach Abschnitt 5¢ von der GréBenordnung 1. 


| (4.1006) 


; . s i? hae Cs, — Hy, S2 — He . Vu — 8;, H2— Se) (4.1008) 


Ls ea 
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rasch abnehmen, so liefern nur diejenigen Glieder, deren fae (m, — sy)? ; 4 
+ (mg —S,)? klein ist, zur Summe S einen Seesiheta eS Beitrag. Daher ist 


S =o-gq, wenn o eine komplexe Zahl | (4.1013) 


von der GroéBenordnung 22 ist. 


Wegen (4.714), (4.1006), (4.1007) kann daher der im Zahler von — 
(4.1012) stehende 2. Term 1t- S fortgelassen werden. “ 

Der in den Nennern von (4.1009) bis (4.1012) stehende Term S _ 
darf wegen (4.1013) gegen das davorstehende Glied 1— Rg: 7g gestrichen 
werden, sofern |1— Rgrg|>q ist. Da die Zahler Cg, 5 - Ym, —'s,,ma— se : 
bzw. Cs,s,° %m,—s,, om —s, VON (4.1009) bzw. (4.1011) nach (4.1006) die 
GréBenordnung q haben, so sind im Falle |1— Rg7s|>>q die GréBen — 
yap 0 praktisch gleich ae 8 und die GréBen a,,,,,, praktisch gleich 


Null.“ Dann gehen (4.1009) bis (4.1012) in (4.704), 4.(710), (4.712), 


- (4.715) tiber; und die im Abschnitt 9 errechneten Korrekturen diirften 


als belanglos beiseite gelassen werden. 


d) Diskussion der Lésungen im Falle \1—Re-r53\q (= Ober- 
fldchen-Enveloppe). In dem uns somit allein noch Satenesstinesitla F 
Fall, daB 

1—Rgers die GréBenordnung g oder kleiner (4.1014) 


hat, ist die Streichung von S gegen |1—Rg7g| nicht mehr erlaubt. 
Da im 2. Teil des Abschnitts 9 gezeigt war, daB rg bis auf Fehler der — 
Gr6Benordnung qg identisch mit der im eindimensionalen Potentialfeld 
Voo(z) durch (3.301) definierten Reflexionsamplitude rg ist, und im — 
eindimensionalen Falle die Bedingung Rg - rg ~ 1 als erfiillbar erkannt 
und im Abschnitt 6 des Teiles II] genau diskutiert wurde, so kann 
der Fall (4.1014) wirklich eintreten. — ‘e 

Um die Amplitude J” der Oberflachenwelle an der Stelle Re - 7g BA 
zu untersuchen, zerlege man nach (3.301), (3.502) die Reflexionsampli- — 
tuden 7g und Rg in Absolutbetrag und Arcus. Dann wird 


1—Re-rg = 1—|Rel-|rg)-e PS*29) | (4.1015) 


Die Bedingung Rg vy = 1 ist nach (3.605), (3.606) nur dann ale 
wenn Torah ehekion sowohl am periodischen Halbraum § (+|r9| = 

als auch am Potentialsprung S (+! R=! = 1) eintritt. Bei einer oa 
Anderung der Wellenzahl g s,s, der in B. R. (s,, 83) verlaufenden (Tal-) 
Welle, bleiben daher |rg|=|Re| = 1 ungedndert, wenn man vom _ 
Ausnahmefall der Grenze eines verbotenen Energiebandes bzw. von 
der Grenze der Totalreflexion an der Schwelle  absieht, jenseits derer 
bekanntlich |rg| bzw. |Rge| kleiner als 1 sind. Daher wird der ig 
1— Rg-7rs nach (4.1015) in der Nahe der kritischen Stelle Re*7’5 = 

re —1(Ps+ 0s) (4.1016) 


{— Re ‘Ty = 1— e (Petes) 


* | ~ . 5 4 
ef ¥ Pe ei ae oP J . ~~) 
‘ : r 


_ rein imaginar. Nach Zerlegung der in (4.1013) eingefithrten komplexen 
Zahl o = Reo+79mo in Real- und Imaginarteil und unter Ein- 
_ fiihrung eines reellen Winkels g durch 


gy = Ps+ os (4.1017) 


= man durch Einsetzen von (4.1016), (4.1017) in (4.1010) im Falle 
1p} <1: , 


7, PETERS SE 
. ip — Smt (o g)}? + [Re (og) }? 


(4.1018) 


In (4.1018) kénnen |C, , * und o bei kleiner Variation der Einfalls- 
tichtung f als konstant angesehen werden. Dies erkennt man, wenn 
man auf die Definition (4.708) fiir C, . bzw. die Definition (4.1013), 
_ (4.1008) fiir o zuriickgeht. Daher kann |J"|? bei Variation von {) als 
_ reine Funktion der (reellen) Variablen ~ angesehen werden. |J"|? hat 
_ersichtlich ein scharfes Maximum an der Stelle 
yg =m (og). (4.1019) 


Der Wert von |)? am Maximum (4.1019) ist wegen (4.1006) 


max [Rte (oq) }? 


und hat die in den Teilen II und III und im Abschnitt 7 vorausgesagte 
anomale Intensitatsanreicherung der Oberflachenwelle zur Folge. In- 
_ folge der mangelnden Monochromasie der einfallenden Welle wird dieser 
_ Wert allerdings bedeutend herabgesetzt, wie im folgenden Abschnitt 
gezeigt werden soll. 


Nach (4.1041), (4.1006) werden die Intensitaten | a,,, ,,,, |” der Vakuum- 
wellen im Falle (4.1014): ; 


'Gm,m," von der GréBenordnung 1/|0/?; (4.1021) 


_ dv h. nach (4.1013) numerisch von der GréBenordnung 1/40. Dies wirde 
 bedeuten, daB im Falle (4.1014) bei der elastischen Elektronenstreuung 
eine (schwache) Anregung der B. R. (my, mg) == (sy, Sg) des Oberflachen- 
kreuzgitters auf dem Umwege iiber die anomal starke, in B. R. (5;, $9) 
_ verlaufende Oberflachenwelle eintritt. Wegen der mangelnden Mono- 
chromasie ist diese Umweganregung jedoch unbeobachtbar schwach, 
wie im folgenden Abschnitt gezeigt werden soll. 


11. Mangelnde Monochromasie, Linienbreite, Kontrasthelligkert. 


. . . 2 . 
a) Berechnung der Linienverbreiterung {ARs, s,}nichtmonochr. *Mfolge 
» mangelnder Monochromasie. Zu diesem Zwecke driicken wir zunachst 


+ Es war numerisch o © 22, q ~ 2° 10-4, so da® numerisch IT’ poax , 10% wird. 
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a 
ee ahd von der GréBenordnung 1/(\¢/2-¢) > 417 (4.1020) | 


ee 


= = 


= 


te 


SO 


Mer 


Som 


. 
~ 
ye et 


ogee ne 
. ; 


inececenoe 
9 rhe ass 


" =F ptt ; * — a: 


> 


= 
Ln eS 
<< ae. 


‘ 
SA 


& 
tas See eee 
ote ee 


Pane 
3 
“4 


_* 


de nx 
reer 
a 


See 
oo ai 


ia ae 
eS a 
> 


Shag &' * rps 
ae LP a ee ee 
y <s ete ee 
= ES OS eee} 


rs 
a 


ea tes 


srs 
* 


ia es 
CAN Ae 


» 


idee 
page atte 


nae Se 


H Sage NS 


Rake sotto 


= ody EP hs 
SS ee 3 eee 


ix r; al 
ala pee 


bp < Kure CARTMANN: toe ‘ 2% as ae “es 
afte Ay oT E i 

die Wellenvektorkomponenten k,, k,,k, der Pivieacneme mit els 

kh, =k-cosy:siny, ky=k-cosy:cosy, k,=—k-siny (4.4 ot) 
durch ihre Wellenzahl &, ihren Einfallswinkel y und Azimuth d aus, 
so daB sich die z-Komponente k, ,, des Wellenvektors der B. R. (Sp 82 
nach (2.203) folgendermaBen aus den Winkeln y, 7 der Einfallsrichtux ig 
f() ese ich 


we! * 
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~cy 


ae (4.4102) 
+ sq" cosy cos 7) — (23) (sf + 58). atlie 


ks, = = -sin?y — “7p (s, cos y+ sin y + 


Nach (4.303) tritt die B. R. (s,, sg) streifend aus, wenn |’, ,.? von der 
GréBenordnung 3k? g oder kleiner ist. oe 

Sodann ermitteln wir die kleine Anderung 447, dieser GréBe 
bei festgehaltener Einfallsrichtung der Einfallswelle infolge einer kleinen 
Anderung Ak der Wellenzahl k der Einfallswelle, indem wir die rechte 


Seite von (4.1102) bei festem y, x nach & differenzieren; 


152 


a 
é 


Abs,» = cetey aanrang icon ones 4 


oder wenn man mittels (4.1101) wiederum von den Winkeln y, x zu d 
Komponenten k,, k,, R, Pte ; 2 a 


2 2 k 
Aks 3 = [2 2 eos “2 (sh x T So ay) | 4 (ab . 


Driickt man hierin den Term s,-’, + s,-k, mittels (2.203) d 
k? und R%, aus, so folgt 


~ 


ARs, s, = la: eS 22)' (t+ s 2|- ; as * 


In dem zunichst interessierenden Fall der Oberflachen-Envelopp “a 
ist der Term ki .,, von der GréBenordnung —k®? g< 0. Deshalb konnte 
die rechte Seite von (4. 1103) nur dann verschwinden, wenn sowohl 
ke als auch (27)? (s} + s3)/a? von der GréBenordnung &®-g >0 sin ae 
d.h. nach (4.303), (3.104) falls streifender Einfall NORE, namlich 
ki ew k®q und damit k,/k © qi <1 ist, und falls s? + s? nicht groB 
gegen 1 ist, also s,; und sy etwa nur die Werte 0, +1, +2 haben. Da 
wir streifenden Einfall ausgeschlossen hatten, indem wir nach (4.305) 
alle Ry, »,, deren Indizes (m, m ) + (s, sg) sind, speziell also kyg = —k, 
von der Gré®enordnung k-g! annahmen, so wird die Klammer der 


rechten Seite von (4.1103) niemals gleich Null, sondern besitzt die 
GréBenordnung k® - g}: 


AR, s ~~] Re. q} ve 


: eee ’ 
p as Wellenzahlenspektrum _ betriigt Bel Kathodenstrahlen je nach 
_ Versuchsbedingungen Akjk = = 0,001 bis 0,01. Diese Zahl ist von der 
_GréBenordnung 0,8-¢) bis 0,08-¢!, da ja nach (3. 105) g ~ 2:10-4 
war. Infolgedessen ist es zweckmafig, beide GréBen in die rein nwmeri- 
_ sche Beziehung 


Ak/k=«a-q', mit «0,8 bis 0,08 (4.1104’) 


zu setzen. Mit dieser Bezeichnung ergibt sich aus (4.1104) fiir das 
Spektrum der GréBe {ARF .}aicntmonocnr, infolge der mangelnden Mono- 

_ chromasie 
; {Ak;, ai Pai tondhee == Re q. (4.4 105) 


Da sich sogleich zeigen wird, daB dieser Wert (4.1105) groB gegen 

_ die Linienbreite der Oberflachen-Enveloppe bei monochromatischer 
'Strahlung (42/k = 0) ist, so verbreitert die mangelnde Monochromasie 
die Enveloppe um einen Betrag {Ak? , tnichtmonochr.» Ger wegen (4.1105), 
(3.104) von der GréBenordnung 


{A Ri, i iGibsboiciie. = 0c mc] a* (4.4 1 06) 


wird. Infolge dieser Linienverbreiterung ist die Intensitaét der beob- 
achteten Oberflachen-Enveloppe nicht mehr (4.1020), sondern kleiner. 
Wegen der Beziehung (2.504), die fiir den Index (m,, mg) = (sy, 59) 
in ki, = w (+ ARi,, = Aw) iibergeht, bewirkt die mangelnde Mono- 
chromasie nach (4.1106) eine Verbreiterung der in der (k,, w)-Ebene 
der Abb. 4 des Teiles II eingezeichneten Kikucui-Linien um einen 
Betrag Aw = z?/a?. Das ware nach Abb. 3 des Teiles II etwa die Halfte 
des verbotenen Energiebandes I. Somit werden auch in Abb. 5 des 
Teiles II (= Plattenebene) infolge der mangelnden Monochromasie alle 
Kikucui-Linien in &,-Richtung um ungefahr die halbe Breite des ver- 
botenen Energiebandes I verschmiert. Wie aus Abb. 5 des Teiles I] 
ersichtlich ist, ergibt dies eine Verbreiterung von ®& z/(10a) in k,- 
Richtung, wie im Abschnitt 6c des Teiles II bereits benutzt wurde. 
; b) Berechnung der Intensitdt Io, der verbreiterten Kixucui-Enve- 
_ loppe. Um die Intensitat dieser verbreiterten Linie zu berechnen, mu 
die Breite der monochromatischen Linie, die zufolge (4.1018) folgender- 
mafBen als Funktion des durch (4.1017) eingefiihrten Winkels p lautet: 
Ag ® 2%e(o q), als Funktion der Wellenzahl k,,,, ausgedriickt werden. 
Deshalb soll zunachst der ungefahre Verlauf der Funktion p = (kz, ;,) 
ermittelt werden: 
Da die Reflexionsamplitude 7, an den beiden Grenzen eines ver- 
_ botenen Energiebandes (cosx,,,,@ = +1) mach (3.309), (3.310) die 
Werte -.1 annimmt, so durchlauft ihre Phase arc 7 = gg aus Stetig- 
keitsgriinden alle Werte von 0 bis 2 beim Durchlaufen eines verbotenen 
Energiebandes genau einmal, wie aus (3.308) folgt. Wie ferner etwa aus 


re ee ithgehia’ der Los treloppe IV. Pet SORE « 
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(4.706) folgt, ist Pg = arc Re vienth eh pai veanteslich: Dahéy en 


_Heruntersteigen von der Bergspitze zur Talsohle des gemittelten Poten-_ 


sare 
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e 


schwankt auch der Winkel y = Ps +- gs um einen Betrag t- 2 beim — : 
Durchlaufen eines verbotenen Energiebandes, wenn t eine Zahl von | 
der GroBenordnung 11 ist. Da nach Abb. 2 und 3 des Teiles I die Tiefe 
eines Potentialtales W, ~ 3-V ist, so fallt die GréBe kf, nach den — 
zu (4.303) fithrenden Betrachtungen von Null bis ~—3k?-¢ bein 


tials V),(z). Da auf diesem Wege zwei bis drei verbotene Energie- 
bander durchlaufen werden, so fallt die GréBe Af,,, beim Durchlaufen — 
eines einzigen dieser tiefsten verbotenen Ruehnebagdes um einen — 
Betrag ~ k?-q. Nimmt man an, daB gy und k?,. sich beim Durchlaufen — 
eines Energiebandes gleichmaBig andern, so ist eine kleine Anderung Ag 
des durch (4.1017) definierten Winkels g verbunden mit einer kleinen _ 
Anderung Ak? ,, der GréBe k,,, welche naherungsweise gegeben ist 
durch = 


ra 
Ag= ee Ake 5, ° (4. 1107) 


Da die Anderung von @ bzw. ra s, in Wahrheit nicht gleichmaBig ist, a 
so liefert (4.1107) eine numerisch nur grobe Abschatzung. : 

‘Da die Breite der monochromatischen Linie als Funktion von g 
nach (4.1018) Ag = 2Re(oq) betrug, also nach (4. Fhe als Funktion | 
von k;,, den Betrag -s 


a 


ke 
{AR5, s,}moucche, = —* *2 Re (a g) (4.1108) 


annimmt, so ist nach (4.1105), (4.1108) der Quotient Q von Breite der — 
monochromatischen Linie {44% .}monochr, UNd Breite {A%? .}.ichtmonochr, ; 
der infolge mangelnder Monochromasie verbreiterten Oberflachen=@ 
Enveloppe: Ss 


i= 
At 


(= La {A RS tuber onoc hr. . 2Re (o q) 


{¢ A RE Si ynic htmonochr, ‘ a 


von der GréBenordnung g-<1. (4.44 


Um diesen Faktor Q wird die Intensitat der Oberflachen-Enveloppe 2 
infolge der mangelnden Monochromasie gegeniiber dem Wert (4. 1020) — 
der unverbreiterten Enveloppe vermindert, so da die beobachtete — 
Intensitat Z).o, der verbreiterten Oberflachen-Enveloppe nach ( (4.1020), v4 
(4.1109) 


J 


7:16, . # 21C. “¢ 
Dien pas < rd, iA. he Se] md Sy sed 
Re (og) | mat: Rel(og) . 
ist. Wegen (4.1006) ist |C, .,/* IBs,s,01* ‘qq, weil |B, ..0| fir die— 
ersten Nummern s,s, = 0, +41, +2, die GréBenordnung 1 besitzt. 


a 


; 1 t hat hier eine andere Bedeutung als die in (4.1005) eingefiihrte GréBe t. 
Eine Verwechslung ist wohl nicht méglich. 
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“Deshalb ist Ipeop Von der GréBenordnung 1. Um denselben Faktor @) 
erden auch die Intensititen (4.1021) der umwegangeregten Vakuum- 
“wellen 4», m, Vermindert, die deshalb eine vernachlassigbare Intensitat 
“Femi mal? = gio? =~ g/40 <1 erhalten. 


c) Intensitat und Kontrasthelligkeit der Oberflichen-Enveloppe. Je 
nach Versuchsbedingungen besitzt man bei der Wahl der in (4.1109) 
aufgetretenen Zahlen «, t, |C,.,.2 einen gewissen Spielraum [wegen 
des Spielraumes der GréBe « vgl. (4.1104’)]. Es sind etwa solche nume- 
-rischen Werte fiir diese Zahlen denkbar, daB J), wesentlich eroBer 
als 1 ist, also etwa den Wert 10 annimmt. Dann bewirkt die in B. R. 
(Sy, Sg) verlaufende Welle bei der inkoharenten Streuung sicher eine 
gegentber dem Untergrund verstarkte Ausstrahlung und somit das 
_Auftreten einer weiBen, intensitatsstarken Oberflachen-Enveloppe!. 
Falls jedoch der Wert von J;,.., in der Nahe von 1 liegt;so ist die Ober- 
flachen-Enveloppe intensitaétsschwacher. Sie fallt in diesem Falle 
schwarz oder wei8 aus, je nachdem durch Superposition der Oberflachen- 
-welle mit der Primarwelle e’‘'*) an den Atomorten ein Wellenfeld der 
Intensitat < 1 oder >1 entsteht. Dies stimmt mit den Beobachtungen 
iiberein, nach welchen die Enveloppe zumeist wei ist und sich stark 
aus dem Untergrund abhebt, und nur in einer geringen Anzahl von 
} Fallen schwarz ausfallt, aber dann auch intensitatsschwacher ist. 


: d) Die Intensitét der Raumgitter-Enveloppe. Da wir in den voran- 
gegangenen Abschnitten wegen rechnerischer Schwierigkeiten die Inten- 
; ‘sitatsverteilung in der Nahe der Raumgitter-Enveloppe nicht in allen 
_Einzelheiten ermittelt hatten, so kann der EinfluB der mangelnden 
Monochromasie auf die Gestalt der Raumgitter-Enveloppe nicht so 
_ausfiihrlich behandelt werden wie im Fall der soeben diskutierten 
Oberflachen-Enveloppe, sondern nur folgendes bemerkt werden: 

b Da der charakteristische Exponent x, ,, innerhalb jeden erlaubten 
-Energiebandes um z/a variiert, und da die Intensitatsverteilung der 
Raumgitter-Enveloppe nach (4.514) von dieser GréBe x, ,, abhangt, so 
. wachst die Breite der in den verschiedenen erlaubten Energiebandern 
der Abb. 5 des Teiles II verlaufenden Raumgitter-Enveloppen (2.301) 
mit der Breite des betreffenden erlaubten Energiebandes, sofern mono- 
chromatische Strahlung vorliegt. Daher ist die Breite der im aller- 
‘untersten (extrem schmalen) erlaubten Energieband verlaufenden 
monochromatischen Linie der Abb. 5 des Teiles II klein gegen die Breite 
E in den iibrigen (breiteren) aitcabten Energiebaindern verlaufenden 
a 


monochromatischen Linien. Da die beobachtete Gesamtintensitat einer 


1 Diese Erorterungen der Kontrasthelligkeit der Enveloppe gegen den Unter- 
grund beziehen sich auf photographische Positive. Bei Negativen sind die Bezeich- 
nungen ,,schwarz‘‘ und ,,weiB zu vertauschen. 
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nichtmonochromatischen Linie nach den oeueceaeener Rechnu 
proportional der Breite der monochromatischen Linie ist, so setzt die 
mangelnde Monochromasie die Gesamtintensitat der Kikucui-Linie 
im untersten (extrem schmalen) erlaubten Energieband bedeuten d 
stirker herab als die Gesamtintensitat der in den tibrigen erlaubten 
Energiebiindern verlaufenden Linien (2.301). Daher ist die beobachtete 
Gesamtintensitat der Krkucui-Linie (2.301) im untersten erlaubt en 
Energieband praktisch gleich Null, wie im Abschnitt 6 des Teiles 1 
bereits bemerkt war. 
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Mathematischer Anhang. 


Berechnung der FourIEr- Koeffizienten Wy, m,m, ES Kristalipotenti 
fiir hohe Indizes (my, m, m3). : 


a) Aufstellung der Grundformeln. Die F ouRIER-Koeffizienten &, »,,; ; 


des Potentials V(x, y,z) berechnen sich im vorliegenden Falle eines 


* 


kubischen Kristalles der Gitterkonstanten a aus der Formel’ - 
ea* (K) (El) 7 an 
Om; m2ms = a (m+ m2 + m2) Sa Pera (4.a01) 


Hierin bedeuten e« die Elementarladung und pa Sa bzw. oe Ss 


die FourteR-Koeffizienten der Ladungsdichte 9'*) bzw. o'*? des Kerns" 
bzw. der Elektronenhiille der Kristallatome; also 


“Ty al/2 e/2 a/2 
K 1 
ol, Hig ag if f fo “é 


2x 
— 8 (me + my + a8) 


’ . \ 
a fe vse (4.a0 2) 


ajf2 aff az 22 
(El) 4 r —i— (m,x + m,y + m2) 
Om, m, my = a | | f oe . dxdydz. (4.203 ye 
—aj/2 —a/2 —a/2 e* 


' Fitr hohe Indizes mj + m3 + m}>>1 geht das Integral (4.203) wegen 
der raschen Oszillationen der Exponentialfunktion bedeutend schneller 
gegen Null als das Integral (4.202), weil o'*” eine tiber den Elementar- 
wiirfel kontinuierlich veranderliche Funktion ist, wahrend 90 nur an 
den Atomkernen von Null yverschieden ist. Deshalb darf das Integ 
(4.03) gegen das Integral (4.202) fiir hohe Indizes gestrichen werden, 
und (4.a01) geht unter Benutzung von (4.a02) iiber in 


, x 4 in 
£ € — i-—— (m, x + m,y + mg 2) , 
w ctl de (K). a - = 
My My My aed a (mi? - < me + mi)” an | 0 é dxdy dz oF . 
sie p 


—aj2 as af _— 
+ 


+ Zwischen den Wp, », m, wnd den in (4.102) eingefitihrten Kostigdibdven Vien. we 
besteht ersichtlich die Relation wy, m,m, = — Vim, mz m,*A?/(2m). : 2 
Ve ' Zum Beispiel LascHKAREW, W. E.: Z. Phys. 89, 830 (1934) oder auch Bretr 
s H.: Ann. Phys. Lpz. (4) 87, 55 (1928). 


- 


Wx, 9,2) dx-dy-dz = (2) eraar en x | 


“ (J ea : H,, (Va: x), wobei) «= -— 


* sais a Tr core EM velopen, WwW. | 


iLuk 


B der Seemed VON. Woy, ig amg as andy wir uns zunichst auf 
einen einatomigen Kristall. Denkt man sich tiblicherweise den Atom- 
kern punktfrmig unbeweglich im Koordinatenanfangspunkt + = y = 
= 0, setzt also fiir 9 eine deltafunktionsartige Zackenfunktion an, 
-nur im Koordinatenanfangspunkt von Null verschieden ist, und 

fi Fic das iiber die unmittelbare Umgebung des Nullpunkts erstreckte 
Integral fo\*) dxdydz den Wert Z- ¢ annimmt (Z = Kernladungszahl), 


sO eatetht sich aus (4.204) ersichtlich 
Es - Ze 


bs # Wm, my m, = Gn? + m3 + ma) tT : 
2 b) Der EinfluB der Kristallgitterschwingungen. Wie nunmehr eee 

werden soll, bedarf die Formel (4.405) fiir sehr hohe Nummern mj +- 
i» * + m3>>1 einer Korrektur, die davon herriihrt, daS die Kristall- 
atome in Wahrheit nicht, wie bei der Herleitung von (4.a05) voraus- 
ges etzt wurde, unbeweglich an den Gitterpunkten des Raumes sitzen, 
sondern infolge der Kristalltemperatur Schwingungen um diese Punkte 
als Ruhelage ausfiihren. Wir betrachten jedes Kristallatom als einen 
harmonischen Oszillator, welcher mit der Massey und der Kreisfrequenz w 
um seine Ruhelage x = y = z= 0 schwingt. Bezeichnet W(x, y, z) 
dxdydz die Aufenthaltswahrscheinlichkeit dieses Oszillators im Inter- 


(4.205) 


vall x + dx, y + dy,z + dz, soist nunmehr an Stelle der Kerndichte 9) 


in (4.204) die Wahrscheinlichkettsverteilung der Kerndichten 


Ma 0%) =— WwW Fas y, 2) =a (4.a06) 


za setzen. 
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Oszillators im Intervall 


x+tdx, y+dy, z+ dz ist gleich dem Quadrat des Absolutbetrages 


‘seiner normierten Eigenfunktion, multipliziert mit dem Volumenelement 

d x-dy-dz. Bekanntlich lautet die normierte Eigenfunktion eines in 

x-Richtung schwingenden harmonischen Oszillators der Energieh w(n-+-}): 
wo 


5 (4.207) 


Br ik: ein Hermitisches Polynom ist. Bedeuten hw (n, +4), hw (nm, +- 3), 
ho(n, + 4) jeweils die Energien der 3 Bewegungskomponenten ‘des 
_ dreifach gebundenen Oszillators, so betragt deshalb seine Aufenthalts- 
-wahrscheinlichkeit im Volumenelement dx-dy-dz: 


(4.208) 
x He, V3) HF (Ja)- HE (Yaa)aw-dy-de. | 


i + BETHE, Fi? a. a: O: 


Kurt ARTMANN: i ‘ 

, on ’ © Bore -/ ‘ ~ a £ 
Die Wahrscheinlichkeit, daB ein (einfach gebundener) harmonischer 
Oszillator sich im n-ten Quantenzustand befindet, ist bekanntlich 


hon ho (n+1) = 

Ape ee FF | (4.009) 

(k = 1,4- 10-16 ist die BortzMannsche Konstante und T die absolut “th 
Temperatur). Da w 3 101% sec 1 betragt, so sind bei Zimmertempe- — 
ratur nur etwa die ersten 3—5 GréBen A, wesentlich +0. Bei der 
Berechnung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit W(x, y,z) aus (4.408) - 
e : : pa 

hatte man entsprechend (4.209) iiber die verschiedenen Quanten- 
zustande m,, My, N, der Oszillatoren zu mitteln. Da die Wahrscheinlic h: z 
keitsverteilung (4.208) aber im wesentlichen durch die Exponentia 
funktion e~*'“+%"**") gegeben ist, so erhalt man gréfenordnungsmapig 
einen richtigen Wert fiir W (x, y, z), wenn in (4.4208) H,, = H,, = Hy, =1% 
gesetzt wird. Da bekanntlich das nullte Hermitische Polynom Hy = 4— 
ist, so kommt dies auf die Annahme heraus, alle Oszillatoren befanden ~ 
sich im untersten Quantenzustand. 


c) Berechnung der FourterR-Koeffiztenten Wm, msm, @eS Potentials | 
unter Beriicksichtigung der Gitterschwingungen. Setzt man (4.a08) (mit 
H,,, =H, = H,, =1) in (4.206) ein, so erhalt man : 
Ze 


ew 


We 


3 
Pr a (Jena y+), 
0 = 


Durch Einsetzen dieses Wertes in (4.a04) erhalt man nach Ausfii 
der Integration tiber x, y, z den Ausdruck 


? xt 
Z-8 - 


’ ty “a c 
a (m? +- m3 -+ m3) 


ag (mi + mz + m3) 


(4.010). 


’ — 
Wyn, ms m, — 


Da in (4.208) aus Vereinfachungsgriinden H,,, = Ay, = H,, =A gesetzt : 
war, so gilt (4.a10) nur grofenordnungsmafig, was fir die vorliegenden 
Zwecke aber véllig ausreichend ist. Setzt man numerisch die Kern- 
masse 4 = 20°1,66 10-*4g und die Kreisfrequenz m= 3-10! sec-!, so 
wird nach (4.a07) die ,,klassische Oszillatorausschwingung‘‘ a>} 10-%cm. _ 
Setzt man ferner die Gitterkonstante a = 3 -10-8cm, so wird der in~ 
der Exponentialfunktion von (4.200) stehende Faktor oS 
Efe 
a® a 


= 6 von der GréBenordnung 1/50 bis 1/100. : 
Da ferner ¢?/(a a) die GréBenordnung 1,2 Volt hat, so wird mit Z = 20 
der vor der Exponentialfunktion in (4.210) stehende Faktor Z €?/( a) 
numerisch ungeféhr 25 Volt. Da das mittlere Kristallpotential Vacet 


groBenordnungsmabig 10—15 Volt betragt, so wird die in (4.109) defi- — 
nierte GréBe ot 
By = ‘my my My f On ms my c : 


- — — _. « e— 5 (mz + m3 + m2) 
Vooo p00 mi + m} + m3 f wy (4.a41) 


> 


ye Pek “Theorie der <nCoHEERNSoRPeN IV. 


‘ 


wenn ¢ eine Zahl 2 und } eine ‘Zabl 4/50 bis Ais00 ist, wie in (4.112) 
pre egeben wurde. 

_ Bei der Herleitung von (4.210) hatten wir uns auf einatomige kubi- 
sche Kristalle beschrankt. Sieht man von den Auslischungsgesetzen 
ab, auf Grund derer bei einigen Kristallen gewisse der aww, Coakt 
gleich Null sind, so gilt die asymptotische (nur gréRenordnungsmabig 
richtige) Formel (4.210) auch fiir beliebige mehratomige und_nicht- 
kub ische Kristalle, wie eine im Prinzip einfach durchzufithrende Ver- 

Igemeinerung der vorangegangenen Uberlegungen zeigt. . 

re Im Grenzfall, daB die klassische Oszillatorausschwingung ato 
riickt, geht (4.210) in (4.205) tiber, wie es sein muB. Der Exponential-— 
faktor in (4.a10) bzw. (4.a11), der von der Mhiy tae es ae Kern- 
Jadung herriihrt, bewirkt also, daB fiir Indizes mi + ma + me > 50 

d die Fourtrer-Koeffizienten Bm, msm, DZW: Wy m,m, bedeutend ‘rascher 
gegen Null gehen als bei einem punktf6rmigen (unbeweglichen) Atom- 
kern (a! =0), so daB diese hohen Fourter-Koeffizienten bei den 
‘Rechnungen des Textes ohne Schaden gleich Null gesetzt werden diirfen. 


Ich danke an dieser Stelle nochmals Herrn Prof. W. LENz herzlichst 
fiir viele wertvolle Ratschlage sowie fiir kritische Durchsicht des 
‘-Manuskripts. 


_ Hamburg, Institut fiir Theoretische Physik der Hansischen Uni- “eh 
versitat, Juli 1944. — ee 


Zur wellenmechanischen Herleitung 
des statistischen Atommodells*. 


Von ‘ 
ImrE FéNyEsS in Cluj-Kolozsvar (Rumanien). 


(Eingegangen am 31. Juli 1944.) 
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Nach den Untersuchungen von Dirac! und Briti_ourn? ist es bekannt, daB die 
Grundgleichungen der statistischen Theorie des Atoms auch wellenmechan 
ableitbar sind. Auf Grund dieser Erkenntnisse ist es HELLMANN® gelur i 
die Nebenquantenzahl in die Statistik einzufiihren und WeIzsAcxEr‘, die kinetisch 
Energie in héherer Naherung darzustellen. Die Ableitungen der genanten Foe . 
scher sind in hohem MaBe vereinfachbar. In dieser Arbeit wird ein all es 
und sehr einfaches Verfahren gezeigt, welches zur wellenmechanischen Herlei 
samtlicher statistischen Atommodelle geeignet ist. Die Methode griindet s 
auf die W. K. B.-Methode®, mit der die entsprechenden Gleichungen des ,,s 
consistent field'‘® naherungsweise gelést werden; anstatt iiber die Quanten: 
zustande zu summieren, wird integriert. eee 
Im §1 werden die nétigen Ergebnisse der Methode des ,,self-consistent field“, 
im § 2 jene der W. K. B.-Methode besprochen. Im § 3 wird die einfache wellen- 
mechanische Ableitung des Ausdruckes der statistischen Elektronendichte be- 
handelt. Weiterhin werden durch Anwendung der nullten Naherung (§ 4) der 
W. K. B.-Methode der THomas-FERMische’, der Th.-F.-AMatpische’, der Th. . ‘, 


* Vgl. die vorlaufigen Mitteilungen, Csm-LacAszatr LAPOK (Budapest) 6, 4 
(1943); 7, 57 (1944). 
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physicochim. URSS. 2, 225 (1935). 

5 WENTZEL, G.: Z. Phys. 38, 518 (1926). —- Kramers, H. A.: Z. Phys. a 
828 (1926). —- BritLovurn, L.: Notions de mécanique ondulatoire les méthodes 
d’approximation, Actualités scientifiques et industrielles, S. 39. Paris: Hermann 
1932. — igs E.: Z. Phys. 78, 580; 79, 699 (1932). — Dunnam, J. L.: Phys 
Rey. (2) 41, 713 (1932). \ 

8 As Sach D. R.: Proc. Cambridge philos. Soc. 24, 89 (1928). —- Fock, Ve 
Z. Phys. 61, 126; 62, 795 (1930). 

? Tuomas, L. H.: Proc. Cambridge philos. Soc. 23, 542 (1927). — FERMI, E.: 
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Z. Phys. 77, 722 (1932). 

* Fermi, E. u. AMatpt, E.; Mem. Acc. Italia 6,117 (1934). — JENSEN, Het 
Z. Phys. 101, 141 (1936). : 


LMaNNsche! und der Th. -F. Prins cactie Eee eetidenck: und durch Anwen- 
ig der ersten Naherung ( ($5) der Th.-F.-WeizsAcxersche® Energieausdruck 
enmechanisch abgeleitet. Man erhalt die statistischen Grundgleichungen aus 

se} den Variationen der entsprechenden Energieausdriicke. 


van a 
_ $4. Die Methode des ,,self-consistent field‘. Nach der HARTREESChen 
der Methode des ,,self-consistent field“ ist die Energie des Atoms* 
E= >> Hy; + >» Wa, (1.4) 


? i>k 


Hy; = f PF (t) AP (t) dt, 


as 2 


— A, - 
es aa a a 


wap rian (x) 5 (0) Wa (e) Pale) 9 dt. 


r ir—r’| 


t, 7 bedeutet hier den durch die 4 Quantenzahlen beschriebenen 
Quantenzustand, Y%(r) ist die Eigenfunktion eines Elektrons im Quan- 
tenzustand 7, z die Ordnungszahl des Atoms, e und m die Ladung 


oy die Masse des Elektrons, A die PLancKsche Konstante, wahrend t _ 


e kurze Bezeichnung der Ortskoordinaten (x, y, z), bzw. (r,0,q) ist. 
Die Energie, welche aus der elektrostatischen Riickwirkung der 
Jektronen auf sich selbst herriihrt, ist 


< | 


a E,.=4> W;- (4.2) 
j 


< 
,~ 


Wenn man auch diese zu (1.1) addiert, so erhalt man 


B= E+E, = LH, Hb We (1.3) 
oa ’ j,k 
¢ Mit der Focxkschen ee wird die Energie des 
vs toms 5 3 = 
Es E=E'+ 3) Ap, (1.4) 
ik s 
PS 5 yd aes Ms 


ist. Aus der Definition von W,, und A,, kann man unmittelbar ein- 
hen, dab E die auf sich selbst ausgeiibte elektrostatische Wechsel- 
3 irkung und Austauschwechselwirkung der Elektronen nicht enthalt. 


1 HELLMANN, H.: Acta physicochim. URSS. 2, 225 (1935). 

2 Drrac, P. A. M.: Proc. Cambridge philos. Soc. 26, 376 (1930). — JENSEN, 
: Z. Phys. 89, 713 (1934). 

3 HELLMANN, H.: Acta physicochim. URSS. 2, 225 (1935). — WEIZSACKER, 
C. F.v.: Z. Phys. 96, 431 (1934). 

4 Fock, V.: Z. Phys. 61, 126 (1930) Formel (32). 

5 Fock, V.: Z. Phys. 62, 795 (1930) Formel (1). 
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Zu den Energieausdriicken (1.3) und t A) orien noch als ae en- 
bedingungen die Gleichungen ae: 


SYP) Y%()de = 5, = (F=1,2,--.N; RED) 


hinzugefiigt, wo 6,, das WeTeRSTRASssche Symbol und WN die Zab 
der Elektronen sind. 

§2. Die W.K.B.-Methode. Nehmen wir an, daB die Bigenfunk-_ 
tionen der Elektronen des Atoms nach den Koordinaten pie 
‘sind. Je nachdem wir als Koordinaten (x, y, z) bzw. (7,0, @) -wahlen 
wird die Eigenfunktion “ 


P(r) = C (x) Py) Y(z), 2a) 


oi 
. (om 


bzw. 


Y(t) =C R(r) O(8) Og), | (2.2) 


wo C der Normierungsfaktor ist. Wenn wir die Impulskomponenten I 
mit p,, py, p, bzw. p,, Py, p, bezeichnen und die nullte heme > der 
W. K. B.-Methode anwenden, so ist . 


vine JOO 23), 


+ pace eS 


uSWw 
bzw. 
R(r) = pra ees 
(8) yates (2.4). 
pyc tense | 


In erster Naherung haben wir 


271 
W(x) =pzbe * fete (2.5) 


eee ee 


Zur Bestimmung des Eigenwertes dienen nach der W. K. B.-Methode 
die sog. ,,verallgemeinerten Quantenbedingungen“. Diese lauten in~ 
nullter Naherung _ 


(2.6) 


$ pdr =n, h | 


$ Ps ¥. dd? = Ny h 
$. 6p, rsinddyg=mh, 
wo k,, Ry, k,, M,,-%y, m ganze Zahlen sind. 
In erster Naherung andern sich die Zusammenhange (2.6) und (2.7) 


insofern, da die zu den nicht zyklischen Verinderlichen gehérenden 
Quantenzahlen um 1/, gréBer werden. 


| (2.7) 


§ 3. Die wellenmechanische Ableitung des Ausdruckes der statistischen 
_ Elektronendichte. Die Gesamtelektronendichte ist 


v(t) = XM (t) F(x) Otis 


J 


und die Dichte der Elektronen mit der Nebenquantenzahl 
(rt) = DOW (e) Br), 63.2" 


} 
wo der obere Index beim }’-Zeichen bedeutet, daB nur die zur Neben- 
quantenzahl / gehorenden bo in der Summe in Betracht kommen, also 
liber 7 nicht zu summieren ist. 
Wir erhalten das statistische Analogon von (3.1’) und (3.2’), wenn 
‘wir in diesen Formeln die Funktionen durch ihre nullte Naherung 
- ersetzen und, anstatt zu summieren, integrieren. Wenn wir uns auf 
ein kleines Volumen v beschranken, dann wird in (2.1) und (2.2) C = v~? 
und mit Beriicksichtigung von (2.3) bzw. (2.4), folgt aus (3.1’) 


y(t) =+fan CHO ee 
und aus (3.2’) 
y,(t) = fan, (3.2) 
wo 
dn = 2dkh, dk, dk, , (3.3) 
bzw. 
dn = 2dn,dngdm (3.4) 


die Anderung der Anzahl der Quantenzustainde bedeutet. Beschreiben 
wir mit dx) die Anderung der Anzahl der Quantenzustinde mit 
konstantem J, dann ist offenbar 


HOU aap: CG.8 


Die hier aufgetretenen Anderungen der Quantenzahlen kann man 
z ‘aus den Ausdriicken (2.6) und (2.7) bestimmen. Wenn wir uns auf ein 
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Fee Ee 
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kleines Volumen v beschranken, so Kade ane 5 (26) 
devas ‘ ap.dax 


_ und aus (2.7) 


= jap, Prsind dg. 


Weiterhin, da 
ote ae  —0=ff[fdxdydz=fffrsinddrdbdg 
ees). 1st. und 

; dn = Zvdp,dpydp., 


; 2 
Part dn—,vdw, 


dn =2vdp,dppdb, G8) : 


ist, bedeutet dw in (3.7) das Elementarvolumen des Impulsraumes. 
Es ist zweckmaBig in (3.8’) ny statt ps, eee ; 


Lay Dann ist ' 
‘aha dn = 7 vdp, dp, ap, Oe 


weiterhin aus (3.5) und (3.8) 


dn) — 2% “Pl ap ap,. (3.10) 


h 

Da die Elektronen die Zustande mit den méglich hake Energien — 
ausfiillen, mu man die Integration auf eine Impulskugel mit dem — 
Halbmesser #, erstrecken, wo ~, der maximale Impuls ist. So ist das 
Volumen des “ausgefiillten ae arate 


Le 6.11)” 


Dementsprechend wenn wir nach ,, » Py ps integrieren, so wird sich 


al die Integration nach ~, von — Ver? Ps — p: bis + /p2— p> — PR, di 
rit ie nach p, von — |/pii— p? bis + |/p2 — b: und die nach p, von —#,,_ bed 


Feistrecken, AWenw: tite idteambhn ach Bes Pen Pe durchgeluhnt } 


rs, miissen wir nach p, von —;, bis + ,, nach ~, von — \Ve2—2% 
bis oe \Pn— ~? und nach pf; von 0 bis p, integrieren. Nach w wird 
“von 9 bis w,, integriert. 
Anfolgedessen, wenn wir die Integrationen in (3.1) und (3.2) durch- 
d ithren, so haben wir 


v(t) = aa P= Ge y, (3.12) 


nd 


pe” y(t) = 2 yet pe 3.43) 


ahr 


pics ist tatsachlich der bekannte Ausdruck fiir die Dichte. Den Aus- 
, druck (3.13) hat zuerst FERMI! nach statistischen, dann spater HELL- 
MANN? nach wellenmechanischen Uberlegungen abgeleitet. Die von 
den zwei erwaihnten Verfassern bestimmten Werte von », unterschieden 
- sich nur in der Konstante, welche in p; enthalten ist. Auf die nahere 
Sate dieses Unterschiedes kommen wir spater zu sprechen. 


$4. Die nullie Naherung. Im § 1 haben wir dreierlei Energieformeln 5 baie 
siete: E, E’ und E. Durch Anwendung der nullten Naherung | 


der ‘W. K. B.-Methode gewinnen wir aus £’ die Th.-F.-sche und Th.- 
-F-H. -sche, aus E die Th.-F.-A.-sche und aus E die Th.-F.-D.-sche 
. statistische Energieformel. Diese kann man auch in einer etwas 
f -einfacheren Form schreiben. Das Potential des Kernes ist namlich 
ate 


= | Vix =<, (4.1) 
- das Potential der Elektronen 
: Vi=—e Tera dty , (4.2) 


_ weiterhin ist 
i — f P* (1) AP (rt) dt = f | V Y(t) Pdr, . (4.3) 


3 Fermi, E.: Z. Phys. 48, 73 (1928). Die dritte Formel von unten auf der 


Seite 77 “yr 
2 ax.= Saar f Yamee vases a 


_ geht mit unseren Bezeichnungen 


ee ae ; 1 ' h ; 2 

J ; : a owe : = f} —}; C= 407° a4 
~~ k radi 2 Pl ‘Omr E 

. Ze dN, 

i A Lad seh, SPB |e LO f vedt 

< Y dl 


in die Gleichung 


= Cu= ae Vies Ldt 
Ni vpdt = Any Gis 2 
uber. 


2 =Hertmann, H.: Acta physicochim. URSS. 2, 225 (1935). 


Folglich dre feeenette Energie dec Mantstoe rt oe 2 
Ee | ear |Y we—e(K we £m ee ee. 
Fiihrt mar hier die Dichten (3.1 ’) bzw. (3.2’) aie so ist 


: B= [| ae PY ae ra) var, 


eo 
B- DflteD DPV Beets 


Substituiert man hier aie nullte Naherung der Figenfunktion ois 
und integriert man dann, anstatt die Summen 2 und real auszurechnen, | 
so erhalt man +f 


ow 

= 
nu 
a 


fh ais 4 a 

O= gatm Ds! EP = am [oman ta 

~ } r 

- bzw., da p2 = £2 + 9} ist, ; | 
ae () 

ten fe Nt 3 forthe 


2m v 
i] 


Nach Durchfiihrung der Integrationen wird : 


oe rt U, =a BF 


bzw. die Th.-F.-H.-sche 


es ete ond 
ae?) 2i+1 : h? i(@i+ 1) 
mi ae a Ua omahr perro kas - Pi) + Sem RF 
Boas wovon man laut (3.12) und (3.13) a 
y x tm 3h? (3\8 + 
a 40m (3) . ce 
i. me und . 
me Watt og nA 1 (L441) 
va Us = Smart ae + eatin a8 . 
Ae erhalt. ° % 
a a Wenn man diese Werte von U, bzw. Uy in (4.5’) bzw. (4.6’) ein- 
Pi, fiihrt, so erhalt man die Th.-F.-sche 
to : 4.7 
~ Pr] _3at : a 
bn B= {|2(2 a Jrte(h >") var, ee, 
2 ‘4 


“cae. 


h? x3 4 3 h? 14a) | 
ae | 6m (21 + 1)? no S22 m ry? (H+ =v) Jnl (4 6) ) 


i. S rere ROO a on 


‘ ose 


Lan “ey. md ‘ Beh 


‘at we ee ah x . ‘ E ce i, y NN 
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a Man muB bemerken, daB man aus (4.6) den Ausdruck 


( BS) gewinnt, wenn man von 0 bis L nach J integriert, wo L folgender- 
aBen definiert ist | 


Pu=see VEE +1). (4.7) 
: Man muB nun das Minimum das Energien (4.5) und (4. 6) aufsuchen, 
0 dab 
~ frdt=N 
nd 
YJIudt =SN=N 
ra I ? 


sei. Dann, erhalt man fiir $2 nach FERMI 


: oe —=2me (V— Vi) S (4.8) ip Nae 
und nach HELLMANN . 
ee Pu = 2me(V—YV), (4.9) aie 
O i 
V=Vh,+¥. 


ist, ferner V, und V, LaGraNncesche Multiplikatoren bezeichnen. 

Wir haben schon erwahnt, daB FERmr die Dichte der Elektronen 
mit der Nebenquantenzahl / viel friither als HELLMANN bestimmt hat. . 
Der Frermische und HELLMANNsche Dichteausdruck von Elektronen 
mit der Nebenquantenzahl / stimmen formell vollig iiberein 

_ 2 Bent 


v; SPP 


Der Unterschied, wie man aus (4.8) und (4.9) leicht ersehen kann, liegt 
in der Verschiedenheit der Ausdriicke fiir #7. Bei Fermi ist Vy bei 
jedem /-Wert dasselbe, weil er nur » normiert; bei HELLMANN hat V, 
in Abhangigkeit von / verschiedene Werte, weil er auch die ¥, normiert. 
Die Ausdriicke (4.5) und (4.6) enthalten auch die auf sich selbst 
 ausgeiibte elektrostatische Wechselwirkung der Elektronen. Diese 
Wirkung ist in E (1.1) nicht enthalten. Nach (1. 2) und (4.3) haben wir 


; WF (r) Y(t) PF (0’) V(r’) ; 
Bie Eos ef f> [r—r’] dtr At, . 
7 


y+ 


Das Potential des j-ten Elektrons ist 
} af SEED EG) FGM, He dt Te! 


also 
ESE +4) [ BV phar: 
vi 


Heben wir den Durchschnittwert von V,, 


: tl } eo 
a © ; Viug=yM 


vor die Summe, so’ gelangen wir’ zum Th.-F.-A. Soiche statistischer on 


Ret Energieausdruck 

| 

S, i hs my pel 3h ay eh lh, +*5*¥)o]ar. 

ate Die Th.-F.-D.-sche Energieformel gewinnen wir aus E, nach (1.4) 


= 


E=E +4 Aj 
i, 


Nach den Rechnungen von Biocu! und BeTHE? ist in nullter Naherung 
. J . 3 af3\¥yi ? 
ayant +a(2) x. 
on 
Die Energie des Th.-F.-D.-schen Modells wird also 
e 3h? (3\8 3 
E= {[3- (Gy a(2) neh + Suede... 


| 
§5. Die WEIZzSACKERsche Korrektion. Wir erhalten den Th.-F.- 
_ W.-schen Energieausdruck aus (4.5’) durch die Anwendung der e1 sten 
Naherung der W. K. B.-Methode. Nach (2.5) ist in erster Naherung 


oa =(- s Pe 22° §,) (x) ve 


Sy Wie. Sam 


Also y 
ORR : VYe= Pa | 44 £4 ay * ’ 
Bayz? IV ERR (53) Sad os See ake 

eo 1 [/dinp,\? | 2 “3 

bs ={+|( ged po 4 
+; na Wenn wit w = pb, by b; setzen, da wir dw = dp, dp, dp, Scheel be- 
ie , nutzt haben, und weiterhin wieder die nullte } Naherung der ige en- 
a funktion anwenden, so ist an 
ig Se Be: 4n8 rp, 
VE p= SFY nett Sep]. 6.1) 


‘ Brocu, F.: Z. Phys. 57, 545 (1929). 


* GEIGER-SCHEEL: Handbuch der Physik, Bd. XXIV/2, 2. Aufl, S. 485. 
Berlin: Springer 1933. a 
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Re eN, ¢ 
~~ 3202m v eA Int w}) awe Db : 
j i 
Integrieren wir auch hier anstatt zu summieren, so haben wir 

‘ we } Pi 

h? ; 
=aan | (V Ine) dwt tf Pan. 
0 0 
Angenommen, da8 \7 Inw konstant ist, folgt 
4 w,, 


S : [mere Sal 


~ An me 
-ethalten also nach Anwendung von (3.12) 


et ee Seo). (2) 
3222 m v 40m \x ; 


# ; 
Fihren wir das in (4.5’) ein, so ergibt sich die Th.-F.-W.-sche Energie- 


TIOTINE 


Ba fling OF + SE Beefs tyres. 6 
¢ 


_ Durch einen Vergleich der obigen Ausfiihrungen mit den ent- 
sprechenden Arbeiten von Drrac, BrILLourn, HELLMANN und WEIz- 

ACKER kann man einsehen, daf die obigen Ableitungen wesentlich 
einfacher sind, als jene der erwahnten Forscher. 


i a Zusammenfassung. 
Ms Der in eet Arbeit eingeschlagene Weg ist der folgende: 
% 4) Die Gleichungen des ,,self-consistent field‘ lésen wir nach der 
‘Methode W. K.B. unter der Voraussetzung, daB wir 
a) nur die Lésungen nullter Ordnung (bzw. im Falle der We1z- 
sAckErR-Korrektion teilweise auch die. von erster Ordnung) in Betracht 
ziehen, — 
_ b) und die Teile der Eigenfunktionen vernachlassigen, welche auBer- 
halb der klassischen Bahnintervalle liegen, 
2. statt der Summation iiber die Quantenzustande integrieren. 
ps Zafolge der Voraussetzung 1a) entstehen die verschiedenen sta- 
tistischen Atommodelle als Lésungen nullter Ordnung (bzw. im Falle 
der WeizsAckEr-Korrektion teilweise auch die von erster Ordnung) 
der entsprechenden Lésungen des ,,self-consistent field‘. Aus 1b) folgt, 
daB der Radius der statistischen Atommodelle endlich ist. Beim 
-Tuomas-FerMI-Modell erstreckt sich die Dichte aus dem Grund bis ins 
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Unendliche, weil auch die elektrostatische Geist eeaheclarieenee der a 
Elektronen beriicksichtigt werden muB. Zufolge der Voraussetzung 2 
verlieren im statistischen Atommodell die Elektronen ihren individuellen — 
Charakter, sie fiillen also nicht nur den Koordinaten-, sondern auch — : 
den Impulsraum stetig aus. we 

Die Voraussetzungen 1a) und 1b) dieser Formulierung liefern — 
gewisse, nach verschiedenen Gesichtspunkten hin richtungsweisende 
Ausblicke, die eventuell zur Verallgemeinerung und Vervollkommnung — 
des statistischen Atommodells fiihren kénnen. (Es sei z. B. die Beriick- >} 
sichtigung der Teile der Eigenfunktionen, die auBerhalb der klassischen — 
Bahnintervalle liegen, bzw. die Anwendung der Naherungen hoherer_ 
Ordnung erwahnt.) 

Entsprechend dem Letzteren kénnte ein statistisches Atctncatyeen Ls 
konstruiert werden, bei dem die Elektronendichte — wie in der Wellen 
mechanik — sich bis ins Unendliche erstreckt, und exponentiell ab-— 
nimmt. Eine nahere Untersuchung dieser Méglichkeiten erscheint mir — 
um so wiinschenswerter, da die heutige Form des statistischen Atom 
modells noch nicht befriedigend ist, und ein wesentlicher Fortschri 
meines Erachtens nur durch Annaherung an die Wellenmechanik méglich — 
erscheint. Dieses Programm scheint mir aber ohne Zuhilfenahme der — 
Wellenmechanik, lediglich durch Anwendungen der statischen Methods ; 
kaum durchfiihrbar zu sein. ! 


Institut fiir theoretische Physik der Ungarischen Bolyai-Universita 
in Cluj-Kolozsvar. 


Zur Methode der Quantisierung 
von Wellengleichungen* 


Von 
R. BECKER und G. LEIBFRIED. 


(Eingegangen am 25. September 1947 **.) 


Beim Ubergang zur Quantenmechanik werden den Wellenfunktionen der klassi 
schen Theorie Matrizen bzw. Operatoren zugeordnet. Wir fassen hier die den 


Wellenfunktionen zugeordneten Gré8en als Operatoren auf und kénnen in kon-~ 


sequenter Weise einen HirBErtschen Raum aufbauen, in dem diese Operatoren 
definiert sind und ftir dessen Elemente die aus der Quantisierung entspringende 
SCHRODINGER-Gleichung aufgestellt werden kann. Die Resultate sind bekannt 
und bringen nichts Neues. Doch scheint uns der hier gezeigte Weg zur Beschreibung 
der quantisierten Theorie kiirzer und einfacher als der iibliche zu sein. Auch 
finden wir das Operieren in einem HIEBERTschen Raum mit explizit angegebenen 


Elementen anschaulicher und leichter zu handhaben als das an sich vdllig aqui- ' 


valente Rechnen mit Matrizen. 


1. Die zugrunde gelegte Wellentheorve. 


Wenn die ersten Entdecker der Kathodenstrahlen mit dieser neuen 
Strahlenart Interferenzversuche angestellt hatten, so waren sie zu der 
Vermutung gelangt, eine neue Art von Wellen vor sich zu haben.. In 
dem Bestreben, diese Wellen durch eine Differentialgleichung zu be- 
schreiben, hatten sie wahrscheinlich den folgenden Weg eingeschlagen: 

Versuche an Kathodenstrahlen iiber den Zusammenhang zwischen 
Wellenlange 4 und Gruppengeschwindigkeit v sowie tiber die Abhangig- 
keit der Wellenlange vom elektrischen Potential V ergeben die zur 
Aufstellung der Wellengleichung notwendigen Unterlagen. Mit zwei 
-Konstanten « und # wird die erste Versuchsgruppe beschrieben 
_ durch die DE Brociiesche Beziehung: A= “ , die zweite durch 
pee Pay (V,—V,). Die Aufgabe besteht nun darin, diese beiden 
aH (2H)? 
 Versuche durch eine Wellengleichung zu beschreiben. 
~  Rechnen wir nur mit einer x-Koordinate, so kame fiir den einfachsten 
- Wellenvorgang die ebene Welle p= A - e'\**~®® in Frage. Die Wellen- 

-zahl k= 22/4 und die Frequenz dieses Wellenvorgangs miissen durch 
die gesuchte Wellengleichung verkniipft sein. Ist die Wellengleichung 
linear, was wir annehmen wollen, so kann man solche ebenen Wellen 


——— 


F * Prof. WILHELM LENz zum 60. Geburtstag. 
** Eine kurze Zusammenfassung dieser Arbeit erschien mit dem Titel: On the 


5 Method of Second Quantization. Phys. Rev. 69, 34 (1946). 


Oe Becker und G. / BF RII suse 
. * ag wt “ A 7 = ~~ 

superponieren tind erhalt dann in Kees Weise fiir die om Der 

geschwindigkeit » =da/dk. Damit schreibt sich die | DE BR sche 


Beziehung 


a a dw ri 2 a 
k= v= oa oder 5 (R +2). a 


Die Wellenfunktion y geniigt danach im feldfreien Raum a Gleichung: Pa 


—y" + lp =iay. oa 


Wenn die Wellen, wie in der Optik, mit konstanter Frequenz ein elek- 
trisches Feld durchqueren, so ist k? + £ unabhangig vom Poten a 
und man erhalt fiir ¢ (1, 2 indizieren Gebiete verschiedenen Potential: 


Ri+G=Fe+l,; ki—ke=—B(YW—M,); 
ba—4, =B(Y— Wh): £ =— BV + const. Cy 


Setzen wir die unwesentliche Konstante der letzten Gleichung gleich ¢ 
so erhalten wir endgiiltig die Gleichung be 


—yp’—pVyp=tay 


und entsprechend im raumlichen Fall 


—Ay—pVyp=iay. 


Diese Gleichung beschreibt unsere beiden Versuche volistandig.. 


Die Angabe der Konstanten « und # in der gelaufigen Form = kot 


und p = mee ist vom Standpunkt der klassischen Theorie aus. iryam 


fiihrend, ba 3 GréBen e, m, A kommt erst nach durchgefithrter 
Quantisierung eine Bedeutung zu'. Da die hier betrachteten Wellen 
Ladung tragen, so hat man in V den Beitrag der Ladungsverteilung der 
Kathodenstrahlen selbst noch zu beriicksichtigen. Die Wellengleichun ig 
wird dadurch nichtlinear. - 


Nach Aufstellung dieser Feldgleichung mii8te man versuchen be 
stimmte Ausdriicke fiir physikalische GréBen, etwa fiir die Ladungs- 
dichte des Feldes, zu finden Man kann nun bestimmte aus y eae 
GréBen angeben, die auf Grund der Wellengleichung Erhaltungssatze 
geniigen, Solchen GréBen kann man _physikalische Bedeutung zu- 
ordnen. Dieses Verfahren ist ja in der Feldtheorie allgemein iiblich. 


6 fiir die GréBe y*y ein Erhaltungssatz _ gilt (7 (y* y) + divx. 
(ys grad y —yp grad p*) = 0), so wiirde man etwa e’ y* y als a 


dichte des Feldes interpretieren. Dabei ist e’ eine beliebige Ladungs 
einheit und die Wellenfunktion ist entsprechend zu normieren. _ 


1 Siehe atich Hunp, F.: Z. Phys. 117, 1 (1940). 


mys ay 


von V cn " 9 


= Be Yel <4 ~ : A 
rein riveiales" Grindet igt es “creche. von Govhclieret : 
¢ mu wahlen. Dies wird bei den meisten Darstellungen stillschweigend 
und hat den Vorteil einer etwas einfacheren Schreibweise beim 
Ubergang zur Quantentheorie. Diese Festsetzung ist aber zunichst 
ES nichts begriindet und kann erst nachtraglich durch das Ergebnis 
ler r Quantisierung eaxechpartigt werden. 
ir wollen hier auch e’ =e setzen, berticksichtigen das Selbst- 
potential der Wellen und schreiben nach Multiplikation mit e/B die 
v ’ellengleichung in der iiblichen Form. 
8 aw AVC eV 9) +e [MOO ae’ pie) = sag 


v| 


; 
tS ae —eV (rt) und = G{t,t) =: 

BS L(t) p(t) +fav’ -p* (er!) G(r, v') p(v')- p(t) = thw (tr). 
H lierin ist V das Fremdpotential. . 


é 


2. Ein einfaches Betspiel. 
ae -Bevor wir an die Quantisierung der Wellengleichung herangehen, 


Let t 


wollen wir den linearen Oszillator behandeln, da hier besonders durch- 
sichtige Verhaltnisse vorliegen. | 
_ Hier ist die Hamitton-Funktion 


1 ; 
= 2 x. 
2 


2m 


Fiir die kanonisch konjugierten GréBen p, x gilt die Vertauschungs- 


relation (V.R.) px—xp = [px] =—1h. Setzen wir ‘5 aed 
Berens, j ies 
i — oe FEL b* — Lea ed goa 
mie) a 
~ ] ‘ a j 
so wind bot = 1 H=holorb +4). 0): oan 


Wir wollen einen HirBertschen Raum (H. R.)! aufbauen, in welchem | 
ie b und b* als Operatoren erklart sind und dessen Basisvektoren th 


_ 1 Wir benutzen fiir das innere HErmMitEsche Produkt, eine komplexe Zahl, J 
das. fiir die Elemente ,, gz, ..- eines H. R. definiert ist die Abkiirzung: (p, 9). 
Es hat folgende Eigenschaften: 

pe (Py, Po) = (Py %* Po) = 4* (Py P2), « eine komplexe Zahl 

: (Pp P2 + Ps) = (Pr F2) + (Pv Fs) (Pr 2) = (Pa: Pr)*- i 
Die Norm eines Elements y: (9, ¢) = 0, (py, p) = O nur fiirg = 0. Ein Element p pea |): 
heiSt normiert, wenn (py, gp) = 1. Sind 6 und b* zueinander hermitesch konjugierte 5 
Operatoren, so ist (p,,b 9) = (b* py, %2)- Da man den komplex konjugierten vie: Mi 
G réBen der klassischen Theorie hermitesch konjugierte Operatoren zuordnen muB, : 
0 verwenden wir beide Male den Stern als Bezeichnung, da ein Irrtum wohl nt 
icht vorkommen kann. he? 


ie 


ae 


’ 
- “7 
J ae + ¢ 
Via : “oe 
pt ws ¥ 


igenvektoren ae af b sind. Sei also @, » Bienveo von oD eon n 


Figenwert (E, W.) 2 « eae 
b* by: ng, ae 


. 


‘m ist sicher reell und nicht negativ; es gilt ja fiir normiertes Y, 
= (Puy D* bepy) = (b Pp O Pn) = O- & 
Aus °(2):folet nun fears. - 
b* b (b@,) = (w—1) bp, SAS ey dt BH 6) ye 


Ware keine ganze Zahl, so kame man durch fortgesetzte Anwendut ng 
von 6 schlieBlich zu negativen Eigenwerten, da nach (4) do, nur 
n=0 verschwindet. Demnach sind die E. W. von 6*6 alle’ 


negativen ganzen Zahlen, » = 0, 1, 2,.... Ferner muB das Elementigl 
mit bq) = 0 wirklich existieren, d.h. ria Go) = 0; denn bq, ist rack 
(4) von 0 verschieden und gehért nach (5) zu » = 0. a 


~ 


Von diesem qo ausgehend kénnen wir den ganzen sis Sas sro nen 
Raum aufbauen. Nach (5) gehért (5*)"g» —q, zum E.W. n. Wi 
erhalten also alle Eigenvektoren des Operators 5* 6 aus dem einen 
Element g») durch Anwendung des Operators 5*. Die @, sind jedoch 
noch nicht png k. denn mit . 2 


Z 


tarenves = 2 (@, —1, 06* Pa ¥} = oie ee 
hat man 


FAS 2 = 
~— rt tre) o> 
: - R43 - 

i 
_ ‘~ 
a 
, 


(Pa Pn) = #! (Pos Po) - 


Nehmen wir daher gp als normiert an, so kénnen wir normierte 
vektoren definieren durch 


en = {NWF (b*)" Go. el 


Der allgemeinste Vektor’§ in dem durch die Co = Yor Gy s+ 8 f- 
gespannten H.R. ist durch eine Linearkombination der e, mit Zahl 


“ap ost © Ls 
"Se + 
A ™ 
f 
yr 
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* 
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vPt koeffizienten c, gegeben!. 
a “v fae] . : - 
PEN y=) c, (He, (7) 
pie * mae y oe : 
Re Da fir die e, : Gee 
Ye) ‘ — » : 
% ise be, = |/mey_1 bF eo, = m+ den ya, Gos ’ 8) 
| iN be 
iz } mt 1 Da die e,, normiert sind, so ist das Absolutquadrat der ¢,, ein MaB fiir die 
esi Wahrscheinlichkeit des Zustandes e,. Zwei Vektoren e, mit verschiedenen Indizes 
aie) sind orthogonal, da sie zu verschiedenen E. W. des HErMitEschen Operators 
Pee b* b gehéren. Es ist also: 


| : , * O wee 2” % 
Nhe (en, Cnr) = On ye = ; 
‘ i hee. . 


= ieee 
' ‘ 
J 


gilt, so ist die. Wirkung der b, b* auf §: 


3 O58 oy a Vena ES San 


n=0 n= 0 


Ss = dey Leckie Reb 


n=0 


(9) 


Die pret Summe ist so geschrieben, daB die Wirkung der Operatoren 
auf die Koeffizienten abgewalzt erscheint. Die SCHRODINGER-Gleichung 
Hs =ih§, DBO (n+ 4) Chey = th DY) Cy ey 

com = “ n=0 
wird in diesem Falle besonders einfach, da die e, auch Eigenvektoren 
‘zu H sind. Multipliziert man sie mit irgendeinem der e,, so erhalt 
man die Gleichung fiir die c, (t) 


th ,=hw(n+djc,. 


3. Quantisierung um endlichen Volumen. 


Wir wollen jetzt die Quantisierung der Wellengleichung (1). durch- 
fiihren. In der Quantentheorie der Wellenfelder pflegt man meist aus 
_Bequemlichkeitsgriinden, um namlich eine Méglichkeit zum Abzahlen 


an den bekannten Periodizitatskasten. Wir wollen uns auch hier ein 
endliches Volumen V vorgegeben denken und einen hierfiir vollstan- 
digen, normierten und orthogonalen Satz von Funktionen y,(t). Dann 
_k6nnen wir p(r, 4) mit zeitabhangigen Koeffizienten 6, (¢) nach diesem 
-vorgegebenen Funktionssystem entwickeln 


PT ce PPMP ay Pa Ot v8 ) PC ey vy 2 M0) 

is 7 

Damit werden die Gleichungen fiir die Koeffizienten 
| iT by = Zi Lyrbs + D bm Gar’ by by | 


(11) 
Gh = | fadede yh (0) yh (e) Gee’) wo) va(t’)-| 


Ley = (pL yy), 


| Diese Bewegungsgleichungen erhalt man aus einer Hamitton-Funktion 


= DoLit y bt b* GH" bb, (12) 
kimn 
wenn man 6, und 1% b¥ als kanonisch konjugierte GréBen auffaBt. 


_ Die kanonischen Gleichungen le b,, GH 84 Tbe sind dann 


O(ih dF) ab, 


—e. Te 
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zu haben, mit einem endlichen Volumen zu arbeiten, man denke etwa | 


oe 
hs antes tay 


; G(r, r’) in rv und r’ beriicksichtigt. 
a Der Ubergang zur Quantenmechanik erfolgt dere esting 
We V. R. zwischen kanonisch konjugierten GréBen 


[b,b*]=6,, und [b,,) = (b¥ b*] =0. 


Analog zu dem in Abschnitt 2 durchgefithrten Verfahren versuchen ¥ vid 
es den Aufbau eines H. R., in welchem die Operatoren b,, b*¥ definiert si 
ett Die Basisvektoren sollen Eigenvektoren des Operators N= x b* b, 


.* a J y* pdr sein. Die Existenz von N wird postuliert, der ‘Operator 
y b, b* existiert dann wegen der V. R. (13) sicher nicht. Ist nun 


is gy, Eigenvektor von N zum Eigenwert m Ae 
NG, =21Gn (Pn Pn) =1. 2 = (Gm N Gn) = Dd (6Gn» O-Gn) 20, (14) 
so gilt wegen der V. R. 7 

N (6, Gn) = (2 — 1) 8, Gy, N (67 Gn) = ( + 1) OF Gy - (15) 


coer Aus (14) und (15) schlie8t man wie beim linearen Oszillator auf die 
Existens eines Elements gp mit 


b,~o = O fiir alle r, (Po Fo) = 1 No =0, 6 


denn sonst wiirde man ja durch fortgesetzte Anwendung der Operatoren 
b, auf q, schlieBlich zu negativen Eigenwerten gelangen, was (14) 
widerspricht: Yo gehért zu m = 0 und damit sind die Eigenwerte von 
: N die ganzen Zahlen » = 0, 1, 2,...1. * 
Soa Wir erhalten also alle Eigenvektoren zu N aus g» durch Anwendung 
Meas » der Operatoren dF ; a 
: a a (b*)" ate Oras Po- ( > , 


Diese Elemente sind noch nicht normiert, denn es ist (vgl. Abschnitt 2 ) 


(Pn, oe 9 my ice? Day cect pene) = U3. loaes "7 (18) | 


. ae Damit kénnen wit ein normiertes, Orthogonalsystem von Basisvektoren 


angeben: . ‘ 
Shes Hass _— {n,! wee tae }~4 Gs... Wyss. we 


) age y. 


die den gesuchten H.R. aufspannen. Das allgemeinste Element %. 
unseres H. R. ergibt durch Linearkombination der Vektoren (19) mit 


' Dies ist gleichbedeutend mit der Existenz einer Elementarladung, denn 
die E.W. des Operators fiir die gesamte Ladung eN sind dann 0, ¢, 2¢, ... e=h- Da 
m 


ro. aye ’ 4 a4 
Jo eal ae ae or " 


(Phe 2S re ie 
eC Peta . 
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Za hike oe ata hs nm), die sae Funktionen der nur ganz- ot ie 
ser Werte Bk GréBen my, ... .. sind Peart 


. 
= 


=e “eh ee S 


(20) 


: » By aes = Ya Fencing tbe (21) 
so ist die Wirkung der },, b* .auf § 
ee el. 2.) Po, ens a a. 


pa 


¥ = De (m, ---.% +4,...) boi; edits Bans ( , 
oy 
a BS Shee es ») Yn, 4 + 4 ey... Sg Mig Frid eo nf 
: 7 See est oad ks Be 
‘: 


Dam it kann man die Wirkung der Operatoren auf die Koeffizienten 
c(m,,...) erklaren 


Ne Be (Mj, 025%) -2-) = Yu, + 1c (m,..050, 4 41,.5) 
y= 


BY cts, 22,7 Yn, ¢ (my... 1%, —1, ++.) 
Die SCHRODINGER-Gleichung 

HS =sh§- Diclni,...) Hew = th De (nt, -..)ew ism... (24) 
lautet dann fiir die c(m,,...)} 


Be Mn) A DOE Tar ef +d oF Gir” by bg hit (thy) a2 +2}, =42)« (25) 


} 


(23) 


_ Die Operatoren N und H sind vertauschbar, es ist also in (25) 
n=n,+.--.+n,+---konstant. Es finden nur Uberginge zu gleichem 
7 statt. Daher kann man von den c(m,,...) mit m,+---+%,---=m 
tibergehen in den Raum der Funktionen von  Koordinaten ry, .-., t,. 
Dieser Ubergang ist haufig ausgefithrt* und liefert die Aquivalenz mit 
der iiblichen Quantisierung von der Partikeltheorie her, ergibt also 
ls SCHRODINGER-Gleichung fiir eine Funktion f(r,..., t,,¢) von m 


HKoordinaten 

: he ; ae 

: eins (26) 
. Y= i+ 


a 2 Bildung des inneren Produkts mit én, ...,, unter Beriicksichtigung von (19). 
2 Vgi. z. B. Fock: Z. Phys. 75, 622 (1932) (I. Teil). \ 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 23 at 
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Man erhalt (26) nur bei der in (12) gewahlten. Stitang der Faktoren. 
Die Funktionen f erweisen sich als symmetrisch in den Koordinaten. — 4, 
Das entspricht der Bosr-Statistik. 

Fiir Fermi-Statistik bleibt fast alles gleich. Man hat hier in den _ 
V.R. das — Zeichen durch + zu ersetzen. Da nun 0? = b*? = 0, so — 
kommen fiir 1,... nur die Werte 0,1 in Frage, da nur diese in (17) 
von 0 verschiedene Elemente liefern. AuBer (13), (21) bis (23) bleiben 
alle Gleichungen erhalten, diese sind wie folgt zu andern: 


bb + b* b, =6,, b, b> + b,b, = b* b* +.5* b, =0, wow 


b Cn, ier t eee Vite Se De rs er og t6 == Y1— 1," eee A: ot ET (21a) 
Sag: r 1 r 1 r 1 r ; “ 
b,c (Ny, «++, M,) = Vi—n, c (m, .--, Mr 41,...); \. ae 

( 1 ) | ( 1 -i ) (23a) © 

Dy Capes hs ties os ) = Pa, c( (4% ¢ Ra te 

Man erhalt wieder (26), diesmal fiir antisymmetrische /. 4 


Der hier geschilderte Weg zur SCHRODINGER-Gleichung ist kompli- ? 
ziert und daher unbefriedigend. Vor allen Dingen erscheint die Trans- + 
formation der Wellenfunktion y(r, f) auf die 6, (/) unnétig, da man sie 3 


_ wieder riickgangig machen mu8, um (26) zu eehasies: Man vermutet — 


einen unmittelbaren Ubergang von der klassischen Wellengleichung zur _ 
SCHRODINGER-Gleichung der quantisierten Theorie. Dieser direktaay 
Ubergang soll im folgenden beschrieben werden. 


vihens ey% 


4. Quantisierung ohne Normierungsvolumen. 
Gl. (4) 1aBt sich aus einer HAMILTON-Funktion ; 
1a fdr’ pr (t (rc) L(v ¥*) p(r ¢") +4fdr' dr’ y* (v’’) p* (r’ )G (t, v’) r’”’) y(v’) (27) 


ableiten, wenn man hier y(t .) und 7 # p*(r) als ces si: auf-— 
faBt. Die kanonischen Gleichungen lauten hier? 


SH . SH ie 

Fey PM Sent ee (28) © 

und sind mit (1) und der zu (1) konjugiert komplexen Gleichung iden- * 
tisch. Somit sind die V.R i 
v(t) pF (e')] =d(t—r') (w(t) y(e’)] = Cy @) y* (e)] =0.- (29) © 

vy 


Die GréBen y(t) und p* (r) Scenes wir als Operatoren auf, die von 
dem Parameter r abhangen. Als Basisvektoren des H. R., in dem y 3 
' Die folgenden Ableitungen sind funktionale oder Variationsableifungen. Man — 8 
kann sie etwa wie folgt definieren: s 
oH 

Op (t) 

Dawes heiBt H(yp (v’) + e d(v—r’): Man ersetze die in H vorkommende Funktion Ne 
y(t’) durch p(t’) + ed (t—r’) und p(t”) durch p(t”) + eO(r—r’”’). 


lim (Hye) +ed(t— rH. : 


» 
<) 
a 


é 
he 
~*~ 


SLA 
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und y* als eo erklart sind, benutzen wir die Eigenvektoren 
des Operators N= fy*ywdv, dessen Existenz wir voraussetzen. Der 
Operator Jyy* dv existiert dann wegen der V. R. sicher nicht. Ist », 
~ein normierter Vektor zum E. W. » von N 


NG =P, M= (GN Qn) =Sde (Wt P(t) Y,) ZO, — (30) 
so gilt wegen (29) 


N(P() Pn) = (—A) v(t) Pn N(y* le) Gn) = (+ 1) v¥ (tpn. (34) 


Mit der gleichen Begriindung wie in Abschnitt 3 erhalten wir wieder die 
_Existenz eines Vektors gy, mit 


_gehért zum E. W. # und der allgemeinste Vektor zu diesem Eigenwert 
ware 


_ Dabei haben wir die f(r, ..., r,,) zu beschranken auf in y, ..., 1,, symmetri- 
sche Funktionen. Denn wegen der V. R. sind die Pr, ...ty symmetrisch in 


%,..-, 1, und man erhalt also mit symmetrischem f/f bereits das allge- 
meinste Element (34). Die g,,...,, sind jedoch noch nicht normiert. 


_ Wir wollen die Forderung auf Normierung so ausdriicken: Die Vektoren 
éy,...z, Sind normiert, wenn mit § = S#(ty, ---) 12, ¢ty ... und G = 


Sg(t, ++) ee... dt, --., dt, bs 
(¥, G) =ff* (u, ---) g(ty,...)dty,..., dt, = (f,8). 
Nun ist aber 


(Pe, -.-t 47 Pr, v,) = (Por Y (En) «= Y(t) y* (tt) --- * (tn) Po) 


= Yb (qy— ry) d(t.— 19)... 6(r, 14) 
aB...A 


a, B,..-, 4 ist dabei irgendeine der 1! ! Permutationen von 1, 2,..., 7 und 
die ee. erstreckt sich iiber alle diese Permutationen. Betrachten 
wir nun das innere Produkt von 3 = f f’ (1, .. ) Grp. Uty +++, at, und 


=f (ty) Payee at, --. $o ist 
UM) = fT Fase %) BEL +5; th) 
xt ay ‘ %— 1%) .-.0G,—4)} ar, ...,d% =n (f', 8"), 


PR 


y(t}~o=0 fir aller (G4) =1 Noy=0. (32) 
_N hat also wieder die E. W. Ont ee a Der VektOr 
5S AS *(r,) -..y* (t,) Po (33) 


Li Rene eee eee on (34) 


= (PoP (ty) --- Y (ta) {0 (Gy — ti) + p* (ti) p ae (ta) .--Y* (tm) Mo) (35), 


a a * iP, os * 
“Vy x 
el NT, RY es 


gd 
hy > 


50 *. _ 
ee ae 


Serr te 


.. 


Maen . 4 “ie. eee 
"R) Baowen ge Pipa ge 2 as ¥ 


Pair > : : sa. vs 


denn jedes Glied ae Summe gibt wegen der Sinner 
der }’ und g’ den gleichen Beitrag. Daher ee wir normierte Vek- | 


toren definieren durch . . 
ee Sir ears 

306. 

(Cry... ty év....v) = Onm* ai TDs 6 (t— + Olt, stan B ) 


v 


Das allgemeinste Element in dem durch die Vektoren (36) amour ¥ 
Raum ist dann 


0 =foeo HD Stn (tay +++ te) ergo tg ty «+2 My &o= Po- (37) 


Die Anwendung der y(t), y*(t) auf die Einheitsvektoren ergibt 


p(t) ee 6 (t— ty) er, ... (x,).- Pes 
“#2 Pats (38) 
y*(t) ee, r= VM 41° eee, a 
: 
Dabei heiBt x, ... (t,)...t,: der Index r, ist zu streichen. 


’ Fir die Aufstellung der SCHRODINGER-Gleichung untersuchen wir 
die Wirkung des HamItTon-Operators (27) auf die ¢, 


Sdcyp* (v) L (0) p(t) ee, 1g, = Sat p* (t) L(y) AS (e— Ta) Ce, (ees 
k=l 
\ Der Operator L(t) =— au A,—e V(t) wirkt hier nur auf die e-Fankae 
tionen, denn ¢ ..(,)...2, enthalt r nicht. Zieht man das Summen- 
zeichen vor das Integral, so kann man daher L(r) und Ce ses (ty) ove by 
vertauschen, y*(r) operiert dann unmittelbar auf e, ty vo (Ey) oes by und mit | 
Y(t) er ty) ety = |n Cre, ss. (ty).-.t, ISt dann: ad 


HerttL ee Lone Syace ate r, L(t) d(t—r,) 


Da L neben dem Faktor eV(t) nur 2 Ableitungen enthalt, so gilt: 
L(t) 6 (v — 1%) = L(t) 6(v — x). Setzt man das ein, so kann man 
Cee, sa (ty) vee fy mit L(r,) vertauschen. Fiihrt man nun noch die Inte- 
gration tiber die 6-Funktion durch, so erhalt man: 


x Jary* (0) L(V (0) ee ey = DL) Cee 


1 n k 


L wi kt Ett auf die Einheitsvektoren Stibst: Man muB hier postu- 
da® die Anwendung von L auf diese Vektoren sinnvoll ist. Da 
; rE det A-Operator enthilt, miissen also die 2. Ableitungen der Einheits- 
toren existieren, etwa im Sinne einer Grenzwertbildung wie: 
; 


<a - 


es 


Ba nberdein 
—% 


NPN Stee 
AEN ean 


ins ’ 
Se ae 

Jui sierung 

* ¥ 


y(t) pr’) ee. 
soe (Up) eet 


r 
(t— vy) O(t’ — a) ee, ... (eg) 


eilt: 
Sdrdv'yp* (t) p*(v’) G (x, 


= facae vt() g(r) EO) 
ge +1= 
: px G(r, t) er, os+ Ee ot 
+T=1 
: Damit ist die Wirkung des gesamten Hamiltonoperators auf die Eigen- 
_ vektoren: a) 
He. ee es (2 L (t,) pe ot T, u)) ex, eT (39) a 
fir J VHths. Also be ° 
dt’, i} PR 2 
(40) 


i 
.” : 


f 
Die SCHRODINGER-Gleichung fiir § lautet H§—ik 
ME 


ae > Sit...) ) Hey, 
=ih(f+ > Sie kee od dv, 
n=1 1 
: it &,...2, die Gleichung fiir 


Das ergibt nach innerer Multiplikation mit e, 
{DL (th) +4 Gch, th)} (ee. eee...) 
ae (41) 


die Funktionen / 
hf, =fdtt,...,dtaf, (th, -. 
= {DL (ty) +4 E(t cD} faltn---) 

’ ¢ k k= 
" Diese stimmt mit der bekannten Gleichung fiir 2 Elektronen (26) 
 iiberein, ebenfalls mit der Beschrankung auf symmetrische Funktionen 

Fiir Fermi-Statistik andert sich wieder nur wenig. In den V.R 
ist das Vorzeichen zu wechseln, damit sind die ¢, |... und die /, anti- 
, t,- Lediglich (38) ist zu andern: 

(oh b(t — ty) (—1)¥— 2 ee... (ry) ty (38) 


4 symmetrisch in Y, 
| p(t) er, ...2, = 
Wir erhalten hier zwangslaufig und auf direktem Weg das Ergebnis 
ng in oe Ue not 2, S. 353 zitierten Focxschen Arbeit (Teil II). 
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5. Anwendung des Verfahrens bei anderen Wellengleichungen. 


Die in 4. beschriebene Methode wird sich auf alle Wellengleichungen — 
anwenden lassen. In jeder quantisierten Wellentheorie treten ja Teil- 
chen auf. Daher wird man immer einen Operator ,,Teilchenzahl‘‘ N 
mit nichtnegativen, ganzzahligen Eigenwerten angeben kénnen, nach 
dessen Eigenvektoren der H. R. fiir die Quantentheorie aufgebaut wer- 
den kann. Durch geeignete Transformation der Wellenfunktionen hat 
man dann hermitesch konjugierte GréBen aufzusuchen, die die V. R. (29) 
befriedigen. 

Das einfachste Beispiel ist wohl die ScHRODINGER-GORDON-Glei- 
chung fiir eine reelle, lorentzinvariante Funktion. Die Wellengleichung 
Ay—#y= 49 _ y=y* und x= 
JaBt sich aus einer Hamitton-Funktion H = f dr-4} {a2 4+ 2x? y*® + 
c? grad? y} ableiten. a(r) und p(t) sind dabei konjugierte Grdfen. 

Setzt man nun 


1 = ike Re ae fz = > -4 
x(t) = og: [olRenitah a(8) = {Vo a R) yh} 


1 : . 1 r i 
=. [q(a)ci*tak *(t) = {ho- 9(8) += (-# 
vl) = aha: faire a(t) = {Vo 218) + = PIB} 
= Poet ee, 
so wird H=fdkhk,a*a und konjugierte GréBen sind 7 a*, a. 


Geht man zur Quantentheorie iiber, so erfiillen a* (&) und a(k) gerade die 
V. R. (29) und damit kénnen wir alles analog zum Abschnitt 4 aufbauen #. 


Wir mochten an dieser Stelle Herrn F. RELLICH fiir viele Diskus- 
sionen danken; insbesondere hat er uns auf die Existenz des Elements Po 
aufmerksam gemacht. 


1 Mit N = fa*(k) d(k) dk. N ist hier, wie es sich fiir eine Teilchenzahl gehért 
relativistisch invariant. — Versucht man im Ortsraum GréBen zu definieren, die 
die V. R. (29) befriedigen, so gerat man in Schwierigkeiten. Man kann zwar etwa 
setzen: 

1 i 


@ = {Ncw eB p* SB {Vex + al 
2a | Ve y2nr ry cx 
H [arnc{eo @D + as grad? (@ + o»)| : 


ih@* und ®* sind konjugierte GréBen. Wenn man hier nach Eigenvektoren. 
von { ®* @ dy aufbaut, so erhalt man eine ziemlich komplizierte SCHRODINGER- 
Gleichung, in der sogar noch 6-Funktionen explizit stehen bleiben. Das mag daran 
liegen, daB schon @ relativistisch eine unbequeme GréBe ist, da sich Real- und 


Imaginarteil verschieden transformieren. Auch ist die GréBe f®* @dr nicht — 


invariant, so daB es also vom relativistischen Standpunkt ausgeschlossen ist, 
®*® als Teilchendichte aufzufassen. Vgl. auch Pautt, WEISsKoPF: Helv. phys. 
Acta 7, 709 (1934). 
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Zur Theorie des idealen Bose-Einstein-Gases *. 
(Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitat Gottingen.) 
Von 
FRIEDRICH KAEMPFFER. 

Mit 1 Textabbildung. 

(Eingegangen am 17. Dezember 1947.) 


Das Phanomen der ErnstErn-Kondensation wird an Hand einer Diskussion des 
Begriffes ,,Teilchenzahl“ gedeutet, und die Kondensationstemperatur T, im 
nichtrelativistischen und im relativistischen Fall angegeben. Am Beispiel des 
wirfelf6rmigen Kastens wird gezeigt, daB sich das ideale BosE-Gas, bestehend 
aus N Teilchen, fiir alle Temperaturen verhalt wie ein BoLTzMANN-Gas, bestehend 
aus Ng = a Nop = « (N — N,) Teilchen, wobei N, die Zahl der Teilchen im Grund- 
zustand bezeichnet, und « ein Faktor von der Gro8enordnung 1 ist. 


Es ist tiblich, eine Theorie des idealen Gases damit zu beginnen, 
daB ein Kasten vom Volumen V vorgegeben wird, in dem sich N von- 


--einmander unabhangige Teilchen befinden sollen. Dieser Kasten wird 


weiter mit einem Warmebad der Temperatur T in thermischen Kontakt 
gebracht, und fiir das so gedachte ideale Gas werden dann mit den 
bekannten Verfahren der statistischen Mechanik die mittlere Energie E 
oder der Druck P in Abhangigkeit von V und T berechnet. 

Wenn derart drei physikalische GréBen V, N und T vorgegeben 
werden, so muB man diese jederzeit messen kénnen. Das Volumen V 
und die Temperatur T machen keine Umstande, sie kénnen stets mit 
Hilfe eines MaBstabes und eines Thermometers bestimmt werden. In- 
dessen st6Bt man bei Beantwortung der Frage nach der Teilchenzahl N 
auf eine merkwiirdige Schwierigkeit. Der Begriff ,,Teilchen“, wie man 
ihn aus der Erfahrung gewonnen hat, impliziert den Begriff des Ge- 
trenntseins von der Umgebung, der raumlichen Lokalisierung. Man 


kann zunichst den Kasten hernehmen und die JN ,,Teilchen“ Stiick 


fiir Stiick hineinstecken: Dies ist die Meinung, wenn man sagt, es sei 
ein Kasten mit N Teilchen darin vorgegeben. Bringt man jedoch den 
Kasten nun in das Warmebad, so laBt sich die Zahl der ,,Teilchen“ 
(im oben definierten Sinne) nurmehr bedingt bestimmen. Solange sich 
der Kasten im Warmebad befindet, mu8 die zur Zahlung notwendige 


raumliche Lokalisierung der Teilchen gleichzeitig fiir alle erfolgen, da’ 


bei Zahlung in zeitlichem Hintereinander die Identitat der Teilchen 


* Prof. WILHELM LENz zum 60. Geburtstag. 
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verlorengehen wiirde. Wiinscht man also jetzt N Telichen: zu zahler .r 

so muB jedes einzelne auf ein Volumen lokalisiert werden, welches nicht 

gréBer als V/N sein darf. Damit ist aber nach der HEISENBERGschen ie 

Relation fiir jedes Teilchen eine Ungenauigkeit in der Kenntnis des 

Impulses von der Grobe c° 

Ap=n(Z) (1) 

~~ V 7, a 

an 

verbunden. (Um die Zusammenhange deutlicher hervortreten zu lassen, — 

werden im folgenden zunachst durchweg Zahlenfaktoren von der 

GréBenordnung 1 weggelassen, es wird deshalb auch durchweg das_ 

Gleichheitszeichen = durch das Proportionalzeichen ~ ersetzt.) Denkt — 

man sich das Warmebad am absoluten Nullpunkt der Temperatu 

die N hineingesteckten Teilchen also in Ruhe, so bekommt jedes Teilchen 

durch den MeBvorgang des Zahlens im Mittel die Energie “a 
p? — WP /N\s 

Se (Fy ‘ : 

Dies ist kinetische Energie; da hier nur von Teilchen im BoLTZMANN- 


schen Sinne die Rede ist, kann e ~ kT gesetzt werden, und man erhalt 
die Beziehung 


ee . 6) 


x 
welche besagt: Durch den MeBvorgang des Zahlens von N Teilchen’ 
im Volumen V wird das Gas mindestens auf die Temperatur “7 


nh? (N\8 . 

le~ aay) 6a) 
aufgeheizt (man kann sich diese Aufheizung z. B. durch CompTON-_ 
Effekt bei einer Momentaufnahme mit dem Mikroskop realisiert denken). 


Anders ausgedriickt: Von N in das Volumen V hineingesteckten Teilchen ’ 
lassen sich bei einer Temperatur 7 < 7, effektiv héchstens ; 


N—N = Nett ~ ja (HRT) ~N (F)) ays 


»,Feilchen‘ zahlen, wobei Nj denjenigen Bruchteil der hineingesteckten | 
N Teilchen bezeichnet, welcher notwendig im Grundzustand verharrt — 
und zur kinetischen Energie nichts beitragt: 


nmr (F) ° 


A 


Dieser Vorgang der ,,Kondensation“ in den Grundzustand bei 
Temperaturen 7< J, wurde von ErysTEIn! noch vor Entdeckung der 
Quantenmechanik bemerkt; die hier angegebene Grenztemperatur To 


‘ EINSTEIN, A.: S.ber. preuB, Akad. Wiss., physik.-math. Kl. 22, 2614 (1924). 


i oe 


PETAL of. 
> ta ts ye SO ee, 
é €¢¢ . 4 > Pa on de! > a ; 

é%, — Q , 
as 


ewe eile PP ieera es 7 en Bose-EINSrEIN-Gases. pale yah 
vas aes : 
ist. jdentisch mit der EINsTEINschen Kondensationstemperatur, und (5) 
ist genau die von Lonpon? gefundene Beziehung. 

In die oben gegebene Ableitung einer oberen Schranke fiir die 
noch zahlbare Zahl von Teilchen ging wesentlich die Behauptung ein, 
daQ zur Sicherstellung der Identitat der Teilchen die réumliche Lokali- 
sierung fiir alle gieichzeitig erfolgen miisse. Tatsiichlich ist dies aber 
nicht erforderlich; denn wenn die Teilchen im Mittel die Geschwindig- 
keit w haben, so geniigt es zur Sicherstellung der Identitat, nach Lokali- 
ierung eines Teilchens die Lokalisierung seines Nachbarn etwas spiiter a 
vorzunehmen, wenn nur die Zeit At zwischen den beiden Lokalisierungen Rk | 
nicht gréBer ist als die Zeit, welche das erste Teilchen braucht um den iy YO 
-mittleren Abstand (V/N)* zwischen 2 Teilchen zu durchlaufen. Indessen ied Owl.) 
wird auch dadurch die obere Schranke fiir die noch zahlbare Teilchenzahl | 
nicht heraufgesetzt; denn wenn die Zeitdauer der Lokalisierung eines 


Teilchens aoe 
Ats(x)-< 6) 


sein muB, so ist damit eine Ungenauigkeit in der Kenntnis der Energie 
des Teilchens von der GréBe 


h N\} : 
Ae= — a. —hw (> 7) (7) 
_verbunden, woraus wegen der ailgemein giiltigen Beziehung de = w- Ap 
sofort wieder 
N\é 
Ap=h(>) (1) 
folgt. 
Geht man zu Teilchendichten von der GréBenordnung ~ =~ (4) 


tiber, bei denen der mittlere Abstand zwischen 2 Teilchen A gleich 
der "PoE ath amen v => ist, so wird kT) ~yc?; es muB 
sich also fir > aes (4 y bereits unterhalb der Kondensationstemperatur 


BP aivistische Entartung bemerkbar machen. Man kann dann auch 
nicht die klassische Beziehung (2) zwischen Energie und Impuls zur 
Berechnung der Kondensationstemperatur heranziehen. Ist die Zahl N 


i N 3 
der in das Volumen V hineingesteckten Teilchen so groB, dab >(%) 


ist, so wird in der Umgebung der Kondensationstemperatur kT > pc? 
sein; man hat dann fiir die jedem Teilchen durch den MeBvorgang des 
Zahlens erteilte kinetische Energie die Beziehung ¢ = ¢c p zu verwenden, 
und an Stelle (2) erhalt man aus (1): 


eZhe(F), | (8) 


. 


1 Lonpon, F.: Phys. Rev. 54, 947 (1938). 


-keit der klassischen Beziehung E = 
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oder ; 

Fir YY (45) ist auch hier k 77) ~ ~ po. Die effektive Teilchenzahl 
V h . 


' : Need we 
. Gibt man 2. B. = 2(K) 


liest man aus (9) sofort ab: | ; 
Na wV (52) - | 
°. vor, so bietet sich hinsichtlich der effek- 
tiven Teilchenzahl folgendes Bild (Abb. 1): Erhéht man die Tempera 


des Warmebades, so steigt zuniachst die effektive Teilchenzahl pro- 
portional 73 und erreicht bei &T © yc? den Wert V (4) 
Erhéhung der Temperatur wachst die effektive Teilchenzahl infolge 
Einsetzens relativistischer Entartung peck namlich proportional — 
T® und erreicht den Endwert N bei at = 2. 


. Bei weiterer 


Der Ubergang vom 
Ansteigen proportional 7! zum Astle proportional 7? ericlay | 
nattirlich stetig. 

Einen Sonderfall stellt das Photonengas dar; da hierbei « = 0 ist, 
gilt fiir alle Temperaturen streng die Beziehung (10) Ny ~ V (52) - 
Man bemerkt, da® diese Zahl identisch ist mit der bei der Temperatur T 


angeregten Zahl von Oszillatoren im Kasten; denn da fiir Ny; die Giiltig- 
Nu kT vorausgesetzt werden 
kann, erhalt man aus (10) unmittelbar das STEFAN-BOLTZMANNsche ~ 
Gesetz fiir die Energiedichte « = E/V: : 4 
o™ au cep (1 1). 
Das Photonengas kann also in der hier gebrauchten Terminologie als” 
ein ideales BosE-Gas beschrieben werden, fiir welches die Konden-_ 


kA 
Uu ~ol'; 


\ 


ae 
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_sationstemperatur unendlich gro8 und damit die effektive Teilchenzahl 
_unbeschrankt ist. 

_ Alle diese Uberlegungen fiihren zu der Vermutung, da in einer 
volistandigen Theorie des idealen Bosr-Gases simtliche klassischen 
thermodynamischen Gleichungen, welche, wie z.B. die Beziehung 
zwischen Druck und Energiedichte, die Teilchenzahl nicht enthalten, 
bis zum absoluten Nullpunkt der Temperatur herunter gelten, und 
da8 in der klassischen Zustandsgleichung PV = NRT’ die Teilchen- 
zahl N bis auf einen Faktor von der GréBenordnung 14 durch die effek- 
tive Teilchenzahl N,,, zu ersetzen ist. 


zogen und am Beispiel des wiirfelf6rmigen Kastens der Kantenlange V?, 


in dem die Energieterme bekanntlich 


&; = Ep,4m = 6 (Pam + M2 C2)A— pc? 
aoe | (12) 

Pin = (A? + 22+ m?)8; k,l,m =0,4,2,... 
sind, nachgerechnet werden. Hat man in den Kasten N Teilchen 
hineingesteckt, so bendtigt man zur Berechnung der Zustandsgr6éBen 


einen expliziten Ausdruck fiir die Zustandssumme 


2 ys 


& f 4 
Zy = de he Sealy (13) 


Tr 
bei welcher iiber alle E, zu summieren ist, die sich aus den ¢; in der 


oc E,= Ne; (14) 


1 


unter der Nebenbedingung 


[Es empfiehlt sich im allgemeinen, die Energieskala so zu legen, daf 
die Energie des Grundzustandes verschwindet, d.h. ¢; = ¢;— & ein- 
zufiihren. Dies andert nichts an der Thermodynamik, denn in 


7(7) j we (7) aS } ri) 2 
— BLN; (&;— €o) BIN; "_ p-BNG Se BIN, &j 
Yr 


. YNY=N_ . far aller (45) 
. 7 

_ zusammensetzen. Die mittlere Energie E und den Druck P erhalt man 
- dann aus (13) durch Differentiationen: 

he élnZy | _ 4 dnZy 

b= ag aay a (16) 


\ Ly=De 
ist der Faktor e~°%* unwesentlich, da er fiir ¢, >0 bei den Differen- 
tiationen (16) nur die temperaturunabhangige Nullpunktsenergie und, 
falls ¢, noch vom Volumen abhangt, den temperaturunabhangigen 
- Nullpunktsdruck liefert. Der Einfachheit halber soll jedoch im folgenden 
 gem&B (12) ¢) = 0 angenommen, also e~*%* = 1 gesetzt werden. | 


4 
Es soll nun diese Vermutung einer eingehenderen Priifung unter- 


; Pe Wht Ss 
; Ld Y td 5 ¥ es a P. . > p . 
: rey, eee = ie eR: is oe. ae 
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a. 


Fa8t man in der Zustandssumme .y in (43) eee Gliede 


zusammen, die bzw. zu N, = N, Ny = N —4, usw. gehéren, so kann}, 


unter Beriicksichtigung von &) = 0 4 
M=0 


geschrieben werden, mit 
Ey pe ni) & 
Pia We ak doe 
wobei die Besetzungszahlen N,”) fiir alle r der Nebenbedingung 

i Ni” — Wie Ni? = me, s (19) 


++0 
geniigen miissen. Man kann erwarten, daf das absolut gréBte Gliec d 
in (17) eine fiir alle praktischen Zwecke hinreichend gute Naherung 
fiir die Zustandssumme darstellt, man wird also Zy durch Z’ymax ersetzen 
kénnen. Da ZMma, per definitionem (18) die Zustandssumme eines aus 
M,nax Teilchen bestehenden Gases ist, in dem der Energieterm ¢, fehlt, 
wird man sagen kénnen, das aus N Teilchen bestehende Gas verhalte 
sich angendhert wie ein Gas bestehend aus M,,., Teilchen, fiir die der 
Term éq nicht vorhanden ist. (Dies gilt auch fiir e+ 0, da dann die ent- 
sprechende Zustandssumme aus (18) durch Multiplikation mit e~?(N—4)% 
entsteht, welcher Faktor wiederum thermodynamisch unwesentlich ist.) 
Es l4Bt sich nun zeigen, daB fiir Temperaturen T< Tq, wobei Tp die 
EINnsTEINsche Kondensationstemperatur bezeichnet, M,,,, identisch ist’ 
mit der zur Temperatur T gehérigen effektiven Teilchenzahl 
wahrend fiir T > J stets das letzte Glied der Summe (17) am gréBten, 
also Mya, = N ist. Das geht so: Nach einem einfachen Verfahren, 
welches wesentlich auf eine Idee von LEIBFRIED? zuriickgeht und welches _ 
der DARwIN-FowLeERrschen Sattelpunktmethode Aquivalent ist (deren 
Brauchbarkeit auch fiir T< J, von Lerprriep? sichergestellt wurde), 
kann die Zustandssumme Z4, auf die Form 


(18) 


In Zhy 25: f a—A¥ 1 4M; => e FP% (20) 


vy—l1 


gebracht werden, wobei sich der Parameter 4 aus der Bedingung 


> t,e-4"=M (21) 


y=1 


bestimmt. — 


1 Diese Umformung geht auf eine Diskussionsbemerkung von Herrn Dr. 
G, Lupwie zuriick, fiir die auch an dieser Stelle herzlich gedankt sei, 

* LEIBFRIED, G. u. F. KAEMPFFER: Z. Phys. 1947. 

* LerprrigD, G.: Z. Naturforsch. 2a, 305 (1947). 
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OZ! 
M —() oder 


bore eM 
Zo = 0. Diese Forderung ist, wie man durch Differentiation in (20) | 
und unter Verwendung von (21) sofort sieht, identisch mit fe 
a zs a ~ j 
i (A) Mina =0. : (22) 


Im Falle ¢) + 0 steht in (20) noch additiv das Glied —f (N—M) &, 

es wird also dann (A)Mmay = Dies ist aber bei verniinftigem Vo- 
Le ‘ 

lumen des Kastens fiir alle meSbaren Temperaturen < 1 und kann daher 


vern achlassigt werden.] Damit laBt sich M,,,, aus (21) berechnen: 


be Mos = > f,=>Y > e PP. (23) ‘ 
ae’ ¥ » ++0 
i die weitere Rechnung werden die Energieterme (12) des wiirfel- 
f6rmigen Kastens genommen. Ersetzt man, wie iiblich, in 
ey =>) gig ye > erent (P£,1,m+we')t— ae] (24) 

izo kim 


é 
7< 


die >’ durch Integral cd i ... P? dp, wobei die Integration unbe- 
is 


i h® : 

; gz , 
denklich von 0 bis co erstreckt werden kann, da der Integrand fiir e 
p = 0 zum Integral keinen Beitrag liefert, und fiihrt man weiter durch R 
BS, p =csinhe (25) 


die neue Integrationsvariable 9 ein, so wird 


t f= 4a (KE) [ e-rx(cme—0 sinh? 9 cosh ode; 
0 (26) 
. a pa BE 

a= Puc =—. 


Jon physikalischem Interesse sind die beiden Grenzfalle « > 1 und 
a <41, welche bzw. das Gas ohne und mit relativistischer Entartung 
beschreiben. Bedenkt man, daB? 


4 oo 
. m. HYY (i va) 


% f : . ff erracome sinh? 9 cosh 9 do Ap ty eee (27) 


' 2 Va 
Zz 0 
, wobei H{) die zweite Hanxetrsche Funktion erster Art bezeichnet, 
deren asymptotische Entwicklung? fiir |i »«| > 1 


¥ i ZHM Gra) =(AJen(t+ 25+) 08 


1 Vegi. Jorrner, F.: Z. Phys. 47, 542 (1928). 
3 Vgl. MAGNUS-OBERHETTINGER: Formeln und Satze. Berlin 1943. 
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lautet, so erhalt man fiir « > 1: ; 
(4 \8 15 (1 \8 
| = VG) Cae) +a bee) Ft 
und damit 


, 3 : : 
co F - 
pec j RT\I 15 sp) ah. 0 * 
al poe v (42) (22) (2 ) Dat (A) at} GOR 
vy=1 - 
Das erste Glied dieser Entwicklung ist identisch mit ae von Lonpon 1 4 
bei nichtrelativistischer Rechnung gefundenen Ausdruck fiir N — Ng, 
welcher hier als ,,effektive‘‘ Teilchenzahl N,,, bezeichnet wurde. Gl. (3 
besagt also: Im Falle uc? > kT ist fiir Temperaturen T< Tj, wobei 


wird + 
2 N \. Sat 
Ty = 2apk (scar) ; 2,162 =2i51 (34) 


die Ernstetn-Lonponsche Grenztemperatur bezeichnet, M,,,, id 
tisch mit der effektiven Teilchenzahl 


New= a (2a kT)$- 2,612, (32) 


welche fiir JT = 7, den Wert N annimmt; da N nach Voraussetzung 
der gréBte Wert ist, den M iiberhaupt annehmen kann, muB fiir T > J) 
stets M,,, = N sein, d.h. fir 7 >7Z hat die Zustandssumme die 
Form (20) mit M = N, wobei die Bedingung (21), welche fir T< J, 


InZ4 
durch die Forderung : anit 0 zur Bestimmungsgleichung fiir 7, = 
Ne, wurde, jetzt wie iiblich in der Form »’ f,e~*” = N zur Berechnung_ 
des Parameters / dient. “3 ¥ 


Wiinscht man M,,,, oder, wie jetzt gesagt werden kann, die effektive — 
Teilchenzahl Ny, fiir den Fall relativistischer Entartung des Gases, 


2 
dh. fir a = <1 zu bestimmen, so empfiehlt es sich, in (26) zu-_ 


nachst gemaB der Vorschrift (23) die Summe iiber » von 1 bis co aus- 
zufiihren : 


us uc\8 ( sinh* g cosh @ de - 
Minax = Nut = 44 V (" * 3 sacahe-N (33) 
: ‘ 
Fithrt man als neue Integrationsvariable x = cosh 9—1 ein, so kommt 
‘a 
e) kT\8 ad (2a + 4%)$ (4 + 2) dx * 
Nets = 420 V (5-) f eR) IS TRRET wal (34) 


0 


Eine angenaherte Bestimmung des Maximums des Integranden zeigt, — 
daB dieser nur fiir x 1/a, d.h. fiir x >> 1 einen wesentlichen Beitrag 


‘ Eonpon, F.: Phys. Rev. 54, 947 (1938). 
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zun n Integral liefert, man: kann je angenahert schreiben 
foe) © 

ct we RT\8 NG 2d 3 [ ea 
| Be savtth | etchaee yey if “(t+ Sha 

Fea Pyke ; es OU © 

<a ; 0 0 ‘ BN ; (35) 7 


dso} 
: s 


. oo fo) 
kT\8 2 z 
et) a 3 hs or { e — 
0 wes) 
e hier auftretenden Integrale lassen sich SE auswerten, es 
e Bat ‘sich schlieBlich 


Nu =8xV (52) Setar f: ; Ss (36). 
Im limes x — 0, also fiir Lichtquanten, wird Re | 
: eae ONS '=8aV ($2) 4,202; tana) nthe 83.7) 


in Ubereinstimmung mit der einleitend fea Sav Vermutung. 

Die Berechnung der thermodynamischen Zustandsgr6Ben des Gases 
und der Beziehungen zwischen ihnen bietet nun keine Schwierigkeit — 
a Da die Zustandssumme, wie oben ee die Form hat 


read? oy aay oS 
+0 
‘Inz= yates Sate a y vie P%e ” —N (38) 
6+0. ay Seas ‘ Ie) 
fir T>T, 
- erhdlt man durch Differentiationen den Druck 
=> a7 = dda wes a eS (ama 2 
x C65 yee gee 4 oA Pia Ae 4 a4 y 
ey: oy. RE oy Dd +B ave (39) 
a i+0 » i+0» 
“ : Oe; —vBe;—dv 
: ey re | Tals 
“ger 41+0 v tye 
Aa die mittlere Energie ‘ . 
re B27 =), ae Tat 
Bsn. Such. o Maat (40) 
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Dare lanteeletivistischen bzw. im selntivistnehen Fall gemaB | (12) 


« 


,*. y wore 


- 


' O&j 2 & ; C& Ee a: 3 i 
OF a OM on eee a 
ist, liest man aus (39) und (40) sofort die Beziehung zwischen Dru | 
und Energiedichte 
id p=22 bw. -P=iz (42) 


ab, welche also fiir alle Temperaturen gilt. eas den Druck P in Ab- 
hangigkeit von V und T erhalt man, zunachst fiir den nichtrelativi 


stischen Grenzfall ¢ = z und fir T< J k 
co ?? 

&j grrr s 2 4nV -_ eer 2 - ; \a 

pat y Seen gay fee toay, 

++0 »¥ 4 J 


wobei wiederum die Integration unbedenklich von 0 bis oo erstre 
werden kann. Auswertung des Integrals ergibt 


«eo 
| nee 1 “ 
lat Age a tal PO (¢ : 


_ Unter Verwendung von (32) kann daher die eZastandsgeiching geschriebe: 


werden: , 


a . 
PV =aNgkT; =— : = 0,5133. (45). 


Fir T >7, hat man an Stelle (43) 


wobei der Parameter 4 zu berechnen ist aus der Gleichung 
—vBpe—ir > = 
é =N. 
pe (47) F 


Damit kann (46) auch geschrieben werden: 
2 Sees 


om oy itO0 9 > 
ft 3V ‘} Da —vrBe—iav * (48) 
t0 , 


Wird auch hier die YY durch das Integral iiber p von 0 bis x ersetzt 
so kommt ad 


PV =aNhkT; (50) 


TST ist A> 1 und damit «— 1<41, man hat also dann in 
(50) die klassische Zustandsgleichung des idealen Gases vor sich. Hin-— 
sichtlich der Zustandsgleichung kann man zusammenfassend sagen: 

Das ideale BosE-Gas, bestehend aus N in einen Kasten ve nom Volumen V vs 
ineingesteckten Teilchen, verhdlt sich fiir alle Temperaturen wie ein ' 
oo BOLTZMANN -Gas, bestehend aus N, =a Ny; Teilchen. fee 


fiir ToT, = . ) die effektive Tetlchenzahl Ny = - st 


2m 22k Gear peak 


@anan). 2,612 maa= > Dee wahrend fiir T > Ty Nag = N und 


; | es peter 4 


bestimmt. 

gl eo Falle des Photonengases kann, wie eingangs erwahnt, die Kon- 
densationstemperatur als unendlich groB angesehen werden, es ist 
also fiir Photonen nur der Fall 4 = 0 realisiert. Unter Verwendung 
der relativistischen Formeln (37) und (42) erhalt man durch ganz analog 
verlaufende Rechnung als Zustandsgleichung des Photonengases 


ist, wobei sich A aus der Bedingung >. Y\e-*8%-*” —N 
t+0 v 


a oo 

c re 

i 27 

ui PV=a!NGRT; af! = ——- = 0,9004, (54) 


welche das STEFAN-BOLTZMANNSche Gesetz u = o T4 mit der richtigen 


. 4n® kt 
Konstanten o = a ae 


in sich begreift. 


’ Es ist dem Verfasser eine angenehme Pflicht, Herrn Dr. G. LEIBFRIED 
fiir die Férderung dieser Arbeit durch zahlreiche kritische Diskussionen 
herzlich zu danken. 
Va 
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Zur Deutung 
der interstellaren Kalziumz und Natriumlinien *. 
Von 
CHRISTA JENTZSCH und ALBRECHT UNSOLD. 


Mit 10 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 20. Februar 1948.) 


Die Intensitat der interstellaren Linien ist bedingt durch die Konzentration 
der absorbierenden Atome und deren Geschwindigkeitsverteilung (DoprpLER-Effekt) — 


infolge a) thermischer Geschwindigkeit, b) Turbulenz und c) galaktischer Rotation. 


Auch unter sehr allgemeinen Voraussetzungen erweist es sich als unméglich, ; i 


den Ca*- und Na-Atomen dieselbe Geschwindigkeitsverteilung zuzuschreiben. 


Nachdem die Uberlagerung von Turbulenz und galaktischer Rotation bzw. 


rechteckiger und Maxwettischer Geschwindigkeitsverteilung sowie die entspre- 


chenden Wachstumskurven eingehend untersucht sind, werden die Na- und ~ 


CalI-Linien getrennt behandelt. 


Durch Heranziehung der ,,Y-Kurven‘, welche das Dublettverhaltnis als — 


Funktion der Gesamtabsorption z. B. der starkeren Komponente fiir verschiedene 
Verhaltnisse von Rechtecks: MAXWELL-Breite darstellen, gelingt es, die Anzahl 
N H der absorbierenden Atome je cm?-Saule, sowie die mittlere Turbulenzgeschwin- 
digkeit vp als Funktion der Entfernung D zu ermitteln (Abb. 8 und 9). 

Der galaktische Langeneffekt der Gesamtabsorption und des Dublettver- 


haltnisses der Natriumlinien wird berechnet und ergibt sich — in hinreichender ~ 
Ubereinstimmung mit den Beobachtungen — als unerwartet klein. Der anschau- — 


liche Grund hierfiir wird an Hand der neuen Berechnungen zur Uberlagerung 
von Rechtecks- und MAxweEtt-Verteilung aufgezeigt. 
Einleitung. 
Da die interstellaren Ca II- und Na-Linien ziemlich schwach sind, 
ist es im allgemeinen nicht méglich, ihre wahre Intensitatsverteilung 


zu erfassen; vielmehr mu8 man sich mit der Messung ihrer Gesamt-_ 
absorption oder Aquivalentbreite A, begniigen. Man gibt diese in Ang-— 


strom-Einheiten an, indem man die in der Linie absorbierte Energie | 
einem vOllig ,,schwarzen‘‘ Streifen eben der Breite A, gleichsetzt. Fiir 
unsere Absichten wird es sich als zweckmaBig erweisen, daneben ein 
von C.S. BEALS [z. B. (2)] vorgeschlagenes Ma8 der Linienintensitat 
zu beniitzen: Wir rechnen die Aquivalentbreiten A, nach dem DoprLer- 
Prinzip — zunachst ganz formal — in Geschwindigkeiten (km/sec) um 
und bezeichnen diese als ,,Jntensitat'‘ I. Es gilt also: 


ey ee 
= + (c = Lichtgeschwindigkeit) faa! 


* Prof. WILHELM LENZ zum 60. Geburtstag. 
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_ oder 
I |km/sec] = A, |Angstrém] - 76...{Ca Hen K-Linien) | fe 
¢ 51 ...(Na D-Linien) . 


spricht A,/A = 10-® und ist also gleich J/0,3. 

Die ausgezeichneten Beobachtungsreihen von C. S. BEALs [2] am 
Dominion Astrophysical Observatory in Victoria und von P. W. MERRILL, 
R. F. SANForD, O. C. Witson und C. G. Burwett [44], [15] am Me. 

- Wilson-Observatory geben fiir die interstellaren Linien zahlreicher 

Sterne die J bzw. A, und insbesondere die Intensitatsverhaltnisse der 
Dubletts D,/D, bzw. K/H als Funktion der Entfernung D (parsec) 
und der Richtung (charakterisiert durch galaktische Lange / und 
galaktische Breite 6 des Sternes). " 

Wahrend die innere Genauigkeit der BeObachtungen recht erfreulich 
ist, bestehen zur Zeit zwischen Mt. Wilson und Victoria noch ungeklarte 
systematische Differenzen: Die IJntensitdten der CalII- wie der Na- 
Linien werden durchschnittlich von C. S. BEALS (Victoria) etwa 1,45mal 

_grdBer gemessen, als an Mt. Wilson. Die Intensitatsverhdltnisse der 
Dubletts D,/D, bzw. K/H dagegen sind mit keinen wesentlichen syste- 
matischen Fehlern behaftet. Im folgenden werden wir uns ausschlieBlich 
auf die zahlreicheren Mt.-Wilson-Beobachtungen stiitzen, miissen dabei 

_ aber obige Bemerkung doch im Auge behalten. 

: Wie A. Uns6OLp, O. StRuvE und C.T.Etvey [21] sowie A. S. 

EDDINGTON [6] gezeigt haben, ist nun die Intensitat der interstellaren 

. Linien bedingt einerseits durch die Anzahl NH der absorbierenden 

Atome in einer Saule von 1 cm? Querschnitt, die bis zu dem in der 
_Entfernung D parsec stehenden Stern reicht und andererseits durch 

} das Verteilungsgesetz der vadialen Geschwindighettskomponenten der 

absorbierenden Atome, welches die Wellenlangenabhangigkeit des 


Tu. DunHAMs [4] ,, FRAUNHOFER-Einheit‘ oder ,,Mikrowellenlinge‘ ent- 
- 
' 
. 


Absorptionskoeffizienten bestimmt. Ist letztere nicht tiberall dieselbe, 
so sind sinngem48 optische Dicken zu bilden. Die fraglichen Geschwin- 
digkeiten setzen sich zusammen aus 1. der thermischen Geschwindigkert 
der einzelnen Atome, 2. der Geschwindigkeit turbulenter Bewegungen, 
die iiber kleinere oder gréBere Bereiche des interstellaren Mediums, 
(,,furbulenzelemente*’) konstant sind, sonst aber erratisch wechseln 
und 3. der galaktischen Rotation. Zunachst ist nur der Anteil 3. be- 
kannt, da nach den Arbeiten von O. STRUVE und B. P, GERASIMOVIE [19] 
sowie J. S. Prasketr und J. A. Pearce [14] das interstellare Gas die 
galaktische Rotation genau mitmacht. 1. und 2. — die wir in vieler 
Hinsicht zusammenfassen kénnen, miissen empirisch bestimmt werden, 
- wobei damit zu rechnen ist, daB beide — ebenso wie die Konzentration 
der Atome — noch von der Entfernung abhangen. 
24% 
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Was kénnten wir nun iiber die Wollccedeeeeee der Ab. 
sorptionskoeffizienten bzw. das Verteilungsgesetz der radialen Ge-— 
schwindigkeitskomponenten aussagen, wenn wir — als Idealfall be- 
trachtet — mit Hilfe gemessener Gesamtabsorptionen fiir jeden Stern — 
eine vollstandige Wachstumskurve A, = Fkt. (NH) konstruiert hatten? — 

Diese Frage hat Verfasser [23] kiirzlich dahingehend beantwortet, | 
daB wir zwar nicht die Wellenlangenabhangigkeit des Absorptions- _ 
koeffizienten x, selbst bestimmen kénnen, daB wir aber ermitteln 
konnen, wie groB der Wellenlangenbereich AA ist, in dem der Absorp- iy 
tionskoeffizient jeweils einen vorgegebenen Wert x, iibertrifft. Damit 
gleichbedeutend ist die Aussage, in welchem Geschwindigkeitsbereic a 
Av die Geschwindigkeit jeweils gréBer als ein vorgegebener Wert v — 
ist oder — auf optische Dicken angewandt — fiir welchen Geschwin- — 
digkeitsbereich die wirksame optische Dicke bzw. die Anzahl absor- 
bierender Atome iiber einem jeweils vorgegebenen Wert liegt. “a 

Alle im folgenden gemachten Aussagen tiber Geschwindigkeitsver- 
teilungen sind im Sinne dieses allgemeinen Theorems so aufzufassen, 
daB jeder Verteilungsfunktion noch unendlich viele gleichwertige zu- _ 
geordnet werden kénnen (wie z. B. in [23], Abb. 2). 2 


I. Versuch einer Kombination der Na- und CaII-Beobachtungen. ; 


O. C. WiLson [26] hat wohl als Erster die ganz unerwartete Ent- — 
deckung gemacht, daB die interstellaren Na- und CaII-Linien eines und © 
desselben Sternes verschiedene Geschwindigkeitsverteilungen der ab- 
sorbierenden Atome ergeben in dem Sinne, da die Streuung der Ca*- — 
Geschwindigkeiten gréfer ist, als die der Na-Atome. 

Da O. C. Witson hinsichtlich der Art der Verteilungsfunktion der 
Geschwindigkeiten sowie hinsichtlich der Variation der Konzentration — 
der beiden Atomarten mit der Entfernung bei seinen Untersuchungen 
noch spezielle Annahmen machte, so haben wir uns zunachst die Frage 
gestellt, ob man die kinetisch schwer zu deutenden Schliisse O. C. Wit- 
sONs nicht vermeiden kénnte, wenn man fiir die Ca*- und Na-Atome 
eine zwar gleichartige, aber sonst — auch als Funktion der Entfernung — 
ganz beliebige Geschwindigkeitsverteilung zulieBe, wahrend ihre Dichte- 
verteilung in beliebiger, aber auch fiir beide Elemente gleicher Weise 
von der Entfernung abhingen sollte. 

Knipfen wir zunichst an Bekanntes an! Ist die Verteilung der 
Geschwindigkeiten bzw. der Absorptionskoeffizienten eine MAXWELL- 
sche mit der Breite AA, [~ exp— (4A4/AA,)?), so kénnen wir in be- 
kannter Weise (z. B. [22]) die Wachstumskurve 


log (A,/M4 Ap) = Fkt. (NH 7 22/A dp) (4) 
berechnen. Bezeichnen wir nun in dem Na- oder Ca II-Dublett die — 
starkere Linie mit der Oszillatorenstarke / = 2/3 durch den Index 2, 


ut Ayah ae eA: 
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die schwachere mit f = 1/3 durch den Index 1, so kénnen wir offenbar 
as Intensitatsverhaltnis 


3/4 ip 


4 Y= log A2/44n. 3 = 08a 4 log 3 ° 
wt 


auftragen. Hat man nun Y fiir das Na- wd das Ca-Dublett in demselben 
Spektrum gemessen, so kann man daraus mit Hilfe der Y-Kurve z. B. 
log In (Ca) —log I, (Na) ermitteln. Der so berechnete Wert des Ver- 
_haltnisses J, ska :I, (Na) miiBte mit dem direkt gemessenen iiberein- 
-stimmen. 

_ Ein Versuch mit den bekannten, fiir MAxweLtsche Geschwindig- 


nen Intensitatsverhaltnisse J, (Ca):J, (Na) stets viel kleiner waren, als 
die berechneten. Ss 


—Os 0 
log 4, /BAp (stiirkere Linie)—— 


"Abb. 14. Y = log 4,/A, als Funktion von log A, 3/4 4p der starkeren Linie fiir eine Rechteckskontur der 
- Breite 244p. Die oberen Punkte (auf der Saccal ‘stellen die Ca II-Linien dar. Sie sind mit den unteren - 


Punkten, welche den Na-Linien entsprechen, durch gestrichelte Gerade verbunden. 


So erhob sich die Frage, ob es durch andere Wahl der Geschwindig- 
keitsverteilung bzw. der Wellenlangenabhangigkeit des Absorptions- 
koeffizienten médglich ist, einen steileren Verlauf der ,,Y-Kurve zu 
erzielen. 

Eine anschauliche Betrachtung tiber das Zustandekommen der 
Wachstumskurve legt den Gedanken nahe, es mit einer Rechtecksver- 
teilung des Absorptionskoeffizienten zu versuchen. Nennen wir deren 
ge reite 2A ip, so ist die entsprechende Wachstumskurve einfach 

sis sx —e- *NE, (2) 
Die zugehérige Y-Kurve, aufgetragen mit A,/4 A, der starkeren Linie 
als Abszisse, zeigt Abb. 1. 

Wir haben nun fiir diejenigen Sterne, fiir welche an Mt. Wilson [11], 
[16] die Intensitatsverhaltnisse D,/D, und K/H gemessen sind, zunachst 
den Ca-Punkt [Y (Ca) = log K/H)} auf oe Kurve markiert und dann 


im Abszissenabstand A log A,/A Ap = log 7 cs das Y (Na) angezeichnet. 


- Die Verbindungslinie der beiden Punkte miiBte nun wieder einen Punkt 
der Y-Kurve erreichen. Tatsachlich verlaufen weitaus die meisten der 


“als Funktion von log (A,/A4,) bzw. log i S4e0.00. der mtavkeren Linie — 


_ keitsverteilung berechneten Wachstumskurven zeigte, daB die gemesse- - 
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gestrichelten Geraden in Abb. 1 immer noch viel steiler auch als die 
Y-Kurve fiir die Rechtecksverteilung. , 
Hieran wiirde sich auch nichts andern, wenn die strittige Frage der — 
systematischen MeBfehler sich zu Gunsten des Victoria-Observatory — 
entscheiden sollte: Wie wir sahen, sind die Y von systematischen it 
Fehlern fast frei und in dem Verhiltnis J, (Ca): I, (Na) heben sich diese — | 
gerade weg. ae 
Wenn der SchluB, daB die Ca*- und Na-Atome also doch verschie- 


dene Geschwindigkeitsverteilungen haben, zwingend sein soll, so miissen 


Qs : 


a 
log Ag /SAp+ 6 (stirkere Linie)—~ 


Abb. 2a u. b. a Mehrere flachengleiche Aufteilungen einer Rechtecksverteilung (Breite 242 R) des Ab- 
sorptionskoeffizienten. b Zugehérige Y-Kurven. Um diese links zur Deckung zu bringen, wurden IJ 
bzw. IJI um 6 = 0,130 bzw. 0,257 nach rechts verschoben. 


wir noch bewetsen, daB es wirklich keine steilere Y-Kurve gibt, als die 
in Abb. 1 gezeichnete. 

In Abb. 2a haben wir zunachst das Rechteck der bisherigen Ge- 
schwindigkeitsverteilung flachengleich in zwei verschieden hohe zerlegt. 
Die Wachstumskurve bekommt dadurch eine Einbeulung und die Y- _ 
Kurve rechts einen Ansatz. Um die verschiedenen Y-Kurven gut mit- 
einander vergleichen zu kénnen, haben wir sie in horizontaler Richtung 
so verschoben, da sie links asymptotisch ineinander iibergehen. Samt- — 
liche Kurven greifen dann nach rechts weiter aus, als die ,,Rechtecks- 
kurve" (Abb. 2b). Ganz allgemein kann man zeigen, — die elementaren 
Rechnungen sollen hier nicht im einzelnen dargestellt werden —, daB 
bei ketner Art der Abspaltung eines Stiickes der urspriinglichen Recht- 
ecksverteilung die verschobene Y-Kurve links unter der ,,Rechtecks- 
kurve' liegt oder die Abszissenachse friiher erreicht als diese. 

Da man weiterhin jede beliebige Verteilung des Absorptionskoeffi- 
zienten durch sukzessive Abspaltung weiterer Rechtecke approximieren 
kann, so gelten diese Behauptungen ganz allgemein. 
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Wir bestatigen also — nun ohne jede einschrinkende Vorausset- 


: zung —, den Schlu8 von O. C. Wirson [26], daB die Geschwindigkeits- 
_ verteilung der interstellaren Ca*-Atome breiter sein muB, als die der 


Na-Atome. Es ist daher auch nicht méglich, fiir die Kalzium- und 


: Natriumlinien dieselbe Wachstumskurve zu bentitzen, wie dies z. B. 


Tu. DuNHAM jr.([4], Abb. 2) seinerzeit getan hat. 


II. Getrennte Diskussion der Na- und Ca-Linien. 

Wir wollen nunmehr eine véllig getrennte Auswertung der Na- bzw. 
Ca-Beobachtungen des Mt. Wilson-Observatory durchfiihren. Das Ideal 
einer solchen ware in spektroskopischer Hinsicht, fiir jede Entfernung D 
(parsec) in dem eingangs erérterten Sinne [23] das Verteilungsgesetz 
der optischen Dicken zu deduzieren. Letzteres ware gleichbedeutend 
mit einer Aussage iiber die mittlere Geschwindigkeitsverteilung der 
Volumelemente, die zwischen dem Beobachter und dem betreffenden 
Stern liegen. 


In dieser Allgemeinheit ist das Problem aber zur Zeit noch nicht 


Jésbar. Es erwies sich daher als zweckmaBig, folgende Schematisierung 


einzufiihren : 


Hatten wir DoppLer-Effekte mur infolge der galaktischen Rotation, | 


so ware fiir einen Stern mit der radialen Geschwindigkeitskomponente 
2vz der differentiellen Rotation (nach OorT) die Wellenlangenab- 
hangigkeit der optischen Dicke in einem durchschnittlich homogenen 


interstellaren Gas durch ein Rechteck der Halbbreite 4A, = -<E ge- 


geben. Die Beobachtung von J.S. PLAskETT und J. A. PEARCE [14], 
daB die Radialgeschwindigkeit der interstellaren Linien stets gleich der 
Halfte der stellaren (korrigiert fiir Sonnenbewegung) ist, zeigt, daB ein 
solcher Anteil an der Linienkontur vorhanden sein mu8. Ihm iiberlagert 
sich offenbar ein zweiter Anteil, der in erster Linie von der turbulenten 
Bewegung des interstellaren Mediums herriihrt. Ob daneben eigentliche 
Temperaturbewegung der Atome eine wesentliche Rolle spielt, erscheint 
fraglich. Auf jeden Fall kénnen wir uns alle irregularen Bewegungen 
zusammengefaBt denken und — im Mittel tiber die Erstreckung des 
Sehstrahls — charakterisieren durch eine MAxwett-Verteilung der 


Breite 41, = A “=D, die noch von der Entfernung D abhangen kann. 


Auch wenn die Heftigkeit der turbulenten Bewegung im MilchstraBen- 
system durchschnittlich iiberall dieselbe ware, so miiBte man doch er- 
warten, daB 4A, mit der Entfernung zunimmt: Visieren wir einen be- 
nachbarten Stern an, so durchstéBt der Sehstrahl zunadchst nur eine 
Reihe kleinerer Turbulenzelemente, innerhalb derer relativ kleine Ge- 


- schwindigkeitsdifferenzen auftreten werden. Gehen wir dagegen zu 


ie Ay 


y+ dap AX. \® 
=a de > (sip) dA 4 tig (@(4*)-© y—AAR 
2A dR” Vn Ain ~~ 4Aiar Aap Cory as 
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fy a. 
entfernteren Stare iiber, so treffen wir auch gréfiere Turbulenzele- 

mente mit groBen Geschwindigkeitsunterschieden. (Anschaulich macht 
man sich dies am besten durch Vergleich mit der Erdatmosphare klar.) 


Im Rahmen einer Darstellung der skizzierten Art scheinen zunachst 
zwei einfache Uberlegungen miteinander in Widerstreit zu treten: * * 


a) Die Intensitaéten der interstellaren Linien J [km/sec] sind von 
derselben GroBenordnung wie die galaktischen Rotationsgeschwindig- 
keiten vp. Andererseits sind die Intensitatsverhaltnisse der Dubletts _ 
etheblich kleiner als 2, die Absorption erfolgt also in optisch dicker 
Schicht. Man sollte daher erwarten, daB die galaktische Rotation einen 
erheblichen Beitrag zur Verbreiterung der interstellaren Linien liefert. 


b) In Abhangigkeit von der galaktischen Lange / zeigt vp, die bekannte — 
Doppelwelle. Andererseits 1aBt aber weder die Intensitat der inter- 
stellaren Linien noch das Intensitatsverhaltnis der Dubletts eine Ab- 
hangigkeit von der galaktischen Lange / erkennen. 


1. Uberlagerung einer Rechtecksverteilung der Halbbreite Ady und ei , 
MAXWELL-Verteilung mit AAp. Berechnung der Wachstumskurven 
der Y-Kurven fiir verschiedene Verhdltnisse AAp/AAp = Up/dp. 


Um das Dilemma a) und b) seiner Lésung naher zu bringen, miissen — 
wir die Uberlagerung einer Rechtecksverteilung und einer MAXWELL- 
Verterlung genauer studieren. Beide normieren wir vorerst so, daB ihre 
Flachen gleich 1 werden. Das heiBt wir nehmen ein Rechteck der — 
Breite 24 A, und der Hohe 1/24 A, und iiberlagern mit der MAXWECIe ; 

Ad 
Aid int § 


Verteilung AL ea exp — (+ 
)a- Add 
(Um zu Absorptionskoeffizienten je Atom iiberzugehen, miissen wir dann 
spater mit 
xe? 
= —— * 2 
oa ar a f 


multiplizieren.) 


Es entsteht so die Funktion (7) 


das Gausssche Fehlerintegral bedeutet. 
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Da die Funktion S(y) auch fiir andere astrophysikalische Unter- 
st -hungen (z. B. Worr-Rayet-Sterne) niitzlich sein diirfte, so stellen 
wir sie in Abb. 3a und b fiir die Verhiltnisse 


0,5 ~< 1 2 5 


Pages 
Ado PV rkaoes 
‘ a b 
Abb. 3a u.b. Uberlagerung einer ‘Rechtecksverteilung (422) und einer Maxwett-Verteilung (Aap). 
a) Aip/Aip =0, 0,5, 1 und 2. b) AAp/AAp =2, 5, 10 und oo. 


als Ordinaten bzw. Abszissen dar. Durch graphische Integration wurden 
sodann die zugehérigen Wachstumskurven 


+00 
oe A, =f {1—e-S() “NH A (7) 


—-o 


berechnet. Wir stellen sie zundchst in Abb. 4 dar, indem wir von dem 
bekannten Grenzfall AA, = 0 ausgehen. Das heiBt wir tragen log A,/AAp 
als Funktion von log x,NH/Aj/p, fiir die in (6) angefiihrten A Ap/AAp 
auf. Es ist lehrreich, diese Darstellung mit der entgegengesetzten zu 
vergleichen, die vom Grenzfall 4A,=0 ausgeht. In Abb. 5 haben 
wir daher log A,/A Ap als Funktion von log x, N H/AA, fiir verschiedene 
AdplAdp aufgetragen. 

_ Wahrend man bei oberflachlicher Uberlegung meinen kénnte, daB 
z.B. gleiche AAp und AA, ahnliche Beitrage zur Linienbreite und 
daher zur Wachstumskurve geben sollten, zeigen die Abb. 4 und 5, 
-daB die Wachstumskurve mit 4/A,/4/) = 1 sich viel naher an die Kurve 
| Alp = 1, Adp=O0 anschlieBt, als an den umgekehrten Fall. Der 
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anschauliche Grund hierfiir ist einfach der, daB die Rechtecksverteilung y 
mit ihren steilen Flanken viel weniger zur ,,Ausbreitung“ des Linien- — 
profils beitragt, als die sanfter abfallende MAxwett-Kurve. Mit Hilfe | 
der Wachstumskurven Abb. 4 und 5 konstruieren wir in Abb. 6 und 7 e: 
noch die Kurven der logarithmischen Dublettverhaltnisse Y, aufge-_ 3 


2 OF OF 08 40 12 ¥ 16 18 20 22 24 26 28 
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Abb. 4. Wachstumskurven: log 4/4 4p als Funktion von log x, NV H/44p fiir die in Abb. 3 dargestellten 
Verteilungen des Absorptionskoeffizienten, * 
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Abb. 5. Wachstumskurven: log A ,/4ap als Funktion von log x, NH/AA R 
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tragen iiber log A,/AAp bzw. log A,/Adg, letztere GréBen jeweils be- 
zogen auf die stdrkere Linie des Dubletts. Erstere Darstellung ist zweck- B>. 


maBiger fiir den Fall —2* a < , letztere fiir >1. Schiebt man diese 


Y-Kurven nach links aninnanael so bestatigt sich unser friiher gefunde- 
ner Satz, daB die Rechteckskontur (4 Ap = 0) die steilste Y-Kurve liefert. _ 
Vor allem aber geben uns die Abb. 4—7 nun die Méglichkeit, in den — 
folgenden Abschnitten das gesamte Beobachtungsmaterial eingehend — 
zu analysieren und dabei auch die schon gestellte Frage nach den — 
galaktischen Liangeneffekten zu beantworten. Ss 
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5 2. Anwendung auf die interstellaren Na-Linien. 
e Ty ‘Tabelle 1 geben wir als Funktion der Intensitat der D,-Linie 
| A und km/sec) zunachst das Intensitatsverhdlinis D,/D, baw. Y= 


log D,/D, und zwar — genauer gesagt — den Mittelwert iiber alle Sterne, 
4d. h. alle galaktischen Lingen l. 


Damit berechnen wir die mittlere Intensitét 0,5 (D, + D,) und 


kénnen hieraus an Hand der Abb. 2 von P. W. MERRILL [10] die zuge-— 


horige Entfernung D in parsec ermitteln. Hierbei ist die interstellare 
Absorption mit 0,35 mag je kpc beriicksichtigt. 


05 
log Ag /1 Ag (shirkere Linie) —~ 
Abb. 6. Y = log 4,/d, als Funktion von log A 3/4 4p der starkeren Dublettkomponente. 


—O5 == 05 10 
log 4; /AAp (starkere Linie)—— 


Abb. 7. ¥ = log A 4 A, als Funktion von log A 3/44p der starkeren Dublettkomponente. 


Se 


Fiir einen Stern der Entfernung D ist nun die maximale Radial- 
_komponente der differentiellen galaktischen Rotation (vgl. z. B. P. W. 
MERRILL und R. F. SANFORD [12)): 


2v, = 14,8-D-10-3 [km/sec]. (7) 


Fiir den Durchschnitt aller Sterne haben wir diesen Wert noch mit 

dem Mittelwert des sin 2 (/—J,) zu multiplizieren (J) = 330°). Wir 

_ k6énnen dafiir mit geniigender Genauigkeit 2/7 = 0,637 setzen. Damit 

haben wir — fiir den Durchschnitt aller Sterne — nun auch AA, und 
kénnen die wichtige GrdBe 


Aj I 
Air 0,637-v; (8) 


fiir die D,-Linie angeben. Setzen wir dieses mit Y in Verbindung, so 

-gestatten die Abb. 6 und 7 sofort die Ermittlung von 4A,/A/p und 

Ai, bzw. der entsprechenden Geschwindigkeit vp [km/sec], sowie des 

log A,/AZp. Von hier aus berechnet man — am einfachsten nach 
: Abb. 4 — den log NH/AA, und die Anzahl NH der absorbierenden 
Atome selbst. 


———— ee 
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a V ie Abb. 8 veranschaulicht, nimmt die Turbulenz- (+ thermische) 
Gesc windigkeit Up von 3,2 km/sec (die Genauigkeit dieses Zahlenwertes 
ist sehr maBig!) bis 17 km/sec fiir die 2,4 kpc entfernten Sterne zu. 
Wollte man den kleinsten Wert ganz als Temperaturbewegung V2RT|u 
assen, So ergibe sich eine Temperatur von 14000°K. Das An- 
wai hsen der Turbulenzgeschwindigkeit Up mit der Entfernung bringt 
einfach zum Ausdruck, daB wir in gréBeren Entfernungen auch gréBere 
Turbulenzelemente und gréBere Geschwindigkeiten antreffen. 


4. | 0 

1500 2000 2500 0 1000 1500 2000 = 2500 

4 D)—~ parsec ; j— Parsec 
Abb. 8. Mittlere Turbulenzgeschwindigkeit 0) Abb. 9. Anzahl NH der absorbierenden Na- und 


{km/sec] der Na- und Ca+-Atome bis zu einer Ca*-Atome in einer Saule von 1 cm? Querschnitt 
Entfernung von D parsec. bis zu einer Entfernung von D parsec, 


Die Anzahl der absorbierenden Na-Atome (Abb. 9) nimmt mit der 
Entfernung fast linear zu. Die mitilere Konzentration ergibt sich in 
ter Ubereinstimmung mit O. C. Wmson und P. W. MERRILL [25] zu 


’ n = 3,6-10-* Na-Atome/cm#. (9) 


_ Mit Hilfe der bisher gewonnenen Kenntnisse tiber Turbulenz und 
Dichteverteilung des interstellaren Natriums wollen wir nun versuchen, 

die galaktischen Langeneffekte zu berechnen und mit den Beobachtungen 

zu vergleichen. Wir teilen die Sterne hinsichtlich ihrer galaktischen 

Langen / in 3 Klassen: 

4. Sterne, die innerhalb + 15° von einem Maximum oder Minimum 

der galaktischen Rotationsgeschwindigkeit liegen. } Be 
2. Sterne, die innerhalb + 15° um die Nullstellen der galaktischen 

Rotation legen. 

3. Die restlichen Indifferenz-Zonen von je 15°. 
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Der Mittelwert des |sin 2 (J—J,)| ergibt sich leicht zu: 
Maxima Indifferenz Nullstellen | 


(10) 
0,955 0,700 0,256 : 


Das AA, entspricht also jeweils dem v, nach (7) mal diesem Faktor. | 
So haben wir nun fiir die Rotationsmaxima und -minima in Tabelle 1_ 
weiterhin A/,/42) und damit nach Abb. 6 die Antilog. Y= D,/D,_ 
sowie nach Abb. 4 die prozentuelle Zu- bzw. Abnahme der D,- -Linien- — 
intensitat A, bzw. J berechnet. 

Man seein, daB die berechneten Schwankungen der Linieninten- 
sitat selbst langst innerhalb der MeBfehlergrenzen bleiben, Dies steht 


ace Mitte! 
Nallstellen 


Abb. 10. Abhangigkeit des Y = log D,/D, von der Intensitat der D,-Linie. O (Normalpunkte der Beob- 
achtungen) und Mitte] tiber alle galaktischen Langen. ——— Berechnet fir die Maxima bzw. 


Nullstellen der galaktischen Rotation. Z 


in Ubereinstimmung mit dem empirischen Befund von P. W. MERRILL — 
({40], Abb. 3 und 4) der in seinem Beobachtungsmaterial keinen Zu- 
sammenhang zwischen J (bezogen auf gleiche Entfernung) und der 
galaktischen Lange / bemerken konnte. Anschaulich gesprochen ist — 
wie aus dem Friiheren hervorgeht — die iiberraschende Kleinheit des 
galaktischen Langeneffektes einfach dadurch bedingt, daB bei der 
Uberlagerung einer Rechteckskontur und einer MAXWELL-Verteilung 
die letztere cet. par. in viel starkerem Maf zur Verbreiterung der 
Linie beitragt. ‘ 
Die in Abb. 10 mit aufgetragenen Unterschiede im Intensitats- 
verhaltnis D,/D, zwischen den Maxima und den Nullstellen der galak- 
tischen Rotation liegen an der Grenze der empirischen Feststellbarkeit. — 
Teilt man die Mt. Wilson-Beobachtungen [11] in der angegebenen 
Weise in 3 Gruppen, so zeigt sich, daB der Langeneffekt eher noch — 
kleiner ist; als die Theorie erwarten laBt. Man sollte jedoch meines 
Erachtens die Ubereinstimmung von Beobachtung und Theorie nicht 
pressen, da ja die Darstellung der Turbulenz durch eine MAXWELL- 


BvEctcihing nur eine grobe Approximation darstellt, wie die Beobachtung 
_mehrfacher interstellarer Linien durch C. S. BEALs [2], [3] und W. S. 
_ ADAMS [1] klar zeigt?. 


} 3. Die interstellaren Ca II-Linien. 


In Tabelle 2 haben wir nun eine ganz analoge Diskussion der Mes- 
sungen von R. F. SANFORD [15] iiber die Intensitaten der interstellaren 
‘#-und K-Linien durchgefiihrt. Die Entfernung der Sterne als Funktion 


Tabelle 2. Interstellare Ca II-Linien. 


ae 
4An 
(Alle Sterne) 


236 ni A 

475 3,54 

735 5,43 

E 978 7,23 

0,210 1230 9,12 
0,199 1520: [11,2 


0,194 1920 {14,2 


der K-Intensitat wurde dabei SANFORDs Abb. 1, wieder unter Beriick- 
- sichtigung einer interstellaren Absorption von 0,35 mag./kpc entnommen. 
Die resultierenden Werte der Turbulenz vp (entsprechend 4A,) und 
der Atomzahl NZ sind in den Abb. 8 und 9 mit aufgetragen. Es zeigt 
sich, daB vp fiir Ca durchweg etwa doppelt so gro ist, wie fiir Na. 
Von einem eigentlich thermischen Anteil an der Linienverbreiterung 
ist also bei Na und Ca nichts zu bemerken?. Hinsichtlich der Deutung 
des erstaunlichen Unterschiedes zwischen der turbulenten Bewegung 
der Ca- und Na-,, Wolken“ gibt eine Beobachtung von P. W. MERRILL und 
_O.C. Witson [13] einen interessanten Hinweis: In Sternen, dessen inter- 
_ stellare Linien aus einer starkeren und einer schwacheren Komponente 


1 Der Unterschied ist aber auch nicht so gefahrlich, wie es zundchst scheinen 

kénnte, da es fiir die Wachstumskurve nach {23] ja nur auf die Haufigkeitsver- 
teilung der Geschwindigkeiten als solche, nicht aber auf ihre funktionelle Form 
-ankommt. 

2 Es scheint jedenfalls ausgeschlossen, daB die Na-Atome eine thermische 
‘Geschwindigkeit vp = 8,5 km/sec haben, welche der aus der Kadiofrequenz- 
Strahlung der MilchstraBe erschlossenen Elektronentemperatur von ~ 100000° 
entsprechen wiirde. (Letzteren hohen Wert haben — unabhangig voneinander — 
C. H. Townes [20] und A. Uns6ip [24] auf Grund verschiedenartiger Beobach- 
tungen gefordert.) 
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bestehen, liegt deren Intensitatsverhaltnis fiir Ca II stets niher an 1 als” 
fiir Na. Ware das Anzahlverhaltnis der Ca” und Na-Atome in den beiden — 
Wolken, welche die zwei beobachteten Linienkomponenten hervorrufen, — 
dasselbe, so miiBte — analog den Dublettverhaltnissen — gerade das Um- — 
gekehrte zutreffen. Wir miissen also schlieBen, daB wirklich in den inter-— 
stellaren Wolken, deren Geschwindigkeit vom Mittelwert besonders ab-- 
weicht (es diirfte sich wohl insbesondere um Auslaufer der groBen Turbu- | 
lenzelemente handeln), das Ca* besonders stark vertreten ist. Eserscheint _ 
verfriiht, iiber die physikalischen Ursachen dieser merkwiirdigen Er- 
scheinung detailliertere Hypothesen aufstellen zu wollen. 4 

Die Anzahl NH der Ca*-Atome nimmt nach Abb. 9 mit der Ent- — 
fernung zunachst langsam zu und nahert sich erst ab ~ 500 pe einer | 
Geraden, die nicht durch den Ursprung geht. Das heiBt bis ~ 500pc 
ist also die Ca*-Dichte ungewohnlich klein und nahert sich = im 
Durchschnitt ‘einem Wert von 


- 


ry 


n = 0,97 -10=® Ca*-Atome/cm?. aa 


Vergleicht man die mittleren Dichten der Na- und Ca*-Atome nach (9) | 
und (10) — etwa im Sinne der Ionisationstheorie — so ist dabei zu 
bedenken, daB sie sich micht auf dieselben Volumina beziehen, da — — 
wie wir oben sahen —, die ,,Ca°-Wolken‘ sich mit den ,,Na-Wolken‘‘ 
‘nicht decken. Die Umgebung der Sonne zeichnet sich offenbar zufillig 
durch besonders kleine Ca*-Konzentration aus. 

Eine Diskussion der galaktischen Langeneffekte fiir die Ca II-Linien 
erscheint — nach den bei den D-Linien gemachten Erfahrungen — | 
liberfliissig: Da die Dublettverhaltnisse der Ca II-Linien cet. par. viel — 
naher an 2 liegen, als die der Na-Linien, so miissen die -Effekte hier 
weit unter der MeBfehlergrenze bleiben. 


4. Verschiedene Moglichkeiten zur Darstellung der turbulenten Struktur 
des interstellaren Mediums. 


Es ist schon von verschiedenen Seiten betont worden, da das 


ee) interstellare Medium — in Einklang mit seinem turbulenten Bewe- 
ees gungszustand — eine wolkige Struktur aufweist. Unsere Ergebnisse 
j a stimmen auch — soweit ein Vergleich sinnvoll erscheint — recht gut 
(ace mit den an Mt. Wilson aus demselben Beobachtungsmaterial abge- — 


a leiteten iiberein. 


q In einer sehr interessanten Arbeit, deren Manuskript er dem Verf. 
ee freundlicherweise tibersandte, hat neuerdings L. SprtzerR [17] die inter-_ 
stellaren Na-Linien und ihren Zusammenhang mit der interstellaren — 

Ys . Verfarbung diskutiert unter Annahme mehr oder weniger diskreter, 
a, einheitlich bewegter Wolken. Seine Art der Darstellung steht zu der 


spel hy os ‘a : . wo ; 
i" ‘K alzium- und Natriumlinien., © 


ane > j , 
-unseren offenbar in demselben V erhiiltnis, wie die PRANDTLsche Tur- 
pulenztheorie (diskrete Turbulenzelemente, Mischungsweg . . .) zu dervon 
G.I. Taytor entwickelten, welche sich kontinuierlicher Korrelations- 
-_funktionen bedient’. Da die eine Theorie diese, die andere jene Ziige 
der Beobachtungen leichter zur Darstellung bringt, so erscheint es wohl 
berechtigt, zunachst beide nebeneinander weiter zu entwickeln. 
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Kosmische Kernhaufigkeit und natiirliche 
B-Aktivitét*, 
er. | Von ) 
HANS E. SUEss. 
f Aus dem Institut fiir physikalische Chemie der Universitat Hamburg. 


et Mit 1 Textabbildung. 
te (Eingegangen am 6. Februar 1948.) - 


Ss ee ; ’ Bei den Massenzahlen, bei denen langlebige instabile Isobare existieren, tritt | 
. Sa ‘meist auch eine UnregelmaBigkeit in der Haufigkeit der betreffenden Kerne auf. 
Die Ursachen hierfiir werden von Fall zu Fall diskutiert. 3 
40: Die abnorme Haufigkeit des atmospharischen A*® ist bekanntlich auf 
Nachbildung aus K*° zuriickzufiihren. . 
ove 87: Die Ursache der Verminderung der Massenhaufigkeit 87 wird in der 
7 ¢ _ Emission von Neutronen beim Ubergang der beim ElemententstehungsprozeB 
primar vorhanden gewesenen neutronenreichen Kerne in die stabilen vermutet, 
Me analog zu der bei der Kernspaltung auftretenden ,,delayed neutron emission“ bei _ 
dieser Massenzahl. Eine derartige Neutronenemission ist ebenso wie eine langlebige 
f--Aktivitat an einer Stelle zu erwarten, an der das Energietal an seinem Hang 
eine besonders flache Stelle besitzt, das ist in erster Linie dort, wo ein ,,Schalen- 
abschluB‘‘ vorliegt. 

99: Die Massenhaufigkeiten von 99 und 101 sind gerade um etwa jenen Betrag 
zu gering, um den die fiir 98 bzw. 100 erhéht érscheinen. Die Neutronenemission 
wie bei 87 scheint bevorzugt bei ungeraden Massenzahlen vor sich gegangen zu sein. 

129: Aus Griinden der Haufigkeitssystematik mu8 die Halbwertszeit des — 
nach amerikanischen Autoren langlebigen J'** mindestens um einen Faktor 10 © 
kleiner sein, als die Zeit, die von der Entstehung der Elemente bis zur Bildung der 
Erdatmosphiare vergangen ist. 

At 176: Es liegen hier ahnliche Verhaltnisse vor, wie bei 87, jedoch laBt eine 
Haufigkeitsstérung bei den benachbarten héheren Massenzahlen eine eindeutige 
th Interpolation der Haufigkeitswerte der Elemente und eine eindeutige Analyse 
der Haufigkeitsverhaltnisse nicht zu. 
Eine experimentelle Untersuchung von Zirkon ergab, daB dieses Element kein 
langlebiges natiirliches B-aktives Isotop besitzt. 


1. Die kosmischen Kernhédufigketten. 


In einer vorangehenden Arbeit! war gezeigt worden, daB man durch 
ay: Ausgleichungen an den GoLpscHMiptTschen Werten? fiir die kosmischen 


* Prof. WILHELM LENz zum 60. Geburtstag. 
* Sugss, H.E.: Z. Naturforsch. 2a, 311 (1947), im folgenden als 4. Mitt. 
bezeichnet, r 


* GoLpscHMIpT, V.M.: Geochem. Verteilungsgesetze, IX, Videnskapsaka- 
demien Oslo 1938. 
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_ Haufigkeiten der Elemente zu einem geschlossenen Gesamtbild der 


Haufigkeiten der einzelnen Atomkernarten gelangen kann. Es hat 
sich hierbei ergeben, daB die Summen der Haufigkeiten aller Isobaren 
einer bestimmten Massenzahl — sie seien im folgenden kurz als die 
»Massenhaufigkeiten™ bezeichnet — in weiten Bereichen glatte Funk- 
tidnen der Massenzahlen darstellen, wenn man die Werte fiir die geraden 
und die ungeraden Massenzahlen getrennt betrachtet. Dies gilt mit 
Ausnahme von gewissen , Sprungstellen‘‘!, die mit dem Bestehen 
ausgezeichnter Protonen- und Neutronenzahlen im Kern zusammen- 
hangen, bei den wngeraden Massenzahlen fiir den gesamten Bereich der 
stabilen Kerne und zwar mit einer Genauigkeit, die fast innerhalb der 
Fehlergrenzen der massenspektroskopischen Bestimmungen der einzelnen 
Isotopenhaufigkeiten liegt. Nur bei 2 Isotopenpaaren, und zwar bei denen 
des Ti und des Hf, von allen 26 Elementen, die 2 Isotope ungerader Mas- 
senzahl besitzen, fiigen sich die Haufigkeitswerte nicht in einen stetigen 
Linienzug, wenn man ihren Logarithmus gegen die Massenzahl auftragt °. 
Eine weitere Abweichung bildet die Massenzahl 87, deren Haufigkeit 
bei jeder einigermaBen plausibel erscheinenden Wahl der Haufigkeits- 
werte fiir Rb und Sr um etwa 30% geringer ist, als man bei einem 
stetigen Verlauf der Haufigkeitslinie erwarten wiirde. SchlieBlich zeigt 
die Haufigkeitslinie der Kerne ungerader Massenzahl bei A = 99 ein 
eigentiimliches, scharfes Minimum, das keine Parallele im Linienzug 
fiir die geraden Massenzahlen besitzt?. 

Bei den geraden Massenzahlen tritt der pragnant glatte Verlauf der 
Haufigkeitslinie erst bei den Kernen, die mehr als 50 Neutronen ent- 
halten, zutage. Abweichungen von dem glatten Verlauf treten. vor 
allem an 2 Stellen auf, und zwar bei A = 96 und 176. Sie kénnen 
auch durch andere Wahl der Haufigkeitswerte nicht ausgeglichen 
werden. 

Es fallt auf, daB unter den genannten Ausnahmestellen sich gerade 
jene Massenzahlen befinden, fiir die langlebige f-aktive Isobare exi- 
stieren, und zwar 87 (Rb), 99 (Tc) und 176 (Cp). Im folgenden wird 
gezeigt, daB zwischen diesen f-Aktivitaten und der ,,Defizienz‘‘ der 
betreffenden Massenhaufigkeiten ein — allerdings nur indirekter — 
Zusammenhang bestehen diirfte. 

Nach JENSEN und Suess‘ kénnen wir uns den ProzeB, der zur 
Bildung der schwereren Elemente in ihrer gegenwartigen Haufigkeit 

is SUESS, ‘H.E.: Z. Naturforsch. 2a, 604 (1947), im folgenden als 2. Mitt. be- 


zeichnet. 
2 An Stellen, wo entgegen dem Maraucuschen Gesetz Nachbarisobare exi- 


stieren, ist der geringe Haufigkeitsbeitrag des jeweils neutronenarmeren Isobars ° 


als unwesentliche Korrektur hinzuzurechnen. 
3 Surss, H.E.: Z. Naturforsch. 2a, 311 (1947). 
4 JensEN, J. H.D. u. H. E. Suess: Naturw. 34, 131 (1947). 
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ie : und isotopischen Zusammensetzung gefiihrt hat, gegliedert denken in 
1X Ps die folgenden Teilvorginge, die im wesentlichen in zeitlicher Aufein- } 
ee anderfolge ‘abgelaufen sein mdgen: ‘= 


- 4. Die Bildung von sehr neutronenreichen imstabilen Kernen, wobe: die Werte — 
der Haufigkeiten, mit denen die Massenzahlen vertreten waren, eine glatte Funk- 
tion der Massenzahlen bildeten. 


2. Der Ubergang dieser Kerne in die jeweils neutronenreichsten stabilen \ 
Kerne durch f--Prozesse, wobei aber auch die Emission von Neutronen nach — 
Art der ,,delayed neutrons‘ vorkommen konnte. 

3. Vorgange, die die Verteilung der nunmehr bei jeder Massenzahl vorliegenden _ 
Gesamthaufigkeit auf die Haufigkeiten der einzelnen Isobaren besorgten. a 

4. In den vereinzelten Fallen, wo langlebige radioaktive Kerne existieren: — 
Chemische Prozesse, die zur Abtrennung der Zerfallsprodukte von den Muttersub- — 
stanzen und so zu lokalen Unterschieden in den isotopischen Zusammensetzungen X 


einzelner Elemente (z. B. Argon, Strontium, Blei) gefiihrt haben. 


Vorgang 1 — die Bildung der neutronenreichen instabilen Kerne — sei i 
folgenden der ,,PrimarprozeB‘‘ genannt und es sei angenommen, daB er zu einer 
primadren Haufigkeitsverteilung gefiihrt hat, bei der die Regel von der stetigen 
Abhangigkeit der Massenhaufigkeiten von der Massenzahl streng erfiillt war. Die 5. 
Frage nach dem Zustandekommen der ,, Eisenspitze"’ sowie der markanten ,,Sprung- _ 
stellen“ sei hier offen gelassen, jedoch soll versucht werden, zur Deutung Jokaler 
Abweichungen von der Stetigkeitsregel, die den Gegenstand dieser Abhandlung 
bilden, die sekundaren Prozesse 2, 3 und 4 heranzuziehen. 


2. Die Massenzahi 40. 


In der irdischen Atmosphiare ist das Argonisotop 40 sowohl relativ 
zu den anderen Argonisotopen als auch relativ zu den anderen Edel- — 
gasen um etwa einen Faktor 3 - 104 zu haufig. Wahrend es im irdischen é 
f : Argon mit 99,63% vertreten ist, ergibt eine Abschatzung nach den | 
Haufigkeitsregeln, daB seine Konzentration im kosmischen Argon 
kaum mehr als 1% betragen diirfte. Es kann kein Zweifel dariiber | 
herrschen, daB dieses Argonisotop nach dem Entweichen des Haupt- _ 
teiles der Edelgase aus der Erdatmosphare durch K- -Einfang aus K*_ 
nachgebildet worden ist!. Leider bestehen in den Angaben der verschie- _ 
denen Autoren iiber die partielle Halbwertszeit fiir den B--Ubergang 
des K* in Ca*, sowie vor allem iiber das Verzweigungsverhiltnis fiir 
die Umwandlung in A*, noch einige Unstimmigkeiten?, so daB eine — 
quantitative Beschreibung dieses Vorganges noch nicht gegeben werden — 
kann. 
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3. Die Massenzahl 87. 


Eine Ausnahmestelle in der Haufigkeitslinie fiir die ungeraden | 2 
Massenzahlen bildet die Massenzahl 87, wenn man den GoLDSCHMIDT- 
schen Wert fiir Rb und Sr so korrigiert, daB der Wert fiir Rb® in den 7 


1 Wurzskcxer, C. v.: Phys. Z. 38, 623 (1937). 


: 
* Sugss, H.E.: Phys. Rev. 73, 1209 (1948). — Grar, T.: Phys. Rev. 74_ 
. (Heft vom 1. Oktober 1948). 
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Liniensug fiir ungerade Massenhaufigkeiten pabt one bei den poe 


Isotopen des Sr die Haufigkeitslinien fiir die Kerne mit gleichem Neu- 
_troneniiberschu8 einen glatten, fast linearen Verlauf annehmen. Diese 
_Korrektur scheint sehr plausibel (bei Rb um einen Faktor 2,5 bis 3; 
bei Sr um 30 bis 60%), da auch Cs um etwa den gleichen Betrag zu 
korrigieren ist und Uns6xp! fiir Sr einen noch etwas hdheren Wert 


~angibt. Die Defizienz der Massenhaufigkeit von 87 betriagt dann etwa 


30 bis 50% (s. Abb. 14). 


Bei einer Halbwertszeit des Rb’? von 70 - 10° Jahren? kénnen dem 
Strontium der Proben, die zur massenspektroskopischen Bestimmung 


_ der isotopischen Zusammensetzung verwendet wurden, selbst durch 


_ vollstandige geochemische Abtrennung des Kb vor 3,3 - 10% Jahren 
_ héchstens 3% des Isotops 87 verloren gegangen sein. Die Defizienz 
_ von iiber 30% mu daher eine Ursache haben, die nicht unmittelbar 


_regten Zus 


mit der Radioaktivitat des Rb’? zusammenhingt. _Ein Hinweis zur 
_Deutung dieses Sachverhaltes bietet jedoch der von amerikanischen 
Forschern® festgestellte experimentelle Befund, daB8 in der bei der 


-Uranspaltung auftretenden Zerfallsreihe: 


en > 99% pe pea + RTE SS = 4 Syst 


momentan 
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ebildet wird, der augenblicklich unter Emission eines 
Neutrons in das stabile Kr®* iibergeht. Ein Zusammenhang mit der 
_, ausgezeichneten Neutronenzahl“‘ N = 50 ist offenkundig:, Der 51 Neu- 
tronen enthaltende Kern Kr*? emittiert das iiberzdhlige Neutron und geht 


ein Teil stand (es dirfte sich um etwa 1% handeln) in einem ange- 


tn das bevorzugte Kr*" iiber*. Der Mengenverlust bei der Massenzahl 87 


hat offenbar beim Ubergang der primar vorhanden gewesenen neutronen- 
reichen Kerne in die stabilen Kerne (Vorgang 2) stattgefunden. Es ist 
anzunehmen, daB auch bei den benachbarten kleineren Massenzahlen 
ein Abdampfen von Neutronen an der ,,Schwelle“ des Schalenabschlusses 
bei N = 50 aufgetreten ist. Die Hohe der Defizienz laBt erkennen, daB 
die Temperatur wahrend dieses Vorganges hinreichend hoch gewesen 
sein muB, daB etwa der Halfte der Kr8’-Kerne wahrend ihrer mittleren 


1 Uns6ip, A.: Z. Astrophysik 24, 306 (1948). 
2 Nach einer neuen, noch unver6ffentlichten Messung von O. HAXEL u. FP. G. 
HovurTERMANS, durch die im wesentlichen der Wert von S. EKLUND, Ark. Mat. 
Astr. Phys. 33a, 79 (1946) von (58 + 10) - 19% Jahre bestatigt wird. 

3 SnNetL, A.H., J. S. Levincer, E. P. MEINERS, M. B. SAMPSON u. R.G. 
Witkinson: Phys. Rev. 72, 545 (1947). 
4 Vel. 2. Mitt. FuBnote 12, S. 607. 


70 80 

A— 
Abb. 1. Oberer Teil: Logarithmus der Summen der ausgeglichenen Haufigkeiten von Isobaren in Ab- 
hingigkeit von der Massenzahl A. Die Werte fiir die geraden Massenzahlen ( Kreuze) sind verbunden. Bei 
den ungeraden Massenzahlen sind nur die zum gleichen Element gehérenden Punkte verbunden, Log- — 
arithmen der ausgeglichenen Elementhaufigkeiten bezogen auf die Gesamthaufigkeit von Si = 100: (Die | 
eingeklammerten Zahlen geben die Logarithmen der Ausgleichsfaktoren fiir die Gotpscumiptschen Werte 
an.) Ge: — 1,726 (0); As: — 2,745 (0); Se: — 1,500 (+ 4,24); Br: — 2,357 (0); Kr: — 1,820; Rb: — 2,768 
(+ 0,40); St: — 2,338 (4+0,10); Y: — 3,000 (0); Zr: — 2,197 (— 0,24); Nb: — 3,285 (—0,03); Mo: — 2,443 
(4+ 0,58); Ru; — 3,294 (+ 0,1 5); Rh:— 3,865 (0); Pd: — 3,252 (+ 0,35); Ag: wis 3,631 (—0,13); Cd: — 3,058 
(+ 0,53); In: —3,890 (40,75); Sn: — 2,805 (—0,26). Unterer Teil: Neutroneniiberschu8 der stabilen 
Kerne, Die durchgehenden Geradenstiicke geben die Stellen an, wo ausgezeichnete Nucleonenzahlen ver - 
mutet werden. Die Pfeile deuten den Verlauf der Kernprozesse bei der Kernentstehung an. An den mit 
N bezeichneten Stellen wird die Emission von Néutronen vermutet, die eine Verminderung der betreffenden 

Massenzahl erklaren soll, a 


“ 


~ 2 
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Lebensdauer die nétige Anregungsenergie (von der GréBenordnung 
0,5 MeV) durch unelastische StéBe oder durch Strahlung zugefiihrt 
wurde. 
4. Das Gebiet der Massenzahlen 96 bis 103. 
In Abb. 8 der 4. Mitteilung’ sind im Verlauf der Hiufigkeitslinie 
fiir die geraden Massenzahlen zwischen A = 90 und 100 einige Unregel- 


‘mafigkeiten zu erkennen, die sich aber, wie nun eine genauere Uber- 


priifung gezeigt hat, durch eine etwas andere Wahl der Elementhaufig- 
keitswerte (im wesentlichen des Mo, fiir das der Wert um einen Faktor 3 
heraufgesetzt wurde) bis auf einen augenfalligen Sprung in der Haufig- 
keitslinie zwischen 96 und 98, der durch keine weitere Korrektur zu 
beheben ist, eliminieren lassen. Gleichzeitig zeigt die Haufigkeitslinie 
fiir die wngeraden Massenzahlen bei 99 das bereits erwahnte scharfe 
Minimum. Wie man steht (Abb. 1) sind die Massenhdufigkeiten fiir 98 
und 100 gerade um etwa jene Betraége zu groB, um die die Werte fiir 99 
bzw. 101 vermindert sind. Ferner existiert bei der Massenzahl 99 der 
langlebige Kern Tc*® mit der Halbwertszeit von etwa 4-10® Jahren, 


so daB auch hier das sonderbare Zusammentreffen von Haufigkeits-’ 


verminderung und langlebiger $-Aktivitat vorliegt. 

Die Deutung dieser Erscheimung ist offenbar die gleiche, wie die, 
die fiir die Defizienz der Massenzahl 87 gegeben wurde, namlich, daB 
bei dem Uberschreiten einer ,,Schwelle‘‘ bei einem Schalenabschlu8 
Neutronen emittiert wurden. Auf die Moglichkeit einer Bevorzugung 
der Kerne mit NV = 58 ist bereits in der 2. Mitteilung? hingewiesen wor- 
den. Die Emission von Neutronen tritt (zumindest in diesem Massen- 
gebiet) bevorzugt in den Zerfallsreihen der ungeraden Massenzahlen 
auf, wahrend der Ubergang von «—wu-Kernen in isotope «—g-Kerne 
nicht oder nur in geringerem Mafe vorzukommen scheint. 


Der Befund legt nahe, die bei der Kernspaltung auftretenden, noch unbe- 
kannten ,,delayed neutron emitters‘‘ in Kernen ungerader Massenzahl zu suchen, 
die ein iiberzahliges Neutron besitzen, wobei unter anderem ein erhéhter Verdacht 
auf die Kerne Zr’® und Ru fallen mag. Ferner wird bei einem Versuch zur quan- 
titativen Deutung der Harkrnsschen Regel* der Unterschied in der Tendenz zum 
Abgeben von Neutronen, d. h. im Schwellenwert fiir (y, 7)-Prozesse, zwischen Ker- 
nen gerader und ungerader Massenzahl in Betracht zu ziehen sein. 


Die Deutung fiir das sonderbare Zusammentreffen von Defizienz 
und langlebiger f-Aktivitat bei einer bestimmten Massenzahl (87, 99 
und 176) ist im folgenden zu suchen: Im Gebiet einer ,,ausgezeichneten" 
Nucleonenzahl ergibt mitunter sowohl ein Tsobarenschnitt, als auch ein 


1 Sugss, H.E.: Z. Naturforsch. 2a, 311 (1947). 

2 Sugss, H. E.: Z. Naturforsch. 2a, 604 (1947). 

3 In ihrer erweiterten Fassung: ,,Die Haufigkeitssummen sind fiir gerade 
Massenzahlen stets groBer, als der Mittelwert der Haufigkeiten der ihnen benach- 
barten ungeraden Massenzahlen.“’ Vgl. auch 1. Mitt. 5. 321. 


Isotopenschnitt disch ais Energietal eine eee jake, ‘Stelle, di : 
einen Fall den langlebigen f-Strahler, im anderen Fall die niedere Bir 


dungsenergie des Neutrons zur Folge hat. 


5. Ergdnzungen. 


Die Massenzahl 129. In der bei der Uranspaltung auftretenden Zextallareshs - 
der Massenzahl 129 ; 
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tritt ein Jodisotop auf, dessen Langlebigkeit nachgewiesen wurde*. Obgleich 
es noch nicht gelungen ist, seine Strahlung und Halbwertszeit direkt zu bestimmen, © 
schienen| indirekte Schliisse eine Halbwertszeit von iiber 108 Jahren wahrscheinlich 
zu machen, so daB das Vorkommen dieses Kernes in der Natur in Betracht zu © 
ziehen ware. Man kann jedoch aus Griinden der Haufigkeitssystematik schlieBen, 
daB die Halbwertszeit dieses Kernes um mindestens einen Faktor 10 kleiner sein © 
muB, als die Zeit, die von der Entstehung der Elemente bis zur Bildung der Erd-_ 
atmosphare vergangen ist, und zwar auf Grund der folgenden Uberlegung: Die 
gegenwartige Menge von Jod auf der Erdoberflache betragt nach den Angaben — 
von CLARKE und WasHINGTON® rund 1 g/cm? Oberflache. Die Menge eines lang- 
lebigen Isotops J1#° wird zur Zeit der Elemententstehung (wegen Regel 3, 1. Mitt. — 
S. 318 sowie dem Verlauf der Haufigkeitslinie in diesem Gebiet) von der gleichen — 2 
GréBenordnung gewesen sein. Von dem aus J!** entstehenden X!* gibt es jedoch | 
in der Atmosphare nur rund 10~4 g/cm? Erdoberflache. Wenn J!** zur Zeit der 
Bildung der Erdatmosphare noch im J®? zu mehr als 107° Teilen enthalten gewesen — 
ware, dann miiBte X!° ahnlich wie A? auf der Erde eine abnorm groBe Haufigkeit 
besitzen. Die Haufigkeit des X1*° ist jedoch sicher nicht (um mehr als einen Faktor 2) 
gréBer, als dem normalen Bild der Haufigkeitssystematik entspricht 4. Die Kennt- 
nis der Halbwertszeit von J'** wiirde die Angabe einer verlaBlichen unteren Grenze 
fiir die Dauer der Zeit von der Elemententstehung bis zur Bildung der gegen- 
wartigen Erdatmosphare erméglichen und ware daher von gré8tem Interesse. 
Die Massenzahi 137. Bei A = 137 ist ein zweiter Neutronenstrahler nach- — 
gewiesen worden’, dessen Existenz offensichtlich mit dem SchalenabschluB bei 
N = 82 zusammenhiangt. Wegen des auBerordentlich steilen Anstieges der Hau- 
figkeitslinie in diesem Gebiet kann jedoch eine Verminderung der Massenhaufigkeit 
um weniger als 50% nur vermutet, jedoch nicht mit iiberzeugender Sicherheit B 
erkannt werden. 


} PLUTONIUM REPORT: J. amer, Chem. Soc. 68, 2411 (1946) sowie W. SEEL- — 
MANN-EGGEBERT u. F, STRASSMANS: Z, Naturforsch, 2b, 80 (1937). 

2 Karcorr, S.: Phys. Rev. 71, 826 (1947). 

* CLarKE, F. W. u. H. S. WasHincton: U.S. Geol. Survey 1924. 

* Die bekannte Abnormit&t in der isotopischen Zusammensetzung des Xenons 
beruht auf einer abnormen Verteilung der bei den Massenzahlen 128 und 130 vor- 
liegenden Gesamthaufigkeiten auf die beiden stabilen Isobaren: X228 und X20 
erscheint zu selten, Te’ und Te" entsprechend zu haufig. Es sei nachdriicklich — 
darauf hingewiesen, daB der Gang der Haufigkeiten ungerader Massenzahlen in 
diesem Gebiet keinerlei augenfillige Abnormitaét aufweist. 

5 Snett, A.H., J.S, Levincer, E. P. Merners, M. B. SAMPSON u. 
WILKINSON: Phys. Rev. 72, 545 (1947). 
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Die . fassenzahl 146. Ebenso 148t sich nicht entscheiden, ob das fehlende 
_ Samariumisotop 146 durch « oder £-Zerfall in einen stabilen Kern ubergegangen 


ist, da es bei der Elemententstehung nur etwa 1% der Massenhaufigkeit von 146 
beigetragen haben diirfte. 5 


x 


_ Die Massenzahl 176. Die Verhaltnisse scheinen hier ganz ahnlich zu sein, ¥ ang 

wie bei der Massenzahl 87: Eine ausgepragte Defizienz, die sich nicht durch andere i Ae? 
_ Wahl der Elementhaufigkeiten beheben laBt, bei gleichzeitigem Vorliegen eines car. ‘ 
_ extrem langlebigen Kernes, sowie eine » Haufigkeitsstérung” bei den benachbarten AMeRe i; 

héheren Massenzahlen, die hier allerdings bereits beim nachstfolgenden Element, ae 


dem Hf auftritt. Die Stérung ist hier so groB, da eine eindeutige Interpolation 
der Haufigkeitswerte von Hf, Ta und W nicht mehr méglich erscheint, die iiber- 
dies auch durch die Auszeichnung der Protonenzahl Z = 74 erschwert wird. 


6. Anhang. 


Experimentelle Uniersuchung von Zirkon auf natiirliche B-Aktivitat mit negativem 
Ergebnis. Der Befund, da8 in Massengebieten mit Haufigkeitsanomalien oft 
 langlebige 8 -Aktivitéaten auftreten, sowie der Umstand, da8 Zirkonproben stets 
_ durch Verunreinigung mit Thorium eine wechselnd starke, jede allfallige Eigen- 

aktivitat tiberdeckende Verseuchung aufweisen, lie8 es wiinschenswert erscheinen, 
_ eine genauere Untersuchung dieses Elements vorzunehmen. Es kam noch hinzu, 
_da8 in diesem Falle der Verdacht einer Aktivitat auf ein Zirkonisotop gerader 
_Massenzahl fallen muBte. Eine einer natiirlichen Aktivitat entsprechende Lang- 
_ lebigkeit eimes Kerns mit gerader Neutronen- und Protonenzahl ware denkbar, 
wenn zufallig sein Ubergang in das benachbarte w—w-Isobar (in unserem Fall 
ein Nb-Isotop) mit auS8erst geringem Energiegewinn (< 1000 eV) vor sich ginge. 
Der sich zwangslaufig anschlieBende Ubergang dieses u—wu-Kerns in sein stabiles 
g—g-Isobar wiirde dann mit normaler, den kiinstlichen Kernen dieser Art ent- 
sprechender Halbwertszeit und Energieténung verlaufen. Bei einer Halbwertszeit 
des u—u-Kerns von einigen Tagen oder mehr ware eine derartige Aktivitat des 
Zr allen bisherigen Priifungen wohl entgangen, da dann eine Reinigung des Pra- 
_ parates auch eine Abtrennung des Nb und somit auch der gesamten mit ein- 
- fachen Mitteln beobachtbaren Aktivitat zur Folge hatte. 

Ka4ufliches Zirkonnitrat, das eine etwa dem KNO, entsprechende Aktivitat 
zeigte, wurde in der von H6OniGscHMID, ZINTL und GONZALEZ! angegebenen 
Weise vorgereinigt und sodann als Oxychlorid umkristallisiert. Bereits nach 

_ zweimaligem Umkristallisieren war die Aktivitat praktisch verschwunden. Das 
Oxychlorid wurde sodann weitere 5 mal umkristallisiert und 1 Monat lang 
stehen gelassen, und dann zum insgesamt 8. Male umkristallisiert. Es wurde 

nun sowohl das auskristallisierte Oxychlorid, als auch der Riickstand der zur 
- Trockene eingedampften Mutterlauge, in dem alle Verunreinigungen sowie: auch 
etwaiges aktives Nb angereichert sein muBten, im Inneren eines Zahlrohres auf 
Aktivitat gepriift. In keinem Falle konnte eine Aktivitat festgestellt werden. 
Eine Bruttohalbwertszeit von weniger als etwa 10! Jahren hatte hierbei bemerkt 
werden miissen. Ein Zerfall iiber ein Nb-Isotop hatte sich wohl auch bei einer 
um eine Zehnerpotenz gréBeren Halbwertszeit feststellen lassen. 


Fiir wertvolle Diskussionen iiber den hier behandelten Gegenstand danke ich 
sehr herzlich den Herren P. HartEcK, F. HouTeRMAns, H. JENSEN und A. UNSOLD. 


1 HénicscuM1D, O., E. Zrnti u. F. Gonzavez: Z. anal. Chem. 167, 297 (1923). : - 
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Zur Zustandsgleichung 
bei hohen Temperaturen und Dichten ee 


Von . 
HELMUT STEINWEDEL und J. Hans D. JENSEN, Hannover. 
Mit 3 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 2. Februar 1948.) 


Im folgenden soll die Zustandsgleichung der Materie bei Tempera- — 
turen der GréBenordnung kT ~ 1 MeV und solchen ‘Dichten erortert 
werden, die zwar noch nicht die Dichte der Kernmaterie (10%§ Teilchen 
je cm’) erreichen, aber erheblich iiber der Dichte in ,,normalen‘ Sternen — 
liegen. Wir sind auf die Diskussion dieses Gebietes gefiihrt in Verfolg — 
der Frage, ob und wie weit die Haufigkeitsverteilung der Elemente 
durch ein eingefrorenes thermisches Gleichgewicht zu beschreiben sei. 
Die Temperatur von etwa 1 MeV ist eine obere Grenze, bei der nach 
kinetischen Uberlegungen ein solches Einfrieren allenfalls statthaben 
k6nnte, weil bei noch héheren Temperaturen, selbst bei Beriicksichtigung 
des Gamowschen Potentialwalls, die eindringenden St6Be der Kern- — 
bausteine so haufig werden, daB jedes kernchemische Gleichgewicht — 
sich praktisch momentan einspielt'. Andererseits sind erheblich tiefere — 
Temperaturen fiir die Betrachtung eines Gleichgewichtes uninteressant, — 
weil dann wegen des hohen BortzMANN-Faktors exp (Bindungsener- | 
gie/k T) alle Materie sich in der Form der festest gebundenen Kerne 
und (bei geringen Dichten) freier Protonen konstituieren wiirde. \ 

Das Massenwirkungsgesetz, das die relative Haufigkeit der Kerne 
bestimmt, wurde in einem zusammenfassenden Bericht von SuEss und 
JENSEN diskutiert®. Messen wir alle Dichten in einer rationellen Ver- 
gleichsdichte 


3 
[it] -2[- 1 od 2a ~ 10° (kT)} Teilchenjcm!, (1) 


(kT in MeV gemessen), so hat das Massenwirkungsgesetz die Form 
i 2 (2) 


* WILHELM LENz zum 60. Geburtstag gewidmet. 
* Diesen Gesichtspunkt hat Herr HartEcK in Hamburg in unseren Diskussionen 
nachdriicklich hervorgehoben. 
® SUESS u, JENSEN: Naturw. 34, 131 (1947/48), im folgenden als S.u. J. zitiert. 
. 
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worin @zy die Anzahl der Kerne! (Z, N) je em, dividiert durch [7] 
bedeutet, entsprechend o, und 9, die in [n] gemessenen Protonen- 
und Neutronenzahlen je cm’. E,,, ist die Bindungsenergie des Kerns 
(Z, N), und Jy ist die Zustandssumme tiber die angeregten Niveaus 
des Kerns (bezogen auf den Grundzustand) 
Ten =12, 8:00 bens mit e220. (2a) 
In Gl. (2) sind jedoch die 3 Parameter 0» @, und 7 nicht unabhangig 
voneinander wahlbar, sondern sie sind selbst wiederum miteinander 
verknipft durch das Gleichgewicht der f-aktiven Umwandlungen zwi- 
schen Protonen und Neutronen. Zur Berechnung der Beziehung zwischen 
diesen 3 Bestimmungsstiicken kann man sich allerdings in dem in Frage 
‘stehenden Zustandsgebiet nicht einfach auf das Gleichgewicht der 
Reaktion = + e~ beschraénken?, sondern es ist die simultane Bil- 
- dung der hoheren Kerne, die die freien Nucleonen nicht im Verhiltnis 
ihrer Dichten aufzehrt, mit zu beriicksichtigen; auBerdem die bei den 
ins Auge gefaBten Temperaturen schon merkliche Dissoziation des Vaku- 
ums in Elektronen und Positronen, die in einem breiten Bereich der 
Dichte der freien Nucleonen eine praktisch konstante (nur temperatur- 
abhangige) Elektronendichte garantiert und deshalb fiir das Neutron- 
Proton-Gleichgewicht in der Art einer ,,Pufferlosung‘‘ wirkt. Diese 
Umstande machten leider einige numerische Rechnungen notig, wir 
wollen deshalb im Abschnitt 1 vorwegnehmend die Ergebnisse auf 
Grund graphischer Darstellungen erdrtern. 


Auf Grund der Gl. (2) kamen S. u. J. zu dem Ergebnis, daf die 
GoLpscHmMiptTschen relativen Haufigkeiten der Kerne untereinander 
nur dann als thermisches Gleichgewicht darstellbar waren, wenn 1. die 
Temperatur nicht wesentlich unter 1 MeV liegt, 2. die Dichte der 
reien Protonen etwa 10 Teilchen je cm* betragen, und 3. das Neutron- 
Proton-Verhaltnis erheblich iiber 1, etwa bei 104, liegen wiirden. Aus 
astrophysikalischen Griinden miissen wir dariiberhinaus jedoch fordern, 
daB die Dichte der freien Nucleonen, (die sich nach dem Einfrieren 
des Gleichgewichts schlieBlich als freie Protonen konstituieren), grof 
sein muB gegeniiber der Gesamtdichte der in Kernen gebundenen 
Materie, da ja in allen Sternen der Wasserstoff bei weitem das haufigste 
Element ist. Diese letzte Forderung ist aber mit den obengenannten 
- Werten der Parameter des Massenwirkungsgesetzes nicht kompatibel, 
wie die im Abschnitt 1 gebrachte Diskussion des Gesamtgleichgewichts 
zeigt. Wir méchten daraus schlieBen, daB sich in der GOLDSCHMIDT- 


1 (Z,N) bedeutet den Kern mit der Ordnungszahl Z und der Massenzahl 


A=Z-+N. 
2 Wegen des Einflusses der Neutrinos vg]. unten nach Gl. (7). 


“ee 


Verteilung iiber den ganzen Bereich der Materiien ein thern i 
sches Gleichgewicht nicht widerspiegelt, es sei denn, wir fassen das 

Gleichgewicht in dem Sinne auf, daB die Entwicklung des Urmaterie- 
zustandes in solchem ZeitmaB vor sich gegangen ist!, daB sich z 

die Nucleonen mit den Kernen gema® dem Massenwirkungsgesetz (2) _ 
ins Gleichgewicht gesetzt haben, jedoch der wesentlich langsamer ver- 
laufende f-Zerfall der freien Neutronen in Protonen mit den Tem- — 
peratur- und Dichtedénderungen nicht Schritt gehalten hat. In diesem — 
Fall waren die 3 Parameter der Gl. (2) nicht streng miteinander ge 
koppelt und man hatte einen hinreichenden Spielraum, um die 3 B 
dingungen von S. u. J. simultan zu erfiillen. Die genaue Diskussion 
eines derartigen Zustandekommens des Gleichgewichts erfordert jedoch — 
ein prazisiertes kosmologisches Modell und eingehendere kinetische 
Betrachtungen, vgl. S. u. J. Abschnitt Vff. Wir méchten in der vor- 
liegenden Arbeit hierauf nicht weiter eingehen, sondern als Grundlage 
eventueller spaterer kinetischer Betrachtungen das vollstandige thermi- 
sche Gleichgewicht der Materie in dem angegebenen Zustandsbereich ~ 
diskutieren. 


> 
ic. 


1. Diskussion der Ergebnisse. 


Im folgenden Abschnitt haben wir die Berechnung des Gesamte 
gleichgewichts nach der Methode von FowLER-DARWIN durchgefahriaal 
Da es sich im Prinzip um gelaufige Rechnungen handelt?, wollen wir 
hier die wichtigsten Resultate vorwegnehmen. Zunachst soll in der | 
Abb. 1 der Zusammenhang zwischen den 3 Parametern der Gl. (2), 
namlich Temperatur, Neutronendichte und Proton-Neutron-Verhiltnis, 
besprochen werden. Wenn wir uns dabei auf das einfache Reaktions- — 
gleichgewicht = + e- beschranken kénnten, so waren sie durch > 
die Gleichung ‘3 


de. 
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verkniipft, worin M/m das Massenverhaltnis Proton:Elektron und 
M,,—M,, der Atomgewichtsunterschied zwischen Neutron und Wasser- _ 
stoff = 0,81 TME = 0,76 MeV ist. Diese Gleichung ist jedoch in fol- 
gender. Weise zu modifizieren: 
1. Der Faktor M/m ist wegen der relativistischen Massenverander- + 


lichkeit des Elektrons durch einen temperaturabhingigen Faktor zu 
ersetzen. 


1 Vel. Gamow, G.: Phys. Rev. 70, 572 (1946). 

* Fiir den Bereich geringer Dichten ist dieses Gleichgewicht schon in einer 
Arbeit von CHANDRASEKHAR und Henricu, Astrophys. J. 95, 288 (1942) enthalten 
Der Vollstandigkeit halber, und weil die zitierte Arbeit hier noch schwer zuganglich — 


ist, wollen wir auch diesen Bereich mitdiskutieren. Vgl. auch Hounp: Erg. exakt. 
Naturw. 15, 189 (1936). . 
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Hoe: Bei paben Biceno sca dicute ware tie mit einem von ¢,- abhiangi- 
a Entartungsfaktor zu multiplizieren. 


_ 3. Wegen der Vakuumdissoziation! ist die Bedingung der elektri- 
schen Neutralitét nicht durch Qp = Qe- gegeben, sondern durch o, + 


“ dissoziation verkniipft sind. 


4. Weil die Bindungsenergien der Kerne groB gegeniiber den oe 
_trachteten & T-Werten sind, liegt schon bei verhaltnismaBig geringen 
Dichten die Tendenz zur Kernbildung vor, zumindest Bildung von 
a-Teilchen, deren Ladung in der Neutralitatsbedingung zu bertick- 
aa See ist, so daB diese lauten muB: 


i nr ee ; pe enn OO te Seas 8 
+ 2 Ozn + Qc+—@ (3) 


5.. Falls die 8 -Emission immer mit der Emission eines Neutrinos (7) 
und umgekehrt die §'-Emission bzw. Elektronen-capture mit der Emis- 
sion eines Antineutrinos (»*) verkniipft sind, miiBte im Massenwirkungs- 
gesetz auch die Neutrinodichte entsprechend der Reaktionn=p +e +¥Y 
_eingehen?: Durch eine sinnvolle Abanderung der FERMIschen f-Zerfalls- 
_theorie, vgl. unten nach Gl. (7), kann man jedoch erreichen, daB die 
_Neutrinodichte im thermischen Gleichgewicht unbestimmt bleibt und 
ebensowenig explizit in das Proton-Neutron-Gleichgewicht eingeht wie 
die Lichtquantendichte in die SAHa-Formel fiir das Ionisationsgleich- 
gewicht. Dieser Umstand bringt leider eine kleine Unbestimmtheit in 
die Diskussion. Wir haben beide Falle durchgerechnet. Gliicklicher- 
-welse ergeben sich nur geringe Unterschiede in den Zustandskurven. 
Die nachfolgenden Abbildungen beziehen sich auf den Fall, dafi die 
Neutrinos sich am Gleichgewicht beteiligen. 


Der erste Schritt der Rechnung fiihrt auf die in Abb. 1 dargestellte 
-Beziehung zwischen Neutronendichte (Ordinate), Proton-Neutron-Ver- 
haltnis (Abszisse) und Temperatur (als Parameter angeschrieben). Bei 
geringen Neutronendichten ist infolge der oben erwahnten Pufferwirkung 
der Vakuumelektronen das Proton-Neutron-Verhiltnis allein von der 

_ Temperatur abhingig (vertikaler Verlauf der Kurven). Bei zunehinender 
Neutronendichte verschiebt sich das Verhdltnis, wie bei jedem Disso- 
ziationsgleichgewicht, zugunsten der Neutronen (selbstverstandlich bei 
--wachsenden Absolutdichten der Protonen). Das hat schlieBlich ein 
sehr rasches Absinken des Proton-Neutron-Verhiltnisses zur Folge. 
Bei weiter wachsenden Dichten iibernehmen zuniachst die «-Teilchen, 


1 Mit der Bezeichnung Vakuumdissoziation meinen wir die spontane Bildung 


von Elektron-Positron-Paaren. ; 
2 Hierauf haben, nach unserer leider noch unvollstandigen Literaturkenntnis, 


-zguerst LATTES u. WATAGHIN in Phys. Rev. 69, 237 (1946) hingewiesen. 
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— Qe+ — Q-- = 0, wobei e,, und o,- durch das Gleichgewicht der aos: 


Hermut STEINWEDEL und J. Hans D. JENSEN: 


Abb. it Ordinate x¥ = nattirlicher Logarithmus der Neutronendichte in Einheiten der Vergleichsdichte* 
2(V2x MRT/h)* = 10°4(k ry Teilchen/cm*., Abszisse y = nattirlicher Logarithmus fies Proton-Ni ; 
Verhaltnisses. Bedeutung der Kurven; Kurven konstanter Temperatur T roche ot te 
meterwerte: w= 1/kT, kT in MeV. An den mit einem x bezeichneten Stellen ist oa Lad ota a 
der «-Teilchen gleich dem Ladungsbeitrag der Protouen, +...» Grenze des den Rechnuin n at: ae 
Bereichs (Ladungsbeitrag der «-Teilchen gleich dem Ladungsbeitrag der vical ‘ended ae 
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a ah = 4 , - 
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_ dann die héheren Kerne den Hauptanteil der positiven Ladung in der 
_ Bilanz (3). Die Stellen, an denen der Ladungsbeitrag der «-Teilchen 
: ; gleich dem der Protonen ist, haben wir auf den Kurven jeweils durch 
o Kreuz markiert. Sobald die schweren Kerne den Hauptanteil in 

der Ladungsbilanz (3) iibernehmen, wird eine quantitative Rechnung 
-unmoglich wegen der Unsicherheit der Bindungsenergien, zumal im 
Gebiet héherer Dichten, wo die entstehenden Kerne einen hohen Neu- 
tronentiberschuB haben wiirden, deren Bindungsenergien (auch etwa 
nach dem Verfahren von Bonr und WHEELER! extrapoliert 2), zu un- 
sicher werden. Diese Grenze des den Rechnungen zugiinglichen Bereichs 
haben wir durch die punktierte Kurve angedeutet. Anschaulicher und 
im Hinblick auf die GoLpscumiptT-Verteilung iibersichtlicher ist vielleicht 
die Darstellung der Abb. 2, in der wir die Temperatur (Abszisse) und 
die Gesamtdichte 9 = 0, + 0, + » (2 +N) ozy (Ordinate) als Ko- 

ZN 


ordinaten gewahlt haben. Als Parameter von drei verschiedenen Kurven- 
scharen sind angeschrieben: 


I. Festes Proton-Neutron-Verhiltnis 9,:0,. 


II. a) Die in der Abb. 1 durch Kreuze markierten Stellen in denen der 
Ladungsbeitrag der «-Teilchen gleich dem der Protonen, d. h. 20, = @, 
ist. b) Wie in Abb. 1 die Grenze, an der die schweren Kerne den posi- 
_tiven Hauptanteil der Ladungsbilanz (3) iibernehmen, wobei noch an- 

gegeben ist, welcher Kern jeweils am haufigsten vorkommt. 


III. Feste Werte des Verhaltnisses der freien zu den gebundenen 
Nucleonen (0, + 9,):¥ (Z + N) oz. Damit dieses die astrophysikali- 
Z,N 

schen Werte nicht unterschreitet, miiBten wir uns beim Einfrieren rechts 
von der Kurve 5:1, fiir héhere Dichten sogar rechts von der Kurve 
~400:1 befinden, und da aus kinetischen Griinden die Einfrier-Tem- 
peratur unter 1 MeV liegen muB, sieht man, da8 die Bedingungen von 
 S.u. J. fiir die Darstellung der Gotpscumipt-Kurve nicht erfiillbar sind. 


IV. Besonders deutlich wird der Sachverhalt, wenn man in Abb. 2 
noch die Adiabaten eintragt. Das haben wir in einer besonderen Abb. 3 
gezeichnet, deren Koordinaten und Mafstabe dieselben sind wie in 
Abb. 2, wobei wir der Ubersicht halber die Kurvenschar I (konstantes 
Proton-Neutron-Verhiltnis) fortgelassen haben. Die Adiabaten haben 
wir als Kurven konstanter Entropie berechnet, unter der Annahme, 
daB auch die Neutrinos sich im Gleichgewicht befinden. Wenn man 
annehmen miifBte, daB die Neutrinos ungehindert abwandern konnten, 
so wiirde natiirlich mit der Expansion eine noch raschere Abkihlung 
verbunden sein. 


1. Bour u. WHEELER: Phys. Rev. 56, 426 (1939). 
2 Vgl. dazu auch ArpBapa: Astrophys. J. 105, 393 (1947). 
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Abb, 2. Ordinate 9 = Gesamtdichte der Nucleonen. Abszisse = Temperatur. Bedeutung der Kurven: 
—— Kurven konstanten Proton-Neutron-Verhaltnisses. Angeschriebene Parameterwerte: y = In Olen 


ie ; ——— Kurven konstanten Verhaltnisses der freien zu den gebundenen Nucleonen. Ladungsbeitrag 
¥ der «-Teilchen gleich dem Ladungsbeitrag der Protonen (Kurve durch die in Abb. 1 mit einem x _ be: 


~ zeichneten Stellen). +++ ++ Wie in Abb. 1 die Grenze des den Rechnungen zuganglichen Bereichs, wobei 
vy noch angegeben ist, welcher Kern jeweils am hdufigsten vorkommt. 
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hal 2. Durchfiihrung der Rechnungen. 

. ae ; ; - : 
sf ros! Im folgenden bezeichnen wir mit nz, die Zahl der Kerne (Z, N), 
te iy entsprechend 1,, ,, »,-, m, fiir freie Protonen, Neutronen, Elektronen. 
=~ > 
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Abb. 3. Wie Abb. 2, nur an Stelle der Kurven konstanten Proton-Neutron-Verhdltnisses Kurven kon- 


stanter Entropie S (Adiabaten). Angeschriebene Parameterwerte log s = log S/nk (n = Gesamtzahl der 
s vorhandenen Nucleonen). 


und Neutrinos. Die Zustandssumme ist definiert als 1 

a oe er ey (4) 
‘ i 

-worin « = 1/kT und ¢, die Energiewerte des Gesamtsystems (einschlieb- 
lich Ruhenergie) bedeuten. ¢, setzt sich additiv aus den Energiewerten 


1 Fiir die Rechnung vgl. z. B. ScHRODINGER, Statistical Thermodynamics. 
7G 
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der einzelnen Teilchen zusammen 
s Ss 
Ep = Mu, 

ae 


wobei der Index i die verschiedenen Teilchensorten kennzeichnet. — 
a sind die einzelnen Energiewerte der Teilchen und m; die Anzahlen 
der Teilchen i im Zustand s, die der BosE- bzw. FeERMI-Bedingung ge- 
niigen. Der Index / der Gesamtenergie ist dabei durch einen bestimmten 
Satz (...;...) der Besetzungszahlen festgelegt. Die Zustandssumme ~ 
ist zu berechnen unter der Nebenbedingung ’ 


4 


t+ Mp + D(Z+N)nzw=m, mit m= Pim, . (Oy 


n ist die Gesamtzahl der vorhandenen (freien und gebundenen) Nuc- 
leonen. AuBerdem gilt die Bedingung der elektrischen Neutralitat, 


Ny + D2 tizn + Me a : (3) 

Z,N : 

Bei den iiblichen Formulierungen der Theorie des /-Zerfalls, bei denen 
das Auftreten von Elektronen mit Neutrinos und umgekehrt von Posi J 
tronen mit Antineutrinos gekoppelt ist, kommt noch eine Bedingung — 
fiir die Neutrinozahlen hinzu?: 


nN, — Ny+ = N,-— M+. (7). 


Die B-Zerfallstheorie laBt sich jedoch. auch in relativistisch invarianter — 
Weise so formulieren?, daB das Elektron symmetrisch mit Neutrinos — 
und Antineutrinos gekoppelt ist (entsprechend umgekehrt auch das 
Positron). In diesem Fall wiirden die Neutrinozahlen unbestimmt sein, — 
so da die Bedingung (7) nicht zu stellen ware und demgema8B die — 
Neutrinodichten aus allen Gleichgewichtsformeln herausfielen. Die~ 
symmetrisierte Form der Wechselwirkungsenergie wiirde die Form der 
B-Spektren nicht andern, jedoch wire zwischen beiden Méglichkeiten 
experimentell zu entscheiden? durch die Bestimmung der Haufigkeit- 
simultaner doppelter f- Zerfalle bei geeigneten ,,stabilen’’ Kernen ge- 
rader Massenzahl. Einstweilen miissen wir diese Unbestimmtheit in 
Kauf nehmen. Wir haben beide Falle unabhangig durchgerechnet, 
gliicklicherweise ergeben sich nur geringe Unterschiede in den Zustands- 
diagrammen der Abb. 2 und 3. In den folgenden Formeln wird die 
eee i (7) beibehalten. 


' Siehe FuBnote 2 auf S. 395. 


* TouscHEK, B.: Z. Phys. (im Erscheinen). Herrn TouscHrek danken wir fii 
interessante Diskussionen iiber diesen Gegenstand. 


Pace iy a eal ade 


ng hoh a Bee cen und Dichten. : 


ERE Zur Beriicksichtigung | es. Nepenbeiinginees 3), 6 ) und (7) defi- 
_nieren wir in tiblicher Weise mit der. Abkiirzung 3; = aa (— ue ag) 


i, 


P(E, 7,6) = IT IT ( + yi3%) ITI (4 rs 2) ) (8) 
Webel die Produkte mit ungestrichenen Indizes tiber alle Teilchen mit © _ . yy é é 
_ FermrStatistik, die Produkte mit gestrichenen Indizes iiber alle Teil- ee 
Picher mit Bose-Statistik zu nehmen sind. Ferner sind: e iS a 
pee EY rt a= Es Mein yen’: yea tnt; * ay 
es SE et et es 
Dann sind die Se ae gar ails erfillt wenn wir setzen: oy * ny 
me rt 2 ae 
a ae ee 
_ Die Sattelpunktsmethode liefert schlieBlich fiir das Integral ae 
i logZ = —nlogé + log ® (E, 7, £). Ragen 71") ae 
4 ; t sind durch die Nebenbedingungen (3), (6) und (7) gegeben, die sich Ae i 
in der Form schreiben lassen: . wees 
A élogD élogD dlogD ve On 
F ie J oer tee Orpen (11) a 
_ Aus der Zustandssumme ergeben sich fiir die thermodynamischen Zu- ‘ ae 
standsgréBen folgende Ausdriicke fiir die Teilchenzahlen . Fa ae 
‘ 1 élogZ ai i 
4 ie IE B08 (12) is 
fiir die freie Energie und Gesamtenergie / <5 
* . s! 
eh 4 * 4 dlogZ Riek 
A » Sa . == — a 4 vitae 
F 5 0825 rime rr (13) is 


In (10) ‘setzt sich log @ additiv aus den Beitragen der cngelaen Teil- 
-chenarten zusammen. Die Berechnung vereinfacht sich, da wir uns fiir 

die schweren Teilchen im nichtrelativistischen und nichtentarteten 

_ Gebiet befinden. Fiir die freien Nucleonen ist nur tiber die Translations 
energie zu summieren. Es ergibt sich 


1 1/22M. —uM,¢c as 

ny = 8 V-2(4 Sere Gres ; , 

= (14) ‘ 
: V 1 22M, —puM co a "y 
3 penta aur ; “ 


Be | 26* “ag 


wo V das Gostemeventines ist. Fir die au Z, N) Nicer. my 
iiber die inneren Anregungsniveaus zu summieren; mit der Abkiirzung | 
Ty aus (2a) ergibt sich < 
z 3 M a Nn 3 = . \ iJ 
nay =f Ven (4 2") eee (15) 
Durch Elimination von é und 7 folgt daraus das Massenwirkungsgesetz 
(2). Fiir die Elektronen kénnen wir den extrem relativistischen Energie- _ 
ausdruck in guter Naherung benutzen. In diesem Fall ergibt sich fiir 
die in den Formeln allein auftretende Differenz 
co 


pte [ Gear \Pap. (16) 


it woe +4 


Dieses Integral laBt sich exakt auswerten und ergibt 


8a V 5 
thin tr = ae {log 4 [x + (log 7 £)?)} . (17 


-Fiir die Neutrinos folgt fiir ,—m,- der entsprechende Ausdruck, ait 
1/€ an Stelle von 7¢. Aus der Nebenbedingung (7) folgt dann, daf 
7 € = €-4 = 7} ist. Die numerische Elimination von & und w aus den 
Gl. (3) und (6) liefert dann die Zustandsdiagramme Abb. 1 und 2. _ 
Die Adiabaten der Abb. 3 haben wir als Kurven konstanter Entropie 
aus der in ganz analoger Weise berechneten Zustandssumme ermittelt. 
Dabei ist 1. die Konstanz der Teilchenzahl bei der Volumanderung zu 
beriicksichtigen und 2. die Entropie des Strahlungsfeldes cinzubeziehen. 


Herrn H. Suess, Hamburg, danken wir herzlich fiir sehr interessante 
Diskussionen. 


Hannover, Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hoch- 
schule, Januar 1948. 


Zum 70. Geburtstag am 24, Marz 1948. 


Zeitschrift fir Physik, Band 126, Springer-Verlag, Berlin Gottingen, Heidelberg. 


Eigenschwingungen von Glaszylindern*. 


Von 
Lupwic BERGMANN, Wetzlar. 
Mit 8 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 13. Dezember 1947.) 


Die elastischen Eigenschwingungen von Glaszylindern werden durch Betrachtung 

derselben im linear bzw. zirkularpolarisierten Licht sichtbar gemacht. Von der 

groBen Mannigfaltigkeit der auftretenden Schwingungsformen lassen sich die rein 

_ radialen Dehnungsschwingungen berechnen. Die gemessenen Eigenfrequenzen 

sowie die Lage der Knotenzylinder der Verrtickung bzw. die Lage der Knoten- 

linien der elastischen Doppelbrechung stimmen mit den berechneten Werten sehr 
gut uberein. 


Die Méglichkeit mittels piezoelektrischer Quarzplatten mechanische 
Schwingungen bis zu sehr hohen Frequenzen zu erzeugen, liefert uns 
ein verhaltnismaBig einfaches Verfahren, die mechanischen Eigen- 
schwingungen anderer Korper zu studieren. So haben z. B. ROuricH!, 
SCHOENECK? und QuimBy®* Stabe aus verschiedenem Material mittels 
Piezoquarzen zu longitudinalen elastischen Schwingungen angeregt, 
um die Schallgeschwindigkeit in diesen Stoffen zu ermitteln. SCHAEFER 
. und BERGMANN?‘ haben Wiirfel aus Glas und Kristallen in derselben 
Weise zu elastischen Eigenschwingungen angeregt, um mittels der 
Beugung sichtbaren Lichtes an solchen schwingenden Festkérpern 
deren elastische Konstanten zu bestimmen. Um bei diesen Beugungs- 
versuchen an hochfrequent schwingenden isotropen Stoffen wie z. B. 
Glas eine méglichst gleichmaBige Beugung des Lichtes nach allen 
Richtungen zu erhalten, lag der Gedanke nahe, einen Glaszylinder in 
radialer Richtung zu kraftigen elastischen Eigenschwingungen anzu- 
regen. Wie aus der Abb. 1b zu ersehen ist, ergab dies in der Tat eine 
viel intensivere und vor allem gleichmaBigere Beugungserscheinung, 
als sie bisher an einem schwingenden Glaswiirfel (Abb. 1a) erhalten 
wurde. Bei diesen Versuchen zeigte es sich, daB ein Glaszylinder eine 
groBe Zahl dicht nebeneinander liegender Eigenschwingungen besitzt. 


Prof. CL. SCHAEFER zum 70. Geburtstag gewidmet. 

Rouricu, K.: Z. Phys. 73, 813 (1932). 

ScHOENECK, H.: Z. Phys. 92, 390 (1934). 

QumpBy, S.L.: Phys. Rev. (2) 25, 558 (1925). 
SCHAEFER, CL. u. L. BERGMANN: Naturwiss. 22, 685 (1934). S.B. berl. 
Akad. Wiss., math.-phys. Kl. 14, 222 (1935); 20, 245 (1936). 
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Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. py / 
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Im folgenden sollen einige typische Schwingungsformen von Glas- 
zylindern besprochen werden. 

3ekanntlich kann man den elastischen Schwingungszustand eines 
durchsichtigen Kérpers dadurch sichtbar machen, dai man den Korper 
im polarisierten Licht zwischen gekreuzten Nikols betrachtet. Dann 
erscheinen alle diejenigen Stellen hell auf dunklem Grund, an denen 


Abb. 1a u.b. Lichtbeugung an einem zu hochfrequenten ¢ ¢ hen Schwingungen angeregten 


Glaswirfel (a 


eine elastische Doppelbrechung in dem Glas auftritt; das sind aber die 
Stellen, an denen sich bei der stehenden elastischen Schwingung ein 
Spannungsellipsoid ausbildet. Die folgenden Aufnahmen wurden samt- 
lich in parallelem Licht in dieser Weise gemacht. Den optischen Auf- 
bau zeigt die Abb. 2. Das von der Lichtquelle Q (Gliithlampe 6 V, 5 A) 


M 


L; 2 ; on lan 


Z 
ae ose Tease 
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ausgehende Licht wird durch die Linse L, konvergent gemacht, durch- 
setzt das Polarisationsnikol P und wird dann durch die Linse 1, zu 
einem parallelen Strahlenbiindel zusammengefaBt. Linse L, macht 
das Licht wieder konvergent; zwischen 1, und L, befindet sich der 
zu untersuchende Glaszylinder Z. Seine der Lichtquelle abgewandte 
Stirnfliche wird mittels des Objektivs 0 auf die Filmebene einer Leica- 
Kamera A abgebildet. Bei A befindet sich das Analvsatornikol. S 
stellt einen aus dem Strahlengang herauskippbaren Spiegel dar; er 
ermoglicht es, das Bild zunachst auf der Mattscheibe 1 zu beobachten. 
Ber G, und Gy kénnen zwei mit ihrer Schwingungsrichtung zueinander 
gekreuzte A/4 Glimmerblittchen in den Strahlengang eingeschoben 
werden, um den Zylinder auch im zirkular polarisierten Licht zu be- 
trachten. 
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Die Schwingungsanregung der Glaszylinder geschah in sehr einfacher 
Weise, indem der betreffende Zylinder, dessen Mantelfliche mattiert 
war, auf den Piezoquarz aufgelegt wurde (Abb. 3); um dabei eine gute 
Ubertragung der Schwingungen vom Quarz auf den Zylinder zu er- 
halten, wurde vorher auf den Quarz eine diinne Olschicht aufgebracht. 
Zur Schwingungsanregung wurden Quarzplatten von 1,5 —3 mm Dicke 
benutzt, die mit ihrer Fliche senkrecht zur elektrischen Achse orientiert 
waren; die Platten, deren Oberfliche metallisiert waren, lagen auf 
einem Metallrahmen RX auf, um jede unnétige Abstrahlung von Schwin- 
gungsenergie in die Unterlage zu vermeiden. Zur elektrischen Anregung 
der Quarze diente ein kleiner elektrischer Réhrengenerator in Drei- 
punktschaltung mit einer Leistung von 
4—8W; die Quarze lagen parallel zum Ab- 
stimmkondensator des Schwingungskreises 
und wurden im allgemeinen in erzwungenen 
Schwingungen angeregt. 

Die zu den Untersuchungen benutzten 
Glaszylinder hatten einen Durchmesser von 
10 —45 mm und eine Linge bbe 30 —50 soa Abb. 3. Anordnung zur Schwin- 
Sie waren aus optischem Glas mit bekannten gungsanregung der Glaszylinder. 
elastischen Daten hergestellt. 

In der Abb. 4 sind eine Anzahl Schwingungsbilder von Glaszylindern 
wiedergegeben, die in der beschriebenen Weise aufgenommen wurden; 
Glassorte und Radius des jeweils benutzten Zylinders sowie die An- 
regungsfrequenz sind aus der Tabelle1 zu entnehmen. Die Schwin- 
gungsanregung geschah bei allen Aufnahmen von unten her. Beim 
ersten Anblick erinnern diese Bilder an die CHLADNIschen Klangfiguren 
runder Scheiben. Es fallt ferner auf, daB gewisse Schwingungsfiguren 
immer wiederkehren. So tritt z.B. die bei einer sehr tiefen Eigen- 
schwingung auftretende Figur in Abb.9 bei héheren Frequenzen im 
Mittelteil des betreffenden Schwingungsbildes wieder auf, wie aus den 
Bildern 10 —12 in Abb. 4 hervorgeht. Dasselbe ist auch bei der Schwin- 
gungsfigur von Bild 5 der Fall, die sich in den folgenden Bildern 6 —8 
wiederfindet. Eine sehr merkwiirdige Schwingungsform, bei der der 
Zylinder scheinbar nur in der auBeren Randzone schwingt, zeigen die 
bei verschiedenen Frequenzen immer wiederkehrenden Bilder 15 und 
16 in Abb. 4. Haufig hat man den Eindruck, als ob der auBere Rand 
in einer ganz anderen Weise schwingt als der mittlere Teil des Zylinders 
(Bilder 17 —20 in Abb. 4). Verstimmt man die Anregungsfrequenz nur 
wenig, so beobachtet man bei diesen Schwingungsformen oft eine 
scheinbare Drehung der auSeren Randpartie um den inneren Kern. 

Bei der groBen Mannigfaltigkeit dieser verschiedenen Eigenschwin- 
gungen eines Zylinders diirfte es aussichtslos sein, daran zu denken, 
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einige dieser Schwingungsformen aus den Dimensionen und den ela- 
stischen Daten des Zylinders zu berechnen. Der Wert der Aufnahmen 
liegt lediglich darin, uns einen Einblick in die verschiedenen méglichen 
Schwingungsformen zu geben. 


Nun gibt es aber eine bestimmte Schwingungsform des Zylinders, 
die sich auch rechnerisch behandeln laBt. Es sind dies die reinen radialen 
Dehnungsschwingungen, bei denen sich im Zylinder von der Achse nach 


Abb. 5. Hochfrequent schwingende Glaszylinder im linear polarisierten Licht zwischen gekreuzten Nikols 
bei Anregung in reinen radialen Dehnungsschwingungen verschiedener Ordnung. 


dem Umfang eine stehende Longitudimalwelle ausbildet. In Abb. 5 sind 
die Aufnahmen einiger solcher Schwingungen wiedergegeben und zwar 
die Oberschwingungen 1—6 sowie 12 und 14. Man erkennt in diesen 


Tabelle 1. Daten und Anregungsfrequenzen dey zu den Aufnahmen in Abb. 4 
benutzten Glaszylinder. 


Nummer Durchmesser Anregungs- | Nummer Durchmesser Anregungs 

des Bildes | eee Glasart frequenz les Bildes | ie ae | Glasart frequenz 

in Abb. 4 & se in kHz in Abb, 4 se otf in kHz 
1 17 | BK 7 700 11 44 BaF 4 | 1070 
2 30 BK 7 495 ON 44 3a 4 1625 
3 30 | BK 7 751 4s, 7 30 | BK 7 1920 
4 30 BK 7 1560 14 44 Bak 4 1670 
5 44 3aF 4 585 415 30 | BK 7 650 
6 44 BaF 4 810 16 | 44 Bak 4 815 
7 44 BaF 4 980 7 | 30 BK 7 1550 
8 44 | BaF 4 | 1330 £B0 5 30 | BK 7 1680 
9 30 BK 665 19 44 BaF 4 1580 


7 
10 30 BK 7 1540 20 44 3a 4 1540 
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Bildern das Auftreten einer jeweils durch die Ordnungszahl der Ober- 
schwingung bedingten Anzahl kreisférmiger, heller und dunkler Ringe, 
die physikalisch dadurch gekennzeichnet sind, daB in den hellen Ringen 
die elastische Doppelbrechung ein Maximum hat, wahrend sie in den 
dunklen Ringen den Wert Null besitzt. Das dabei gleichzeitig auftre- 
tende dunkle Achsenkreuz ist durch die Lage der Schwingungsebene 
von Polarisator und Analysator im optischen Aufbau bedingt. Bei emer 
radialen Dehnungsschwingung entsteht ja die optische Doppelbrechung 
an einer bestimmten Stelle durch das gleichzeitige Auftreten einer 
radialen und tangentialen Spannung und die einzelnen iiber den Zylinder- 
querschnitt verteilten Spannungsellipsen sind radialsymmetrisch an- 
geordnet. Uberall da, wo eine Achse einer solchen Spannungsellipse 
mit der Schwingungsrichtung von Polarisator oder Analysator zusam- 
menfallt, verschwindet daher die optische Doppelbrechung. Betrachtet 
man aber den Zylinder im zirkularpolarisiertem Licht, indem man 
vor und hinter dem Zylinder 4/4 Glimmerblattchen einschaltet, deren 
Schwingungsrichtungen gegeneinander gekreuzt sind und mit der 
Schwingungsrichtung von Polarisator und Analysator einen Winkel 
von 45° bilden, so verschwindet das dunkle Achsenkreuz und man erhalt 
die in Abb. 6 wiedergegebenen Aufnahmen. Dabei entsprechen die 
Bilder 1—6 dieser Abbildung den Bildern 3—8 in Abb. 5. Die Auf- 
nahme 7 in Abb. 6 ist durch eine kleine Verstimmung der Anregungs- 
frequenz aus Bild 6 entstanden und zeigt wiederum den Fall, daB der 
Zylinderrand eine andere Schwingungsform wie der mittlere Teil des 
Zylinders ausfiihrt. Die folgenden Bilder 8 —12 in Abb. 6 entsprechen 
den im linear polarisierten Licht aufgenommenen Bildern 4, 10, 19, 20 
und 8 von Abb. 5. 


Radialschwingungen von Zylindern sind von J. R. Atrey? berechnet 
worden. Bezeichnet man mit » die Verriickung lings des Zylinder- 
radius y, so fiihrt der Fall rein radialer Schwingungen : 


w= U(r) e*! (1) 
auf die Differentialgleichung 
o & di ~ 
8 +r + (VP r—1)s=0 (2) 


mit der Randbedingung 


(A + 2) = + A— =0 iur | ¥=K; (3) 


wenn & der Radius des Zylinders ist. Dabei ist k durch die Gleichung 
R® (A+ 2u) = oa? (4) 


* Airey, J. R.: Arch. Math. u. Phys. (3) 20, 289 (1913). 
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bestimmt, in der 4 und « die beiden Lameschen Elastizitiitskonstanten, 
o die Dichte des Zylinders und w die Kreisfrequenz seiner Schwingung 
bedeuten; A und w sind mit dem Porssonschen Ouerkontraktions 


koeffizienten o durch die Beziehung o -— : verkniipft. 
2(A-+ ft 


\bb. 6. Hochfrequent schwingende Glaszylinder im zirkular polarisierten Licht zwischen gekreuzten 


Nikols; Aufnmahmen 1—6 reine radiale Dehnungsschwingungen verschiedener Ordnung 


Die Lésung der Differentialgleichung (2) ist: 
u=AJ, (kr) ce. (5) 


Setzt man diesen Wert in die Randbedingung (3) ein, so erhalt man 
die Frequenzgleichung 


(kR) Ji (kR) 
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wofiir man auf Grund der Beziehung: J;(x) = — : J, + Jo auch 
schreiben kann: 

(&R) Jo (RR) — 55S (RR) = 0. (6) 


Wahlt man ein Glas fiir den Zylinder mit dem Wert o = }, so ver- 
einfacht sich Gl. (6) zu: 


3 (RR) Jo (kR) —2J, (RR) =0. (6a) 


Unter Verwendung semikonvergenter Reihen fiir die BessEL-Funktionen 
Jy und J, hat Arrey die ersten 10 Wurzeln (RR) berechnet; sie sind 
in Tabelle 2 zusammengestellt. Héhere Werte findet man durch Addi- 
tion von a, 27, 3a... zum letzten dieser Werte. 


Damit lassen sich bei reinen 
radialen Zylinderschwingungen die 
Radien der Knotenzylinder berech- 


Tabelle 2. Wurzeln k R der Gleichung 
3 (RR) Jy (RAR) — 2d, (RR) = 0. 


18,0433 nen, fiir die die Verriickung U =0 


1 | 24657 | 6 : 
2 | 5.4275 | 7 | 24,1880 sein muB. Aus Gl. (5) folgt, daB die 
3 | 85954) 8 | 24,3319 Werte von &y durch die Wurzeln 
4 | 11,7489 9 | 27,4753 : - 

5 | 14,8073 | 10 -| 30,6183 J, (kr) =0 gegeben sind, wahrend 


kR die Werte der Tabelle 2 annimmt. 
In Tabelle 3 sind die so berechneten Verhaltnisse der Knotenzylinder- 
radien zu dem Zylinderradius fiir die ersten 7 Oberschwingungen eines 
Zylinders angegeben. 


Tabelle 3. Werte r/R der Knotenzylinder fiir radiale Eigenschwingungen eines 
Zylinders vom Radius R. 


Zahl der Knotenzylinder 


3 


0,7101 | 0,4468 0,3265 0,2573 0,2125 0,18090 0,1575 

0,8181 | 0,5979 0,4713 0,3892 0,3312 0,2884 

r/R 0,8670 0,6834 0, 5644 0,4850 0,4145 
r/R 0,8950 0,7391 0,6290 0,5436 
r/R | 0,0137 0,7304 | 0,6775 
v,/R | 0,9261 0,8064 
v,/R 0,9356 


In einem Knotenzylinder ist in jedem Augenblick die Verriickung 
Null, wahrend der Druck einen Maximal- bzw. Minimalwert annimmt. 
Betrachtet man daher den Querschnitt eines so schwingenden Glas- 
zylinders mit Hilfe einer optischen Schlierenmethode, so miissen die 
Knotenlinien der Verriickung oder mit anderen Worten die Druckbauche 
in denen der optische Brechungsindex maximale Werte annimmt, als 
helle Kreise erscheinen. Dies konnte in der Tat auch beobachtet werden, 
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wie Abb. 7 fiir den Fall der 6. Oberschwingung zeigt; leider sind weitere 
derartige Aufnahmen, die kurz vor dem Krieg im Physikalischen In- 
stitut der Universitat Breslau aufgenommen wurden, verlorengegangen 
und konnten bisher noch nicht wiederholt werden. Vergleicht man 
diese im Schlierenverfahren gewonnenen Aufnahmen eines Zylinder- 
querschnittes mit den im polarisierten Licht erhaltenen Aufnahmen 
von Abb. 6, so findet man, da8 nur bei den auBeren hellen Ringen die 
Durchmesser tibereinstimmen, wahrend sie bei den inneren Ringen immer 
starker voneinander abweichen. Vor allem fallt aber sofort auf, dai 
im ersten Fall die Zylindermitte als Knotenstelle der Verriickung und 
Druckbauch hell ist, wahrend sie im zweiten 
Fall stets als dunkler Fleck auftritt (s. die Bil- 
der 1—6 in Abb. 6). 

Um bei den im polarisierten Licht erhaltenen 
Aufnahmen der rein radialen Eigenschwingungen 
eines Zylinders die Lichtverteilung zu verstehen 
bzw. zu berechnen, mu8 man beachten, da nur 
diejenigen Stellen eine Aufhellung zeigen, bei 
denen das Glas in radialer und tangentialer 1... sitters des Schlic 
Richtung verschieden stark gedehnt wird. Dies — renverfahrens sichtbar ge- 
sind in den Aufnahmen Abb. 5 bzw. 6 die Stellen, ae eee 
die durch die hellen Ringe angedeutet werden. (6, Oberschwingung). 
Die dazwischen liegenden dunklen Ringe, die wir 
als Knotenlinien der elastischen Doppelbrechung bezeichnen wollen, 
treten da auf, wo das Glas in radialer Richtung ebenso stark gedehnt 
wird wie in tangentialer Richtung. Die Lage der dunklen Ringe laBt 
sich nun in folgender Weise ermitteln: 


‘ ; ; : : : \d P 
Die relative Dehnung in radialer Richtung ist gleich °°", wahrend 
: : : : J (vd ; 
die relative Dehnung in tangentialer Richtung den Wert — ae an- 
nimmt. Nun erfahrt nach Gl. (5) die Stelle y die Verschiebung 
u=A J, (kr) e*. 
Dann ist also: 
Cu j 
ay 
ody ed oY _ A givt d J, (kr) (7) 
dr dy 3 dy 
und 
6(rdq) dpor_u — A giot I, (ky (8) 
yd@ rdqp y Y 


Die Knotenlinien der elastischen Doppelbrechung sind daher durch dic 
Beziehung: 
ad], (kr) _ Jy (kr) 
dy Y 


(9) 


eo 
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gegeben. Setzen wir ky = %, so Str 
4aS,(%) _ Ji) 
: Viale Bit aes 
Nun ist aber 
d J,(x) 


i) AY _ 7, (2), 


so daf& wir erhalten: 


Ja (x) = Je (kr) =0. (10) 


Die Knotenstellen der elastischen Doppelbrechung sind also durch die 
Nullstellen der zweiten BressEtschen Funktion bestimmt. Um fir 
einen dunklen Ring in den Aufnahmen der Abb. 5 bzw. 6 das Verhalt- 
nis 7/R zu ermitteln (R = Zylinderradius), haben wir die entsprechende 
Nullstelle von J, (kv) durch den aus der Tabelle 2 fiir die entsprechende 
oberschwingung entnommenen Wert von &R za dividieren. 
Fiir die 3. Oberschwingung, bei der zwei dunkle Ringe auftreten 
(Bild 1 in Abb. 6) erhalten wir: 
Vite SIS 
R 11,7346 
wahrend die Messung die Werte 0,44 und 0,72 liefert. Fiir die 5. Ober- 
schwingung, bei der 4 dunkle Ringe auftreten (Bild 3 in Abb. 6), erhalt 
man: 


Y 8,417 
und —2 = 7 


== 0,437 R 11,7346 


= 0,717, 


rp (Seam tp 6 


8,41 
= —— — 3Qe : "2 — eee — ae 
R 18,0241 0,285, R 18,0241 0,467; 
Ys 11,620 Yr 14,796 
+ — ——_____ — (9,645: oe -= 0,82 
R 18,0241 0,045; R 18,0241" 1, 


wahrend die Messung die Werte 0,288, 0,48, 0,65 und 0,83 liefert. Man 
sieht bereits aus diesen beiden Beispielen, daB Theorie und Experiment 


Tabelle 4. Werte r/R der Knotenzylinder der elastischen Doppelbrechung fiir radiale 
Schwingungen eines Zylinders vom Radius R. 


Zahl der Knotenzylinder 


0,598 0,437 0,344 0,285 0,242 | 0,212 
(0,60) (0,44) (0,35) (0,29) , (0,25) | 

v,/R 0,981 0,717 0,565 0,467 | 0,397 0,304 
| (0,72) (0,57) (0,48) (0,40) | 

v,/R 0,990 0,780 0,645 | 0,548 | 0,477 
(0,79) (0,65). 1 (0,56)> 9 

r/R 0,993 0,824 0,698 0,608 
(0,83) | (0,71) | 

r/R 0,99 0,848 | 0,738 
(0,84) | 

r/R | 0,99 | 0,868 
r,/R 


0,99 
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sehr gut iibereinstimmen. In der Tabelle 4 sind die Werte r/R fir 
die einzelnen Knotenzylinder der elastischen Doppelbrechung fiir die 
ersten 7 Oberschwingungen eines Zylinders zusammengestellt. Die in 
Klammern hinzugefiigten Werte wurden experimentell aus den Auf- 
nahmen 2—5 der Abb. 6 ermittelt. 

Aus der Bedingung (10) fiir die Knotenstellen der elastischen Doppel- 
brechung folgt weiter noch, daB in der Achse des Zylinders fiir 7 = 0, 
d.h. J,(0) =0, ebenfalls Dunkel- 
heit herrschen muB, wie dies 
auch aus allen Aufnahmen im 
polarisierten Licht hervorgeht. 
In Abb. 8 ist schematisch die 
theoretisch berechnete Hellig- 
keitsverteilung langs eines Zylin- 
derradius fiir die 1.—5. Ober- 
schwingung dargestellt und zwar 
fiir die beiden Falle, daB die 
Beobachtung nach der Schlieren- 
methode (gestrichelte Kurven) 
und nach dem Verfahren der 
elastischen Doppelbrechung (aus- +. 
gezogene Kurven) erfolgt. Man 
erkennt aus dieser Darstellung, 
daB bei den héheren Oberschwin- 
gungen die auBeren hellen Ringe 
bei beiden Beobachtungsmetho- a: 
den praktisch zusammentfallen, Abb. 8. Theoretisch geforderte Helligkeitsverteilung 
d. h. aber, daB die hellen Ringe langs eines Zylinderradius fiir die ersten 5 Ober- 

. : schwingungen reiner radialer Dehnungsschwingungen 
an den Stellen liegen, wo sich die éines Zylinders bei Beobachtung nach dem Schlieren- 
| aeenen ne ee Clee ecran ones leraeey ea oma 

erriickung befinden. 1ese Ra- Kurven). 

dien sind aber, wie wir oben ge- 

sehen haben, durch die Nullstellen der ersten BessEtschen Funktion 
gegeben; es muB fiir diese Radien J; (kr) = 0 sein. Nach Gl. (8) be- 
deutet dies, daB an diesen Stellen die relative Dehnung in tangentialer 
Richtung Null ist. Die optische Doppelbrechung kommt also hier nur 
durch eine radiale Dehnung zustande, d.h. man kann an diesen Stellen 
die elastische stehende Welle bereits als ebene Welle ansehen. 

Wir fragen zum Schlu8 noch nach den Eigenfrequenzen der im 
vorangehenden behandelten radialen Zylinderschwingungen. Aus Gl. (4) 
erhalt man fiir die Frequenz N die Beziehung: 


Zylinderachse Zylinderrond 
J df 


Zohl der Oberschwingung 


oa) 


h 22% - | A+ 2 (14) 


J =— 
1 ae p an Rk 0 
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4+2" seit aber nichts anderes als die Ausbreitungsgeschwindigkeit 
g . . 
einer elastischen longitudinalen Welle in einem unendlich ausgedehnten 


Koérper mit den elastischen Konstanten 2, 42 und der Dichte @ dar. 
Unter Benutzung der bekannten Beziehungen aus der Elastizitats- 
theorie: 


_ (34+ 2p) ae Te Ds ese 
f= Atm’ yore 2(A+p) bes Qu abe Foy 
k6énnen wir Gl. (11) in folgender Form bringen: 
7 ek TS Ba Sey ) 
ise | o(1+6)(1— 20) ’ (12) 


wobei E der Elastizitatsmodul und o der Potssonsche Querkontrak- 
tionskoeffizient ist. Fiir den besonderen Fall, daB wieder o = ¢ ist, 
erhalt man: 


= 1,005 —— 


, kR 1/6E RR W/E @ 
| 50 FA ; 


oO 
Die Werte von kR sind aus der Tabelle 2 zu entnehmen. Fir einen 
Zylinder vom Radius R= 1cm aus ScHottschem Glas BaF 4, fiir 
das E = 6584 kg/mm?*, o = 0,243 und 
Tabelle 5. Frequenzen der 20 ersten 2 2% SS 
yadialen Ejigenschwingungen eines aa 2,55 g/cm” ist, sind in La 3 a 
Zylinders aus BaF 4 mit dem Radius die Frequenzen der 20 ersten Eigen- 
R =1cm in kHz. schwingungen zusammengestellt. Da 


die Frequenz dem Zylinderradius um- 
1 155,4 11 2531 gekehrt proportional ist, lassen sich 
2 404,7 12 2766 hi ; heii aoe Bama 
3 643 13. | 3003 ieraus leic ie Eigenfrequenzen 
4 879,5 14 3238 fiir Zylinder mit anderen Radien 
5 1115 15 3474 ausrechnen. 
6 1344 16 3716 <6 E u : a 
7 1588 17 3045 Fur die bei den obigen Versuchen 
8 1824 18 4180 benutzten Glaszylinder stimmten die 
9 2060 19 4416 . ne 
ae BAbG 20 4667 experimentell ermittelten Frequenzen 


fiir die einzelnen Eigenschwingungen 

innerhalb der Fehlergrenzen sehr gut mit den berechneten Werten iiber- 
ein; so war es z. B. fast immer méglich, eine bestimmte Oberschwingung 
eines Zylinders durch Einstellen der theoretisch berechneten Frequenz 
aufzufinden, insbesondere dann, wenn zu diesem Zweck die zur An- 
regung benutzte Quarzplatte so ausgewahlt wurde, da® entweder ihre 
Grundschwingung oder eine ihrer Oberschwingungen mit der anzu- 
regenden Frequenz des Zylinders tibereinstimmte bzw. in ihrer Nahe lag. 
Zum SchluB sei noch auf eine praktische Anwendung solcher schwin- 
gender Glaszylinder hingewiesen. Betrachtet man z. B. die Aufnahmen 2. 
3 oder 18 in Abb. 4, so sieht man, daB fast der ganze Zylinderquer- 
schnitt aufgehellt ist. Diese Aufhellung intermittiert aber, wie man 
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sich leicht tiberlegt, mit der doppelten Schwingungsfrequenz des Zylin- 
ders. Es stellt demnach ein solcher schwingender Glaszylinder im 
polarisierten Licht zwischen gekreuzten Nikols eine verhaltnismabig 
einfache Anordnung zur Erzeugung hochfrequent intermittierender Be- 
leuchtung etwa zu stroboskopischen Zwecken dar. Es gelingt sogar auf 
diese Weise einem Lichtbiindel eine Sprach- oder Musikmodulation 
aufzupragen, indem man die zur Anregung des Schwingquarzes dienende 
Hochtrequenzwechselspannung mit der betreffenden Sprachfrequenz 
moduliert. 

Die vorlegenden experimentellen Untersuchungen wurden bereits 
vor dem Kriege im Physikalischen Institut der Universitat Breslau 
ausgefiihrt. Ihre Veréffentlichung wurde infolge Inanspruchnahme des 
Verfassers durch andere Arbeiten hinausgeschoben. Durch die Kriegs- 
einwirkungen gingen dann samtliche Aufnahmen nebst allen Auf- 
zeichnungen verloren. Die hier verdffentlichten Bilder konnte ich erst 
in den Jahren 1945/46 neu aufnmehmen. Der Fa. Ernst Leitz, Wetzlar, 
bin ich fiir die Zurverfiigungstellung der optischen Apparatur und die 
Herstellung der Glaszylinder zu groBem Dank verpflichtet. Ich habe 
ferner Herrn Dr. E. MARx zu danken, der mich in mathematiscber 
Beziehung mehrfach beraten hat. 


Zur Druckabhingigkeit der Gesamtabsorption 
in ultraroten Bandenspektren *. 


Von 
FRANK Marossr (z.Z. in USA.) und EMMA RAvSCHER (Graz). 


(Eingegangen am 15. Dezember 1947.) 


Es wird iiber die numerische Auswertung einer Erweiterung der LADENBURG- 

ReicuEschen Absorptionsformel fiir iiberlappende Linien am Beispiel der Wasser- 

bande bei 6y berichtet. In diesem Fall folgt die Absorption der Gesamtbande 

bei Anderung des Drucks von } Atm. auf 1 Atm. angenahert einem | p-Gesetz, 
wenn eine Linienbreite von 0,52 cm- zugrunde gelegt wird. 


1. Grundlage. 


Die Gesamtabsorption A ist nach LADENBURG und REICHE! defi- 
niert als 


o,+d 


A= [ (4—e—-*)dw. (1) 


Hierin sind: 6 die halbe Spaltbreite in FrequenzmaBb, w, die Kreis- 
frequenz der Mitte des betrachteten Spektralintervalls, < die Schicht- 
dicke, k der Absorptionskoeffizient. 


Sind » Linien im Intervall, so ist 


k BS). ag 22a e2 Ne b 


> 7c ‘ 
fad (C) — We)* + OF C Mg No 


oy a, fay, effektive Ladung, Masse, Anzahl je Volumeneinheit der 
fiir wm, maBgeblichen Teilchen, b — halbe Halbwertsbreite der Linien, 
die hier fiir alle Linien als gleich groB vorausgesetzt wird, Ny = ,,nor- 
maler’’ Brechungsindex an der Stelle @, wie er ohne Absorption dort 
vorhanden wire, c = Lichtgeschwindigkeit. 

Der Fall” = 1 ist von LADENBURG und RerIcHE behandelt worden: 
den Fall unendlich vieler gleich intensiver und gleichabstaindiger Linien 
hat ELsAsseR® betrachtet; R. MAYER und wir haben die Theorie auf 


* Prof. CL. SCHAEFER zum 70. Geburtstag gewidmet. 
‘ LADENBURG, R. u. F. Retcue: Ann, Phys., Lpz. 42, 181 (1913). 


* ELSASSER, W. M.: Phys. Rev. 54, 126 (1938). 
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die Uberlagerung ungleich intensiver Linien in ungleichen Abstanden 
erweitert!. 


Das Endergebnis der Theorie ist fiir nicht zu schwache Absorption : 


n 


b \x n n—1 
es 3 j y ‘ ¢ a) 
A pF C Xor Ys > 


2 ' Le b 
Dy howd T . Led ‘> ( Xe v Ve + 
tT=1 C=T 1 r 1 G=r+1 
(3) 
n n n=l n 
ee 2. yi ea a) 7 ae 
— r pa C Xow" — »} ye ( Xor"s | 
t=] a z+} T l G +1 J 
Hierin ist: 
a = 2 S/b 
G Sea = =arctg sa 
x fas a a 
1 We Oy ag z 
ot b "a Bb ™~ 4 
(Fs oS ee ) 


Im 2. und 4. Term von Gl. (3) sind die Summationsindizes etwas anders 
gezahlt als in der in Naturw. a. a. O. angegebenen Weise; an der Sache 
ist nichts geandert. Die Formeln gelten fiir 2-104>r> 10. 

Als Ergebnis dieser Rechnungen kann ausgesagt werden, daB das 
,, Wurzelgesetz’* von LADENBURG und REICHE in den urspriinglichen 
Grenzen seiner Giiltigkeit auch bei Uberlappung von Linien richtig 
bleibt, so weit es sich um die Abhangigkeit von der Schichtdicke handelt, 
also als |/z-Gesetz. Dagegen kénnen Abweichungen vom |/p-Gesetz 
auftreten, falls y nicht von der Linienbreite 6 unabhangig ist. Die 
Abhangigkeit der Gesamtabsorption vom Druck ist in der von 6 ent- 
halten; normalerweise ist 6 dem Druck proportional, wenn StoBdamp- 
fung vorausgesetzt wird. 


2. Druckabhangigheit der Linienbrette. 

Es lat sich leicht zeigen, daB bei StoBdimpfung die Linienbreite 

in einem Gasgemisch aus absorbierendem und _ nichtabsorbierendem 
Gas gegeben ist durch einen Ausdruck von der Form 


ee ap,+ Ppp 
fe 


© hen wiher 


wo p den Gesamtdruck, #, den Partialdruck des absorbierenden Be- 
standteils bedeuten; T ist die absolute Temperatur, « und f sind Kon- 
stanten. Diese berechnen sich auf Grund einfacher gaskinetischer 
Uberlegungen unter der Annahme, daB die Linienbreite durch die 


A Marossr, F., R. MAYER u. E. Rauscner: Naturwiss. 33, 219 (1946) (kurzer 
Bericht). Eine ausfiihrlichere Darstellung wird gegebenenfalls in den Physica 
Acta Austriaca erscheinen. 
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StoBzahl je sec gegeben ist. Diese Annahme ist berechtigt, so lange 
die StoBdauer klein gegeniiber der Zeit zwischen 2 St6Ben ist. Bei 
1 Atm. Druck trifft dies zu, da die StoBdauer etwa 10~™ sec, die Flug- 
zeit etwa 1,5 - 101° sec betragt. 


Es ergibt sich « = a%,—f, 
_ /2nqn VT o?, f= 


1 Gy ly +g hy + 2 Vor gt Oe ya 
Pi 4 % Ce 
V2n%NeVT 2 
eels OR. 
Po 


o = 


Hierin bedeuten: 


N, = Zahl der absorptionsfahigen (Wasserdampf-) Molekiile je cm’, 
N, = Zahl der nichtabsorbierenden (Luft-) Molekiile je cm’, 
0, 6, — Durchmesser der betreffenden Molekiile (o, fir Luft = Mittel- 
wert fiir die in ihr enthaltenen Bestandteile), 
¢,, € = mittlere Geschwindigkeiten der betreffenden Molekiile. 


Fiir o? 1a8t sich unter Benutzung der Beziehungen zwischen freier Weg- 
lange und innerer Reibung einsetzen: 


er ‘8S 0,49 To /T P 1 
+ on J2 TotC VY FT Ni noi 


(C = SUTHERLANDsche Konstante, 7,; = Koeffizient der inneren Rei- 
bung; der Index o bezieht sich auf Normalbedingungen). 


Einsetzen der Zahlenwerte liefert fiir das Verhaltnis a/6 den Wert 
0,025, so daB der EinfluB des Partialdrucks #, praktisch verschwindet, 
wenn p nicht zu klein ist. 

Der Absolutwert von 6 hangt noch ab von dem Verhaltnis des 
optisch wirksamen zum gaskinetischen Querschnitt. Fiir die Frage der 
Druckabhingigkeit ist dies ohne Belang, wenn bei einem Bezugsdruck 
fiir 5 ein experimenteller Wert eingesetzt wird. SchlieBlich sind die 
effektive Ladung und die Zahl der absorbierenden Molekiile (die ver- 
schieden von N, sein kann) unbekannte, aber ebenfalls hier unwesent- 
liche Parameter. 


3. Numerische Auswertung. 

Diese wurde durchgefiihrt fiir ein ,,fiktives‘’ Wasserdampfspektrum. 
Dieses war identisch mit dem von NIELSEN! bei 6p tatsichlich ge- 
messenen. Wir nennen es hier fiktiv, weil als Linienbreite die von 
ihm beobachtete, durch die Spaltbreite bedingte, scheinbare Breite 
von 6 = 0,52cm™? benutzt wurde (fiir Atmospharendruck). Spatere 


} NigEtsEeN, H. H.: Phys. Rev. 59, 565 (1941). 


; » 
Te ae 
avert 


der G ta bsorption. 
wee ie ee ve 

} 3 eines an anteren Baadet -ergaben fiir die wirkliche 
ii FPivaite ats von 0,41—0,12cm7. Die Intensitiiten und Frequenzen 
der einzelnen Linien wurden ohne weiteres den NIELSENSchen Angaben 
entnommen, die in diesem Fall auch theoretisch gestiitzt sind. Fiir die 
a] o Gl. (3) geforderten Summenbildungen wurden jeweils Linien in einem 
ntervall von etwa 52cm (entsprechend der bei eigenen Messungen 
benutzten Spaltbreite) zusammengefaSt, und zwar so daB sich die 


einzelnen Streifen iiberdeckten und im gesamten von NIELSEN erfaBten . 


Frequenzbereich von 1490—1750cm~ 10 solcher Streifen  verteilt 
wurden?. 


_ Das Ergebnis (in willkiirlichen Einheiten) ist fiir zwei verschiedene 
Drucke in der Tabelle 1 (Spalte 2— 4) angegeben. 


Tabelle 1. 


1510 45 / Tt ie. ir eh 1,12 46% ° 
4550 485 | > 42,5 | 4,14 1,45 48,5 
1562 28.6.:- bh. 246 1,16 1,18 40. cee 
lane $875 yt eee ee 1,20 1,22 28 
1612 19.7)"-* 16,7 1,18 1,22 22 
; 1635 36,8 | 30,2 1,22 1,10" 33 
_ 1670 49,4 ) 43,2 | 1,14 1,10 43 
1690 43,3 . 34,9 1,24 1,13 45 
eee ee 4s Oa EES aK 1,37 1,17 16% 
1740 | 10,5 8,5 | 1,24 1,19 38 


Man erkennt, daB keineswegs die Absorption proportional iG ist. 
Der Mittelwert aus A769/Ag9 (Spalte 4) ist 1,19, was (zufallig?) dem 
“Wert y2 gleichkommt. Das ist deshalb bemerkenswert, weil SUMMER- 
FIELD und STRoNG® empirisch bei Messungen an Ozon (und in Uber- 
-einstimmung mit Rechnungen auf Grund von ELsAssERs Formel) eine 
naherungsweise Proportionalitat der Absorption der gesamten Bande 

t Vp gefunden haben. Auch eigene Messungen an Wasserdampf, 
die aber noch nicht endgiiltig abgeschlossen waren‘, entsprechen dem 
eben angegebenen Intensitaétsverhaltnis (Spalte Sys 


Mittelwert von A49/Ago9 ist 1,16, wahrend V 730/400 gleich 1,14 ist. 


b 1 BECKER, GE. u. S. H. ANTLER: Phys. Rev. 70, 300 (1946). — ADEL, A.: 
_ Phys. Rev. 71, 806 (1947). NIELSEN beansprucht nicht, die wahre Linienbreite 
_ gemessen zu haben. 
2 Einzelangaben bzw. ausfiihrlich durchgerechnetes Zahlenbeispiel fiir einen 
Streifen siehe in der unver6ffentlichten Dissertation von E. RauscHer, Univ. 


Graz 1946. 
3 SUMMERFIELD, M. u. J. STRONG: Phys. Rev. 60, 162 (1941). — STRONG, J.: 


"J. Franklin Inst. 231, 121, (1941). 
4 Sie muBten Ende 1944 wegen Bombenschadens abgebrochen werden. 
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der beobachtete 


hoe 

Jedoch ist ae Verlant ¢ Fes yeaa. in did Ret von d der 
Frequenz abweichend me dem theoretisch berechneten bei Freque 
oberhalb etwa 1670cm (vgl. Spalten2 und 6). Die becbachtera 
Kurve, die iibrigens nach beiden Seiten tiber das von NIELSEN beriick-_ 
sichtigte Gebiet hinausging, fallt weniger steil ab als die berechnete. 

Zur Kritik ist weiter zu sagen: Bei Benutzung der wahren Linien- 
breite von etwa 0,12 cm! wiirde der Einflu8 der Uberlappung eine 
kleinere Rolle spielen, und das Wurzelgesetz miiBte angenahert giiltig 

sein. Es ist nicht einzusehen, inwiefern die oben benutzte Linienbreite — 

eine ausgezeichnete Rolle spielen sollte. Zwar ist die kleinere Breite 
nicht an Linien der 6u-Bande gemessen, aber der Unterschied dirfte 
nicht sehr groB sein. Ferner ist es nicht sicher, daB die Annahme reiner 
StoBdampfung (6 ~) zutrifft. Beobachtungen an HCLEinzellinien 
deuten an, daB andere Dampfungseffekte eine Rolle spielen kénnten, 
und zwar kann sich ein Koppelungseffekt iiberlagern, der eine zu /p 
proportionale Linienbreite ergabe, was also schon ohne Uberlappung 
ein Vp- Gesetz liefern kénnte. Leider ist iitber das Gesetz der Uber- 
lagerung von StoB- und Koppelungsdémpfung noch nichts ‘Sicheres | 
bekannt. 

Das Problem der Druckabhangigkeit der Ultrarotabsorption ist 
also noch keineswegs als gelést anzusehen, weder in theoretischer no 
in experimenteller Hinsicht. 


1 Becker, G.: Z. Phys. 34, 255 (1926). — Becker, H.: Z. Phys. 59, 583 (1930). 
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_ Die untere Grenze des linearen Starkeffektes 
von Wasserstoff *. 


Von 


W. STEUBING. 
(Eingegangen am 7. Februar 1948.) 


Die zahlreichen experimentellen und theoretischen Arbeiten iiber 
die elektrische Zerlegung der Wasserstofflinien seit der Entdeckung 
_ STARK im Jahre 1913 haben im allgemeinen eine befiiedigende Uber- 
einstimmung zwischen Theorie und Experiment gebracht hinsichtlich 
der Art der ZerlegungsgréBe, der Komponentenzahl und Intensitat. 

to) wurde der aus der Theorie berechnete Aufspaltungsfaktor, der den 
_kleinsten Abstand der Komponenten in Proportionalitat von der Feld- 
staérke angibt und den Wert 6,45-10-5cm™! besitzen soll, nach den 
bisher gemachten Messungen! zu 6,44 ermittelt. Dabei waren die 
‘Bestimmungsfeldstarken auf die Grenzen zwischen 40000 und 100000 V/cm 
-beschrankt, um den Einflu8 des Effekts zweiter Ordnung, der nach 
der Theorie fiir héhere Feldstarken zu erwarten ist und eine Rotver- 
schiebung bewirkt, auszuschlieBen, wahrend fiir die niedrigen Feld- 
starken < als 40000 V/cm durch die relative Breite der Effektkompo- 
nenten die MeSgenauigkeit nicht ausreichend gesichert schien. 

i Die geringen Abweichungen, die bei dieser Untersuchung beobachtet 
wurden, lieBen sich spater vollig aufklaren?, nachdem die weiterent- 
wickelte Drracsche Theorie den Einflu8 sowohl schwacher wie starker 
-elektrischer Felder auf das Wasserstoffatom zu behandeln erméglichte. 
Dabei ergab sich, daB die beobachteten Abweichungen von der ganz- 
zahligen Aufspaltung der einzelnen Serienglieder auf die von der Theorie 
geforderte Feinstruktur der einzelnen Starkeffektkomponenten zuriick- 
_zufiihren sind. 

Die auffallende betrachtliche Breite dieser einzelnen Komponenten — 
im Gegensatz zu den scharfen Linien wie sie z. B. die aufgespaltenen 
 Heliumlinien zeigen — hat schon in den ersten Arbeiten von J. STARK 
eine Rolle gespielt. STARK hat in seinen ersten Mitteilungen ausdriicklich 
-unterschieden zwischen der ,,Grobzerlegung“ und der ,,Feinzerlegung* 


_ -* Prof. CL. SCHAEFER zum 70. Geburtstag gewidmet. 
1 SrEuBING, W. u. L. Kassner: Phys. Z. 34, 289 (1933). — Z. Phys. 81, 346 


“age 
2 STEUBING, W. u. A. KEIL: 2 Phys. 115, 150 (1940). 
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beim ‘Wesceltore weil es ihm bei wen teal zur Verfiigung stehen- ; 


‘apparates vor allem die stets auftretende Breite der Linienkomponenten. 


ringer ist, als sie nach der Theorie fiir den linearen Effekt zu erwarten 


beschrieben ist. Sein Auflésungsvermégen betrug etv.a 30000 und die 


_ persion von 5,55 AE je mm fiir Hg besitzt. 4 
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den Mitteln erst bei hoheren Feldstarken (ungefahr 100000 V/cm) 
moglich war, die einzelnen Komponenten — von den schwachen zum 
Teil strittigen Linien mag dabei ganz abgesehen werden — gentigend 
zutrennen. Schuld daran trug neben zu geringer Dispersion des Spektra 


Aber auch bei starkster Dispersion und Beobachtung aller médglichen “ 
VorsichtsmaBregeln gelingt es nicht, die Einzelkomponenten bei ab- 4 
nehmender Feldstarke laufend zu verfolgen. Wie genaue Beobachtung~ 
zeigt, kommt hier ein Umstand hinzu, der bisher unbekannt und theo- 
retisch nicht zu erwarten war. 

Die GesamtgréBe des Aufspaltungsbildes, d. h. der Maximalabstand 
der auBeren Komponenten fiir jede Feldstarke 1aBt sich unter Zu- ; 
grundelegung des vorgenannten Aufspaltungsfaktors ohne weiteres be 2 
rechnen. Ein Vergleich zwischen den berechneten und den in ent- 
sprechenden Aufnahmen ausgemessenen Zerlegungsbildern zeigt, dab 
unterhalb von Feldstarken kleiner als 20000 V/cm die Zerlegung ge 


ware. Dies gilt fiir die ersten und vermutlich auch fiir die héheren 
Glieder der Balmerserie. Die ersten Beobachtungen hieriiber wurden 
mit einem groBen Glasspektrographen! gemacht, der en anderer Stelle 


Dispersion fiir H, = 3,436 AE/mm. a 

Da. .der nese durch Kriegseinwirkung verlorengegangen ist, 
wurde die neue Untersuchung mit einem groBen STEINHEIL-Spektro-— 
graphen? durchgefiihrt, der bei der gewahlten Einstellung eine Dis- 


Einzelheiten und MeBresultate an den Linien H, und H, fiir die. 
verschiedenen Feldstarken werden spater folgen. 


Uber die experimentelle Anordnung sei hier nur folgendes aus= 
gefiihrt: Zur Untersuchung des STARK-Effekts werden im allgemeinen 
bekanntlich 2 Methoden verwendet. Die Methode der ersten Kathoden- 
schicht, auch Lo-Surdo-Methode genannt, bei der das inhomogene 
Feld vor einer engbegrenzten Kathode verwendet wird, das bei starker 
Strombelastung entsteht, aber keine elektrische Ausmessung der Feld- 
starken erlaubt, so da8 man auf indirekte Methoden der Feldbestim- 
mung, d.h. auf die optisch gemessene Aufspaltung angewiesen ist, 
deren GesetzmaRigkeit als bekannt vorausgesetzt wird. 


Die andere von J. STARK zuerst angegebene Methode mit homo- 
genem Feld hinter der Kathode laBt dagegen die jeweilige Feldstarke 


a 


4 


1 STEUBING, W.: Z. techn. Phys. 21, 243 (1940). 
* Spektrograph G. H., Typ B, Firma Steinheil Miinchen. 
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n Spannung berechnen, Nur diese letztere Methode konnte hier in 
wendung kommen. 

‘Bei den Aufnahmen, die mit verschiedenen Feldstiirken von 
~1 [5000 V/cm abwarts unternommen wurden, zeigte sich, da® kleine 
Feldstarken tiberhaupt keine merkbare Aufspaltung der Linien mehr 
hervorrufen, d.h. daB der Srark-Effekt erster Ordnung, der nach der 
Theorie linear gegen Null abnehmen miiBte, bei der Linie H, schon bet 
einer Feldstarke von etwa 2000 V/cm verschwunden ist — ey H,, ver- 
schwindet die Zerlegung ebenfalls bei 2000 V/cm. 


Die Messungen wurden in der Weise durchgefiihrt, daB zunachst 


A 
te 
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bestimmt wurde, sodann die-Linienbreite fiir die verschiedenen Feld- 
-starken gemaf8 der Theorie berechnet und mit der_tatsdchlich vor- 


_Konkavgitter (versilberte Kopie eines MICHELSON-Gitters von 20000 
Line/inch) fiir subjektive Messungen nicht geniigende Lichtstarke besaf. 
_ Der Tatsache, daB bis zu Feldspannungen von ~ 3000 V/cm keine 
_Aufspaltung der Wasserstofflinien erfolgt, kommt noch besondere Be- 
deutung zu, hinsichtlich des ZeEMAN-Effektuntersuchungen an diesem 
Element. Bekanntlich wird im Quereffekt bei derartigen Arbeiten der 
-Wasserstoff im GEISLER-Rohr senkrecht zum magnetischen Feld zum 


Leuchten gebracht. Der Potentialgradient, der in der positiven Saule _ 
einer solchen Entladungsréhre nur wenige Volt betragt — je nach dem 


-verwendeten Gasdruck — steigt aber beim Einschalten eines kraftigen 
Magnetfeldes zu sehr hohen Werten an und mite darum eine sehr 
starke Verbreiterung der Wasserstofflinien zur Folge haben, die eine 
Bestimmung der ZEEMAN-Zerlegungen unméglich machen wiirde. Dab 
diese sich tatsachlich haben durchfithren lassen, ist nach obigem Befund 
erklarlich, weil die elektrischen Feldstarken zu einem STARK- Effekt 
~ noch nicht ausreichen, es sei denn, daB das gleichzeitige Vorhandensein 
der beiden senkrecht gekreuzten Felder das Yeschundrs des einen 
-Effekts bewirken. 


~ Da magnetisches und elektrisches Feld bei gleichzeitiger Anwendung | 


besondere Veranderungen der einzelnen Spektrallinien je nach Serienart 
und Gliednummer hervorrufen, konnte ich erstmalig im Falle von 
‘Helium im einzelnen nachweisen!. An Wasserstoff sind im ZEEMAN~- 
-Effekt Anderungen im Aufspaltungsbild bei Beobachtung senkrecht 


; 1 STEUBING, W.: S.B. preuB. Akad. Wiss., physik.-math. KI. 1935, VIII, 
1936, XXXI. 


aus ¢ eI be Se ieetineh: ey der prigelesten eEB er kontrollier- 


die Linienbreite beim Felde Null (d. h. Kathode und Feldplatte geerdet) 


handenen Breite verglichen wurde. Der Versuch, auch H, zu den 
Messungen heranzuziehen, ‘muBte aufgegeben werden, da hierfiir der 
Glasspektrograph mit seiner Dispersion nicht ausreichte und ein kleines - 
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und parallel zu a acest RA Rraithaien beobachtet worden, , die 
beim Vorhandensein eines wirklichen STARK-Effekts durch die Linien 
breite vollig verdeckt worden waren}. : 

Die Einzelheiten der experimentellen Anordnung sowie die te 
ergebnisse an den Linien H, und H,, bei den verschiedenen Feldstarke 
werden demnichst an anderer Stelle verdffentlicht werden. 

Zusammenfassend l4Bt sich sagen, daB der STARK-Effekt zwar in 
Feldern von 20000V/cm aufwarts linear gemaB der Theorie verlauft, — 
bis bei hohen Feldstarken der Effekt zweiter Ordnung durch Verschie- 
bung der Komponenten sich bemerkbar macht, daB aber unterhalb- 
‘der genannten Feldstarke die Aufspaltung nicht der Theorie entsprich 

Es ist vielmehr eine bestimmte Minimalfeldstarke (— untere Grenze) ) 
fiir jede Linie erforderlich, damit eine Verbreiterung der Linie, die 
sich in Komponenten auflést, bemerkbar wird und die verringerte 
Komponentenzahl, die erst bei gréBeren Feldstarken den theoretischen 
experimentell gesicherten Komponenten entspricht, ist nicht durch die 
Unscharfe (= Breite) der Einzelkomponenten oder zu geringe Dispersion 
des auflésenden Spektralapparats vorgetauscht, sondern hangt zu- 
sammen mit einer bei einem bestimmten Schwellenwert einsetzend 21 1 
Zerlegung. Da die Messungen bei H, und H, iibereinstimmend den 
Beginn der Zerlegung fiir eine Feldstarke von 2000 V/cm liefern ist 
anzunehmen, da auch die anderen Serienglieder erst von diesem We t 


an aufspalten und in Einzelkomponenten zerfallen. 


1 Vgl. z. B. Back, B. E. u. A. LAaNDE: ZEEMAN-Effekt und eae 
tur der Spektrallinien, S. 117. Berlin: Springer 1925. 
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Die in einer friiheren Arbeit angegebenen Uberlegungen iibér die Wirksamkeit Nr 2 


_ der Spalte eines Monochromators werden durch Trennung von Wellenlangen-. Ai 
und Ortsabhangigkeit vertieft und auf den Doppelmonochromator erweitert. — 
_ Sowohl Varioilluminatoren als auch Doppelmonochromatoren mit hintereinander- 
_ geschalteter Dispersion kénnen dadurch unter einheitlichen Gesichtspunkten 
aBt werden. Daraufhin wird das Verfahren der Spaltvariation zur Trennung a iss 
_von Linien und Kontinuum auf den Doppelmonochromator iibertragen und 15 “ 
- quantitativ die Wirkung der Streustrahlung besprochen. SchlieBlich werden ewe 
_ einige Bedingungen fiir die Spaltweiten zusammengestellt, die bei sauberer Messung "i 

~ von Linien in einem Spektrum einzuhalten sind. Die rechnerischen Ergebnisse __ Mot 
on PascHEN und Runce der Spaltwirksamkeit fiir einen Einfachmonochromator ‘ee 
‘werden mit den hier erhaltenen geometrischen verglichen und beide Verfahren ee 
in i orcas cig gefunden. Der Zusammenhang mit der prey opens ny” 

von VAN CITTERT wird kurz gestreift. 


pa: Immer haufiger wird die Benutzung von Doppelmonochromatoren _ me? 
bei quantitativen Strahlungsmessungen notwendig. Fir die Beurteilung oe 
_ eines Strahlungsempfangers ist es unter Umstainden von groBer Wich- \ ea 
_ tigkeit, Streulicht zu vermeiden, das durch eine eventuelle Selektivitat _ N 
_ dieses Empfangers stark iiberbewertet werden kénnte. Von der groBen _ “st 
- Zahl der Anwendungen seien hier nur genannt: Messungen an Photo- aa 
zellen, an Sperrschichtzellen, Festlegung biologischer Empfindlichkeits- = 
_kurven (z. B. die Augenempfindlichkeit, die Erythemempfindlichkeit, A 
- Vitamin-D-Bildung), Bestimmung der Durchlassigkeit von Filtern, ‘Sota 


- Lésungen, Untersuchungen an Leuchtstoffen und viele andere. ‘Yue 
“ae 
ah Nee 
Dieser wachsenden Bedeutung der Doppelmonochromatoren ist ee 
, auch durch Schaffung bequemer Ausfiihrungen® entsprochen worden. , 
_ Fiir ein sauberes quantitatives Arbeiten ist aber die -Kenntnis des igs 
: - Binflusses der Spaltweiten des Gerates auf das MeBergebnis nicht = ate j 
1 Kurze Notiz Rosser, F.: Naturwiss. 32, 220 (1944). hs hes : 
2 Konstruktionsgesichtspunkte bei Diumxe, M.: Phys. Z. 43, 33 (1942). ay Y as 
ae > 
Lie 
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. - Zu wie Be Berets’ sae 2,3,4 ist ae Diskussion Oa ir 
einen einfachen Monochromator durchgefiihrt worden. Versucht ma 
nun, diese Gedankenginge auf den Doppelmonochromator zu ibe 
tragen, so zeigt es sich, daB das nicht ohne weiteres méglich ist. Es¥ 
miissen vielmehr die Uberlegungen fiir den einfachen Monochromator ~ 
noch vertieft werden, bevor sie eine Anwendung auf den Doppelmono--_ 
chromater zulassen. Das soll zunachst geschehen. 


_ Einfach-M onochromator. x 


Dimensionsbetrachtungen. Auf den Eintrittsspalt eines Mono-_ 
-chromators falle eine ‘gewisse Bestrahlungsstarke der Dimension 
[Watt/cm2]. Die Strahlung mége kontinuierlich sein und. alle Wellen 
langen in gleicher Strahlungsstarke enthalten. Die je Zeiteinheit i 7 P 
den Monochromator eintretende Energie wird durch die von Eintritts- 
spaltbreite a und Spalthéhe h gebildete rechteckige Eintrittsblende 
bestimmt und ergibt sich also zu: [Watt] = [Watt/cm*]-a-hf. Wie 2 
in den fritheren Arbeiten, so soll auch diesmal von jeglichen Verluste 
im besonderen schlechter Justierung und optischen Abbildungsfehlern 
im Monochromator abgesehen werden. Dann wird jeder Punkt des A 
Eintrittsspaltes auf einen Punkt des Austrittsspaltes abgebildet, und — 
zwar setzen wir der Einfachheit halber eine Abbildung im Verhaltnis" 
4:1 voraus. Der Austrittsspalt wird also auch bis zur Héhe A aus- 
geleuchtet. Zugleich mit dieser punktweisen Abbildung des Eintritts ‘oa 
spaltes auf den Austrittsspalt findet aber eine spektrale Auseinander- — 
ziehung jedes Bildpunktes in ein Lichtbiischel verschiedener Wellen- — 
langen statt, das seitlich durch den Austrittsspalt begrenzt wird, sO 
daB nur ein bestimmter Wellenlangenbereich den Monochromator ver- 
lassen kann, der proportional’ der Breite 5 des Austrittsspaltes ist Z 
In Arbeit I ist ausfiihrlich erértert worden, daB es zweckmaBig ist, 

die Bestrahlungsstirke kontinuierlicher Strahlung mit der Dimensional 
[Watt/cm?], auf die Wellenlaingeneinheit zu beziehen, so da® sich dann 
die Dimension [Watt/cm’] ergibt (s. auch S. 448 dieser Arbeit). Durch 
Integration der Bestrahlungsstirke je Wellenlangeneinheit iiber den 
in Betracht kommenden W ellenlingenbereich [cm] ergibt sich dann ~ 


a : 1 RUSELER: Be 'Z. Phys, 110, 495 (1938) (Arbeit I). ™ 
ae * Rossier, F.: Z. techn. Phys. 21, 18 (1940) (Arbeit Il). . 

es ) a 8 Réssier, F.; Abh, Osram 5, 106 (1943) (Arbeit III, ‘Zusammenfassung von 
\ Arbeit I u. IT). : 

ests, 2 4 Réss-ER, F.: Optik 2, 99 (1947) (Arbeit IV). 

5 o a t Zur Vereinfachung der Schreibweise sei es gestattet, ‘hier und im folgenden 
Fate . _ Gleichungen zu verwenden, in denen zugleich Dimensions- und MeBgréBen vor- 

ie Rommen. 
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sien die jewellige petat cae 
[Watt/cm§] - [cm] = [Watt/cm?]. a 
Wendet man diese Uberlegung auf den Austrittsspalt des Monochroma- 
_ tors an, so bedeutet die spektrale Auseinanderziehung den Ubergang von 
_[Watt/cm?] in [Watt/cm’]. Die Breite 6 des Austrittsspaltes bedingt 
also die Bestrahlungsstirke [Watt/cem?] = [Watt/cm*]- 6 und die den 


-Austrittsspalt des Monochromators verlassende Strahlungsleistung 
 ergibt sich nach dem bisher Gesagten zu Bias 


[Watt] = [Watt/cm?] a- = = [Watt/cm®]a-b-h. 
Die Strahlungsleistung [Watt] wird bei der Messung bestimmt und aus 


Po! 


geben, der allein von den Eigenschaften des Monochromators abhangt. 
Der Faktor h ist dabei als feste Konstante recht belanglos und wird im 
~weiteren Text daher vielfach fortgelassen werden, die Fliche a:b = 
- [em®] dagegen von ausschlaggebender Bedeutung, wie sich im folgenden 
-ergeben wird. 
Da der Austrittsspalt einen Wellenlangenbereich herausschneidet, 
ist es zweckmaBig, die Spaltbreiten allgemein in WellenlangenmaB 
_anzugeben. Dadurch wird namlich erreicht, da8 unabhangig von der 
eingestellten Wellenlange der ,,Wirkungsfaktor des Monochromators‘ 
_stets in der gleichen Form dargestellt werden kann, und da diese Art 


der Darstellung sowohl fiir den additiven wie subtraktiven Doppelmono- | 


_chromator die gleiche bleibt. Uber die lineare Dispersion in A je mm ist 
jeder Strecke an den Spalten ein bestimmter Wellenlangenbereich zuge- 
-ordnet. Durch Multiplikation der geometrischen Spaltbreiten a und 6 
mit der linearen Dispersion geschieht die Umrechnung der Spaltbreiten 

in Wellenlangenma8 « und 6 und damit die gewiinschte Eliminierung 
der unterschiedlichen Dispersion. Die Spalte médgen allgemein so eng 
_gewahlt sein, daB. mit einer konstanten linearen Dispersion gerechnet 
werden kann. Fiir verschiedene Wellenlangen werden natiirlich im 
_allgemeinen trotz gleichbleibender a- bzw. b-Werte « bzw. f verschie- 
dene Werte annehmen. 


-_ Parallelogramm. Durch die Multiplikation von [Watt/cm*] mit ) 
"bzw. jetzt B wird allen Punkten des Eintrittsspaltes in gleicher Weise 
- derselbe Wellenlangenbereich f zugeordnet, den der Austrittsspalt 
ausschneidet. Das ist aber nur so lange richtig, als man den Bereich 
_lediglich als Wellenlangendifferenz auffaBt. Fiir jeden einzelnen Punkt 
~ des Eintrittsspaltes legen namlich entsprechende, z. B. die auBersten 
_ oder mittleren Wellenlangen gegentiber denen der anderen Punkte auf 
dem Austrittsspalt verschoben. Diese Tatsache wird sofort aus der 
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ihr soll auf den Wert [Watt/cm*] der Lichtquelle geschlossen werden. 
Der Zusammenhang beider GréBen ist durch den Faktor a: b-h ge-. 


on 


Bemerkung verstandlich, daB nur fir den mittleren Punkt des Ein-— 
trittsspaltes der vom Austrittsspalt ausgeschnittene Wellenlangenbereich 
sich symmetrisch um die eingestellte Wellenlange gruppiert. Fur alle 
anderen Punkte des Eintrittsspaltes ist die mittlere Wellenlange da- 
gegen eine andere, da die zugeh6rigen geometrisch optischen Bildpunkte 
gegeniiber dem mittleren seitlich etwas verschoben sind. Auf den 
festen Bereich des Austrittsspaltes, durch den die Strahlung den Mono-. 
chromator ja nur verlassen kann, kommen also stets etwas andere 
Wellenlingen zu liegen. Und da alle Langen in WellenlangenmaB 
-gemessen sind, gibt die geometrische Verschiebung in der Breiten- , 
erstreckung der Spalte allgemein direkt die Wellenlangenanderung an. 
Bei der Messung iiberlagern sich nun die Wellenlangenbereiche 
aller Punkte und ergeben ein Mischspektrum verschiedener Helligkeit, — 
das in dieser Form nur schwer zu analysieren ist. Es muB vielmehr eine 
Darstellung-gewahlt werden, bei der jeder einzelne Punkt des Eintritts- 
spaltes mit seinem Bereich f getrennt aufgezeichnet wird. Das erreichen’ 
wir, indem die Wellenlangenbereiche als Abszissenstiicke und die 
Vielheit der Punkte des Eintrittsspaltes auf der Ordinate dargestellt 
werden. Abszisse und Ordinate haben dabei beide die Dimension [em] — 
einer Wellenlange. Die Gesamtheit aller Punkte ergibt dann eine Flache 
die wir jetzt konstrifieren werden. Es wird also das im Versuch in einer 
Dimension sich erstreckende Spektrum zur iibersichtlichen Darstellung 
in eine zweite Dimension auseinandergezogen. Dieses Vorgehen ent- 
spricht im Grunde genommen der Einfiihrung von [Watt/cm§] an Stelle 
von [Watt/cm?]. 
Abb. 1a und 2a stellen einen horizontalen Schnitt durch einen 
Monochromator in der Breitenerstreckung der Spalte dar. Abb. 1 fiir 
f >a und Abb. 2 fiir <a. Die Wellenlangenbereiche erscheinen dabei 
als Winkelbereiche bzw. Strecken, die nur fiir den zentralen und die — 
beiden Randpunkte eingezeichnet sind. Nach dem bereits Gesagten — 
ist nur dem zentralen Punkt des Eintrittsspaltes als Bild (Symmetrie- 
punkt des Biischels am Austrittsspalt) die eingestellte Wellenlinge A, _ 
zugeordnet, wahrend den Bildern aller anderen Punkte benachba 
Wellenlingen entsprechen. Es gruppieren sich also die ausgeschnittenen — 
Wellenlangenbereiche um jeweils andere Wellenlangen, wie es in Abb. 1a 
und 2a zum Ausdruck kommt. Bei nur kleiner Spaltbreite 6 (Abb. 2a) 
enthalt das Biischel eines Randpunktes nicht einmal mehr die ein-— 
gestellte Wellenlange 4), weil der Symmetriepunkt des Biischels um — 
a/2 gegen dy verschoben ist. Im A, A-Diagramm der Abb, 1b und 2b 
mu der Wellenlangenbereich also durch die Strecke AB fiir den 
einen baw. durch C D fiir den anderen Randpunkt des Eintrittsspaltes’ 
dargestellt werden. Die Abszissendifferenz von C gegen A betrag 2 
also 2+a/2 =a. Stellt man entsprechende Uberlegungen fiir die. 
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dazwischen| egenden Punkte des Eintrittssp altes an, so ergibt sich eine 
Schichtung der Hohe « von stetig gegeneinander verschobenen Strecken, 
die in ihrer Gesamtheit das Parallelogramm mit der Grundlinie p 
_und der Hohe « der Abb. 1b und 2b ergeben. Der Flicheninhalt « « 
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de Abb. 1a—d. Spektrale Durchlassigkeit eines Abb. 2a—d. Spektrale Durchlassigkeit es aM 
’ Ejinfachmonochromators (B > a). eines Einfachmonochromators (B < «). Cult 


; dieses Parallelogramms multipliziert mit dem fiir alle Wellenlangen 
 konstanten Wert [Watt/cm*] / liefert dann die den Monochromator ver- 
Tassende Strahlungsleistung zugleich in wellenlangenmaBig richtiger 


‘Darstellung: [Watt] = [Watt/cm?] h-a- Bt. 


“a + FaBt man [Watt/cm®]-« zu [Watt/cm?] zusammen, so ergibt sich eine andere 
Bedeutung der Ordinate in Abb. 1b,d und 2b,d als Bestrahlungsstarke S, die viel- 
F eicht anschaulicher ist und den Ausfiihrungen von Arbeit I und II zugrunde liegt. 
Beide Auffassungen sind natiirlich gleichwertig. Die Ordinatenrichtung ist fiir die 

_Bestrahlungsstarke bevorzugt, weil fiir jeden Punkt in 8 S durch « angegeben wird. 


: : : of > 

Fiir die Punkte A und C des Parallelogramms hat a die ee 
und die Ordinatendifferenz den gleichen Wert «. Daher ist der innere 
Winkel bei A gleich 45°. Stellt man sich in Abb. 2b voriibergehend — 
den Austrittsspalt und damit f einmal sehr eng vor, so geht das Parallelo- F 
gramm in eine unter 45° gegen die Abszisse verlaufende Strecke mit 
dem Wellenlangenbereich « tiber (Projektion | auf die Abszisse). Es — 
entspricht also jedem Punkte des Austrittsspaltes ein Wellenlangen- 
bereich «, wie umgekehrt jedem Punkte des Eintrittsspaltes ein Wellen- _ 
langenbereich f zugeordnet ist. Wir werden spater darauf noch zuriick- — 
kommen. Zugleich ergibt sich damit, daB beispielsweise dem rechten — 
Rand des Austrittsspaltes das Stiick B D in Abb. 4 b und 2b zugeordnet ist. 
Dabei ist es vielleicht zweckmaBig, darauf hinzuweisen, daB allgemein — 
einer horizontalen Strecke des Parallelogramms eine Ortliche Aus-_ 
einanderfacherung, einer 45°-Strecke dagegen ein auf einen Punkt | 
konzentrierter Wellenlangenbereich entspricht. e! - 

Wir haben die Bereiche f fiir jeden Punkt des Eintrittsspaltes in das 2, uy 
Diagramm eingezeichnet und dadureh in der Gesamtheit das Parallelogramm — 
erhalten. Es ist bereits gezeigt worden, daB aber auch umgekehrt jedem Punkt 
des Austrittsspaltes der durch den Eintrittsspalt bedingte Bereich « zuzuordnen 
ist. Man kann also aus Strecken der Ordinate «, deren geometrischer Ort die — 
Parallele im Abstande « zur Abszisse ist, durch Einzeichnung fiir jeden Punkt 
des Austrittsspaltes in der Gesamtheit wieder eine Flache darstellen. Nur muB 
man, und dies ist fiir den Unterschied von ortsmaBiger und wellenlangenmaBiger 
Darstellung (siehe nachsten Abschnitt) charakteristisch, nach dem bisher Gesagten . 
von den einzelnen Punkten des Austrittsspaltes 8 Strahlen unter 45° bis zam 
Schnitt mit der Parallelen im Abstande « ausgehen lassen, weil der Bereich a — 
’ zwar vorhanden, aber wellenlangenmafig nicht auseinandergefachert ist. In der 
Gesamtheit dieser Strahlen erhalten wir jedenfalls wieder unser altes Parallelo- — 
gramm, wie es ja auch sein mu8. In dieser Ableitung kommt genau wie in dem _ 
Wert a: B fiir den Flacheninhalt des Parallelogramms die Gleichwertigkeit beider _ 
Spalte zum Ausdruck, wie sie der Umkehrbarkeit des Strahlungsganges niet = val 


Rechteck. Wiirde man ganz primitiv, indem man die Vérechicbunge 
der einzelnen Wellenlangenbereiche nicht beriicksichtigte, dem Faktor 
a:b von S.429 in einem Orts(x)-Bestrahlungsstirke(S)-Koordinaten-_ 
system das Rechteck der Abb. 1¢ und 2c mit den Seiten @ und 6 zu- 
ordnen, so hatte man eine zwar energetisch und strahlengeometrisch 
richtige, aber wellenlingenmaBig falsche Darstellung gewonnen. Ener- 
getisch ist sie deswegen richtig, weil die Strahlung jeden Punktes des — 
Eintrittsspaltes mit einer Strahlungsstirke proportional 6 den Mono- _ 
chromator verlassen kann, Zu jedem Punkt von a gehért also ein — 
Abszissenstiick der Linge 6 (s. Anm. S. 431). In ihrer Gesamtheit 
tiberdecken die Strecken dann das Rechteck a+ 6, Dem rechten Spalt- 
rand gehért wieder das Stiick BD zu, das aber diesmal parallel mit 
dem Spaltraum verlaéuft und daher mit der Geometrie des Strahles 
itbereinstimmt. Der Ubergang von der ortsbedingten (oderenergetischen) | 
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also durch den Ubergang vom Rechteck zum flachengleichen Parallelo- 
~gramm mit dem Winkel 45 bzw. 135° gegeben. Das Auseinanderhalten 
dieser beiden Auffassungen und ihre verschiedene Darstellung wird 
sich i im folgenden als recht wesentlich erweisen und stellt eine Erwei- 
terung der Darlegungen von Arbeit II dar. 


Trapez. Mit dem in Arbeit IT angegebenen Trapez mit der Hohe « 
und den parallelen Seiten x + 8 und f—a stimmt unser Parallelo- 
gramm itiberein. Das erhellt sofort daraus, daB die gestrichelten Drei- 


ecke der Abb. 1d einander flachengleich sind. Man kann natiirlich auch . 


von der in Arbeit II durchgefithrten Ableitung des Trapezes ausgehen, 
die auf der Auffassung der Ordinate als Bestrahlungsstarke (gemaB 
‘Anm. S. 431) beruht, und das Trapez in das véllig gleichwertige Parallelo- 
-gramm der Abb. 1b verwandeln (FuBnote 1 auf S. 427). 

In einfacher organischer Weise ist bei der Parallelogrammdarstellung 
der Fall B<« ‘auch zugleich mit eingeschlossen, wahrend er fiir die. 
Trapezkonstruktion nicht sofort zu iibersehen ist und einige Uberlegung 
-erfordert. Die Parallelogrammkonstruktion, die demnach die natiirliche, 
dem Problem angemessene Darstellungsform ist, kann uns dabei aber 

; als Anhelt dienen. Wenn f stetig abnimmt, wandert Punkt M der 
eee: 1d nach N, iiberschreitet die «-Héhenlinie und gelangt schlieBlich 
ins Innere des sich iiberschlagenden Trapezes (Abb. 2d). Geht man 

q von dem Rechteck A F D E in Abb. 2b aus, so erhalt man durch Abzug 
der Dreiecke BED und AFC das Parallelogramm ABDC. Eine 

-Ubertragung in Abb. 2d ergibt, da8 vom Rechteck C E H D die Drei- 

_ecke F DH und CGE abgezogen werden miissen, die flachengleich 


_ den obigen Dreiecken sind, da ED =H D=« und BE=a-+ Bp- ° 


 p=a—6B+f=FH ist. Als Restfigur in 2d bleibt das Dreieck 
MC D, von dem aber noch Dreieck MAB = MFG abgezogen werden 
- muB, was man aus Analogie zu Abb. 1d auch direkt hatte folgern konnen 
(dort ist das Trapez ebenfalls als Differenz aus den Dreiecken M F D 
und ME B gebildet). Es entsteht jedenfalls in Abb. 2d das Trapez 
ABDC mit den parallelen Kanten « + 6 und «— und der Hohe h= 
PQ, deren GréBe sich aus den folgenden: beiden ee zu fp 


errechnet: 
a+ fp ay Cie ao 
anf -a=Mo= (Strahlensatz) 


2M0+h=a. 


: Der Inhalt des Trapezes ergibt sich wieder zu 
; AEDES 5 a8 


wie es auch sein muB, da in «f beide Spalte in vollig symmetrischer 
Form eingehen. 
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F jierair ine Hat man ein Sock mit bestimmter spektraler en 
teilung f(A) in [Watt/cm®], die im Gegensatz zu dem vorhergehenden Teil is 
jetzt nicht mehr konstant zu sein braucht, also der Gesamtbestrahlungs- 
starke f (A) dA vorgegeben, so wird dieses Spektrum, um die ‘Anstritisll 
ane ic zu erhalten, mit dem Parallelogramm der Abb. 14, 2b 
oder in der Ausfiihrung bequemer mit dem Trapez der Abb. 1, 2d 
multipliziert, indem man diese Kurven als Filterdurchlassigkeit auffaBt. 
Solange die Funktion /(A) in dem betrachteten Bereich konstant ode 
héchstens linear von 4 abhangig ist, was in den meisten Fallen der 
engen Spalte und damit des engen Wellenlangenbereiches wegen ange- 
nahert der Fall sein wird, ergibt sich der einfache Wert f(A) -% B als 
Austrittsleistung. Im Falle der linearen Abhangigkeit kann man nam-_ 
lich auch mit dem konstanten Mittelwert /(A,) rechnen. Was auf der 
einen Spaltseite von /(A) zuviel hinzugefiigt wird, wird auf der anderen 
Seite wieder abgezogen, so daB der Mittelwert /(A,) an allen Stellen 
genommen gerade den richtigen Wert ergibt. Es miissen jedenfalls die 
zweite und die héheren Ableitungen Null sein}, um so einfach multi- — 
plizieren zu kénnen. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, dann mu8 zu 
dem Verfahren von PASCHEN und RUNGE gegriffen werden. 

PASCHEN-RUNGE- Verfahren. PASCHEN? und RuNGE*® haben die 
Wirksamkeit der Spaltbreiten eines Monochromators rein rechnerisch 
beschrieben. Ihr Ergebnis mu8 in dem oben betrachteten Spezialfa 
natiirlich ebenfalls zu dem Wert / (Ap) - x 8 fiihren. Das soll jetzt gezeigt 
werden. Wir werden dabei den Rechnungen von PAscHEN und ie 
bis zu ihrer Formel nur mit unseren Bezeichnungen der Abb. 1 und 2 
folgen. Dazu muB8, wenn wir die Bildung des Durchlassigkeitsbereiches- 
und seine Multiplikation mit f(A) uns zugleich ausgefiihrt denken, 
f(A) tber die Flache des Parallelogramms integriert werden. Wird zu- 


nachst tiber den Wellenlangenbereich von + c - bis — £ und dann yout 


Be pe > integriert, so entspricht das genau unserem rein geo 


bhecraahen see Oe nur ist die Funktion /(A) gleich mit herein- 
gearbeitet worden. Es ist gewissermaBen fiir jeden kleinen Elementar-_ 
bereich dt-dA, fiir den ja f(A) als konstant anzusehen ist, obige © 
Multiplikation ausgefiihrt und dann iiber alle Bereiche integriert worden. | 

x ne x +f 


. oh. 
9 4 


A 
f fWatda= fp Llu 9+ Be) dude, (1) 


B x 
iy -F 


nS 


+ Ist der Strahlungsempfanger selektiv, dann ist diese Forderung auf die 
gemeinsame Wirkungskurve von Strahlungsquelle und Strahlungsempfanger zu 
erstrecken, a 

® Pascnen, F.: Ann. Phys. III 60, 712 (1897). , 

* RunceE, C.: Z. Math. u. Phys. 42, 205 (1897). 


Reihe entwickeln: 
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‘i a Far den Fall #’’(A,) = 0, der den Betrachtungen des vorhergehenden 
Teiles zugrunde lag, wird S(A)) = « B-/(A)) in Ubereinstimmung mit 
unserer geometrischen Betrachtung. Die erste Ableitung /’(/,) kommt 
charakteristischerweise gar nicht vor. Es stimmen elso beide Methoden 
in ihren Ergebnissen tiberein. Lediglich fiir /’’(A,) == 0 geht die PASCHEN- 
Runcesche Methode iiber die rein geometrische der Betrachtung als 
Durchlassigkeit hinaus. Wir werden auf diesen Fall noch zuriick- 
zakommen haben. Die Formel (2) ist, wie aus den FuBnoten 2 und 3 
von S. 434 hervorgeht, schon lange Zeit bekannt. In ihrer algebraischen 
Form ist ihre Anwendung jedoch unhandlich. Die Formel wurde nur zur 
-punktweisen Korrektur von Spektren benutzt. Gerade in den folgenden 

fiihrungen werden wir aber sehen, um wieviel elastischer und an- 
schaulicher die geometrische Betrachtungsweise ist. Dadurch erscheint 
deren Einfiihrung gerechtfertigt, trotzdem der wesentliche mathe- 
matische Inhalt beider Aussagen natiirlich der gleiche ist. 


Beugung. Bei allen Betrachtungen wurde bisher stillschweigend 
vorausgesetzt, daB die Spalte so breit gewahlt werden, da keine 
-nennenswerte Beugung auftreten kann, was ja meistens schon aus 
e nergetischen Griinden zu fordern sein wird. Die engen Spalte spielen 


‘bei Untersuchungen von Linienbreiten’ eine Rolle, die aber ganzlich 
anderer Natur sind als die in dieser Arbeit zur Diskussion stehenden 


1 Zusammenfassende Darstellung in Unséip, A.: Physik der Sternatmo- 
pharen, S. 208. Berlin 1938. 


aa Mesa van Crrrert! eit We seinen - ausfiihrlic her beBer pnw 
fiir den Fall der Beugung am ta be aa eine Integralgleicht 2g 
als Zusammenhang von gemessener g (A) und werer, H(A) caer 

Energieverteilung an: 


g(t) =F) Aly—A)-a2. a 


A stellt dabei eine Apparatefunktion dar. Im Falle der Beugung an 
engen Spalten hat A einen komplizierten Verlauf (schematisch it 
Abb. 3a). Wahlt man dagegen die Spaltbreite in Wellénlingeneinietfeas i 
groBer als den reziproken Offnungswinkel des Kameraobjektivs?, - sO 


Mung 


Agooratsvervteilum 


° Ao Wellenlange Ao- = 20 Aor 3 
a — By anSen é . 
: Abb. 3a u. b. Apparatefunktion bei Beugung. 


: wachst die Strahlungsstarke hinter dem Eingangsspalt proportional der 
ere Spaltverbreiterung, welche Annahme wir ja unseren Rechnungen_ 7U- 
-grunde gelegt haben. Wie bereits gesagt, ist aber diese Bedingung 
schon aus energetischen Griinden in den meisten Fallen am Mono-. 
: chromator von vornherein erfiillt. In unserem Falle eines geniigen d 
.. .. breiten Spaltes schiebt sich ein horizontales Stiick in die Mitte a 
ot Apparatefunktion A ein (schematisch in Abb. 3b), so daB A sich je 
durch eine Rechteckskurve annahern la8t. Es gilt dann: 


A(a4j,—A)=0 fiir Ag—A| > 


.* 


A(dy—Ay'aet. fir” Ja—al= 


veR 


Daher ‘wird: 


A+S 


g(h) = = J faa ws 


1 VAN | CrrTERT, P. H.: Z. Phys. 65, 547 (1930); 69, 298 (1931). — _ BurceER, X 
H. Sy u. P.H. van Citrert: Z. Phys. 79, 722 (1932); 81, 428. (1933). 
2 ,,Breite in Wellenlangeneinheiten“ ist die Breite dividiert durch die Wellen- 
lange. ,,Breite in WellenlangenmaB“ ist dagegen der Wellenlangenbereich, der 
mit Hilfe der Dispersion der Spaltbreite zugeordnet werden kann. 
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Bic Bi eivalchaae hat die Form eines bestimmten Integrals iiber 
die Eintrittsspaltbreite angenommen. Von der Verteilung g(t) verlaBt 
den Austrittsspalt der Anteil S(A,), der durch Integration iiber die 


Spaltbreite B sich mit Hilfe der Substitution A= uw +t=u+v-+ dy x 
und Ersatz von 4, durch ¢ zu ‘ 


ek Lid 
Bel kiidies (1 iGteusands 
bere 2 1 EK: 
ergibt ein Ausdruck, der mit Gl. (1) iibereinstimmt. 


Doppelmonochromator 1. 


Durchldssigkeit. Fa8t man einen Doppelmonochromator mit seinen. 

3 Spalten «, 8 und y als zwei hintereinandergeschaltete Monochro- 
matoren I und II auf und rechnet mit der Filterdurchlassigkeit in 
Trapezform, so kénnte man zunachst daran denken, daB die Durch- 
‘ldssigkeit der gesamten Anordnung durch Multiplikation der ent- 
sprechenden 2 Trapeze miteinander erhalten wird. Das wiirde recht 
komplizierte Gebilde trapezférmiger Art aber mit steiler (namlich para- 
bolisch), abfallenden Randern ergeben. Eine solche Uberlegung ware 
jedoch filsch, wie gleich gezeigt werden soll. Dadurch gelangt man von 
selbst zu der Notwendigkeit, die Betrachtungen zur Spaltwirksamkeit 
eines Monochromators zu verfeinern, wie wir es ja bereits getan haben. 
Man kann die Abb. 1a ohne weiteres der folgenden Ableitung zu- 
grunde legen, indem fiir den zweiten Monochromator « durch 6 und 6 
durch y, die neuen Eingangs- und Austrittsspalte, ersetzt werden. Ein 
grundlegender Unterschied besteht aber gegeniiber dem vorhergehenden 
Fall. Auf den Eintrittsspalt « fallt Strahlung, die alle Wellenlangen 
enthalt, jedenfalls so viel, daB damit das Biischel f gefiillt werden 
kann. Fiir den zweiten Monochromator ist das aber nicht mehr der 

_ Fall. Die dort durch den Eingangsspalt f tretende Strahlung enthalt 
nur noch die Wellenlangen nach MaBgabe der Abb.1b und c. Jedem 
- Orte x, z. B. dem rechten Spaltrand B D in Abb. 1b, c und 4, ist, wie 


- wir schon wissen, ein Wellenbereich Se 22 fy Wess = zugeordnet. Jetzt 


wirkt sich die bereits erwahnte Zuordnung von Orts- und Wellenlangen- 
abhangigkeit der Strahlungsstarke tiber das schiefwinklige Koordinaten- 
system aus. Jeder Punkt kann also héchstens um den Winkel « aus- 
einandergefachert werden, wenn zunichst einmal der E/influB des 


1 Nachsatz bei der Korrektur: Herr Dr. G. Hansen teilte mir im AnschluB 

an meine Veréffentlichung in den Naturwissenschaften (Zitat 1 S. 427) brieflich 
mit, daB er auch Uberlegungen iiber die Wirksamkeit der Spalte von Doppelmono- 

_ chromatoren angestellt hat. Eine Ver6ffentlichung seinerseits liegt nicht vor. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 29 
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a bei der Behandlung der Streustrahlung zur 
' Zan__atp Sprache kommen. 
ee os Dy eigrg Abweichungen von diesen Uberlegungen 
Doppelmonochromators. sind durch die Abbildungsfehler? der Optik 
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Austrittsspaltes y auBer Betracht bleibt. Der zweite Monochromator = 
verhalt sich also wie ein Monochromator mit dem Eintrittsspalt 6 und a 
dem Austrittsspalt « (Abb. 4, II). Ein- und Austrittsspalt und damit 
Grundflache und Héhe des Parallelogramms sind also gegeniiber dem 
ersten Monochromator lediglich vertauscht?. 
Der Inhalt des Parallelogramms bleibt er-— 
halten. Fiir das Trapez sei besonders darauf 
_ hingewiesen, daB es die Hohe « hat, trotz- # 
dem das Parallelogramm II die Héhe f hat. — 
Das hangt damit zusammen, daB 6>« ist, — 
also nach Abb. 2 die kleinere Seite als H6he 
auftritt. Der Austrittsspalt y wiirde bei sau- 
berer Justierung — im besonderen eine 
Einstellung beider Monochromatorenaufdie 
gleiche Wellenlange A, — eine Wirkung wie | 
die beiden diinnen Linien in Abb. 4, II haben, 
die fiir y > « auBerhalb des Parallelogramms 
also ohne Wirkung verlaufen, fiir y=a mit | 
A'B’ bzw. D’C' zusammenfallen und fiir 
/ y <a die Rolle von « iibernehmen, also vi- | 
| \ gnettieren wiirden. Der gesamte Flachen- 
inhalt ware also « 6 fiir y =a und fy fir 
y<«a. Fiir die Praxis wird man mit y>a 
rechnen kénnen. Dieser Fall soll dem fol- 
genden daher immer zugrunde gelegt wer- 
den. Die Wirkung des Spaltes y ist also eine 
. recht unwesentliche, eine rein geometrische 
‘. im Gegensatz zu den Spalten « und fp. Die — 


—Q-. — 


des Monochromators zu erwarten. Diese 
werden sich besonders dahin auswirken, daB die Spalte 8 und y, um — 
einen bestimmten Spektralbereich hindurchzulassen, in Wahrheit breiter 
gewahlt werden miissen, als sie hier in idealisierter Weise angenommen 
wurden, So wird also dem Fall « = y in Wahrheit y >« entsprechen 
miissen, Versuche dieser Art sind vorgesehen. Besonders der Typ 


1 Diese einfache Vertauschung wird wesentlich erst durch die 4, 2-Darstellung 


erméglicht, bei der im Gegensatz zur FuBnote S.431 beide Koordinaten die gleiche — 
Dimension haben. 
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Wirksamkeit der. Spalte von Doppelmonochromatoren. 439 
des reinen Doppelmonochromators (Abb. 5c) (Hintereinanderschaltung 
von zwei nach CZERNY-TURNER! ungiinstigen Anordnungen, siche 
nachsten Abschnitt) wird wegen des schlechten Bildes auf dem Mittel- 
spalt sich nur wenig, der des Varioilluminators (Abb. 5d) (Hinterein- 
anderschaltung von zwei z-formigen Anordnungen) dagegen gut fiir 
die hier besprochenen Messungen eignen. 

Das bisher iiber den Spalt y Gesagte gilt je 
nur fiir den Varioilluminator. Fiir den reinen 
Doppelmonochromator miissen erst noch 


_zusatzliche Uberlegungen tiber die Dispersion = 
angestellt werden. 

Dispersion. Diese beiden eben genannten 
Arten von Doppelmonochromatoren unter- peli: 
scheiden sich in ihrer Dispersion. Wahrend 3 B 
beim reinen Doppelmonochromator die Dis- x 


persionen beider Monochromatoren sich ad- 
dieren (also gleichlaufig sind), subtrahieren > 

sie sich beim: Varioilluminator (sind also 

gegenlaufig). Die wellenlangenmaBige Dar- a tRane Xl ce 
stellung durch das Trapez der Abb. 4 bleibt 2b 

von dieser Unterscheidung unberiihrt, da x 

die Dispersion ja durch die Umrechnung der 
Spaltbreiten auf WellenlangenmaB absichtlich 


eliminiert worden war. Die ortsabhangige 4 
Darstellung ist dagegen stark von dem Typ le d 
des Monochromators abhangig, wie folgendes 

Beispiel zeigt. x 


Wir betrachten den speziellen Fall: B>«. — Abb. 5 a—d. Spektrumserstreckung 
: = Ss ‘ fiir verschiedene Monochromatoren, 
Das ist das Arbeiten, wie wir es mit einem pectrahtungsstarke am Fintritts. 


Spektrographen gewoéhnt sind. Wir erhalten _ spalt; b einfacher Monochromator; 
dann‘ein Spektrum, das praktisch nur aus © 7 WPihiimminater (aubteaktiv) 
einem Wellenlangenbereich der Lange f be- 
steht, also fast rein ist. Die HGhe des Parallelogramms ist nahezu Null. 
Schalten wir jetzt einen zweiten Monochromator additiv dahinter, so 
bleibt der Spektralbereich erhalten, da ja keine andere Strahlung 
vorhanden ist und die Bereiche sich nicht iiberlagern, « + B~f. 
Aber er wird in der Lange auf die doppelte Strecke auseinandergezogen. 
In Abb.5 sind diese Verhaltnisse in ortsabhangiger Darstellung 
zusammengestellt. Abb. 5a versinnbildlicht die zur Verfiigung stehende 
Strahlungsstarke durch eine Strecke der Lange a; Abb. 5b entspricht 
der Abb. 1c fiir einen Einfachmonochromator; die Abb. 5c und d stellen 


1 Czerny, M. u. A. F. TURNER: Z. Phys. 61, 793 (1930). 
29* 
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die entsprechenden Erweiterungen auf den Doppelmonochromator dar, 
nachdem die Strahlung den Spalt y verlassen hat. Wir wollen im 
folgenden die beiden Einzelmonochromatoren stets als gleich gebaut 
voraussetzen. Dabei gehért Abb. 5c zu dem eben besprochenen Fall 
des additiven Doppelmonochromators. Arbeitet der zweite Monochro- — 
mator dagegen nach Art eines Varioilluminators mit entgegengeschal- 
teter Dispersion, also so, daB am Austrittsspalt y das gesamte Spektrum 
der Breite 8 wieder zu einem Punkte zusammengezogen wird, so entartet — 
das Rechteck in eine Strecke (Abb. 5d). Der Spalt « wird in diesem — 
Falle einfach im Sinne der geometrischen Optik auf den Spalt y ab-— 
gebildet. 

Trotzdem in beiden Fallen der Wellenlangenbereich « +- # betragt, © 
hat am Austrittsspalt das Spektrum fiir den Varioilluminator eine — 
Erstreckung von: a + b—b =a; dasjenige fiir den additiven Doppel- 
monochromator dagegen von: a+ 6+ 6=a-+ 2b. Das riihrt davon 
her, daB die Zerlegung in den Bereich « nur einmal geschieht, da sie 
nach Abb. 4 erst im zweiten Monochromator vorgenommen wird. Die — 
Zerlegung nach f erfolgt dagegen bereits im ersten Monochromator 
und wird im zweiten entweder riickgangig gemacht oder verstarkt. 
Wenn wir oben die Wirkung des zweiten Monochromators als gleich- 
wertig mit einem solchen schilderten, der Strahlung des Wellenlangen- 
bereiches « empfangt, so ist das nicht ganz richtig gewesen, da die © 
Strahlung auBerdem bereits in den Bereich f aufgefachert ist. Fiir die 
Betrachtung des wellenlangenmaBigen DurchlaBbereiches ist das gleich- 
giltig, fiir die drtliche Erstreckung dagegen nicht. Daher kommt es, — 
daB entgegen dem auf S. 432 Gesagten im additiven Falle der 45°- — 
Strecke in Abb. 4, II ebenfalls eine Auseinanderfacherung entspricht. | 
Der Austrittsspalt muB also beim additiven Doppelmonochromator 
mindestens bis a + 26 gedffnet werden, damit alle den ersten Mono- — 
chromator verlassende Strahlung auch austritt, welchen Fall wir stets 
voraussetzen wollen. Fiir den Varioilluminator geniigt dagegen die 
Breite a bzw. a, von der wir im vorigen Abschnitte bei der Diskussion 
des Parallelogramms in Abb. 4, II gesprochen haben. Der Varioillumi- — 
nator ist der symmetrische Fall, der eine vollstandige Vertauschung — 
von Eingangs- und Austrittsspalt zula8t. Beim additiven Doppel-— 
monochromator ist fiir den dritten Spalt keine Zuordnung des Wellen- 
langenbereiches y = « +8 zu dem Ortsbereich c = a + 2b iiber die 
Dispersion méglich. 

Energie. Der Flacheninhalt des Trapezes der Abb. 4 stellt den 
Energieinhalt der Strahlung dar. Damit hangt es auch zusammen, 
da® sich fiir den Monochromator I und II die gleiche Durchlissigkeit « p 
ergeben hat, da im zweiten Monochromator nirgends mehr ein Energie- j 
verlust (im idealen Falle natiirlich) stattfindet. Die von der Licht- 
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quelle aus auftreffende Strahlung wird fiir den Varioilluminator beim 

-Austritt durch die Blende « oder y so begrenzt, als ob « oder y ein- 
fache Blenden im geometrisch optischen Sinne wiren. Eine von ihnen 
-wirkt also als Aperturblende. Fiar diesen Fall des Varioilluminators 
ist das selbstverstandlich, da Spalt « auf den Spalt y. geometrisch 
optisch abgebildet wird, allerdings unter zwischengeschalteter, aber 
riickgdngig gemachter spektraler Zerlegung. 

In den meisten Fallen wird ein Doppelmonochromator zu ener- 
-getischen Messungen Verwendung finden. Dann kommt es bei seiner 
_ Benutzung nur auf den Inhalt des Parallelogramms, also das Produkt « B 

an. Ob hinter- oder gegeneinandergeschaltete Dispersion verwendet 

wird, bleibt sich in diesem Zusammenhange! gleich. Der maximale 
_ Wellenlangenbereich wird durch « + 8 gegeben. Wegen der Symmetrie 
bleibt es gleichgiiltig, ob « oder 6 groB ist. Man kénnte héchstens 
verlangen, daB fiir festes « 8 der Wellenlangenbereich « + £ ein Mini- 
mum wird. Das ergibt dann sofort die Bedingung « = f (gleiche Spalt- 
breiten), nach der im allgemeinen ja auch gearbeitet wird?. 


Streulicht. Ist der Doppelmonochromator nicht sauber genug 
justiert in dem Sinne, daB der Spalt « nicht zentral auf den Spalt y 
abgebildet wird, dann wird der Spalt y gewissermaBen nicht voll aus- 
genutzt. In Abb. 4, II werden seine Schneiden also nicht symmetrisch 
zur Mittellinie, sondern unsymmetrisch liegen. Der Spalt y mu8 dann 
um das Ma dieser Unsymmetrie weiter aufgermacht werden als im 
Falle einer sauberen Justierung. 

Ein unniitz breiter Austrittsspalt wirkt sich aber schadlich bei der 
Streustrahlung aus, wie jetzt gezcigt werden soll. Der Zweck eines 
Doppelmonochromators besteht ja im wesentlichen in der Verringerung 
der Streustrahlung des Einfachmonochromators. Es soll daher das 
Verhalten der Streustrahlung bei verschiedenen Spaltbreiten betrachtet 
werden. Von der im ersten Monochromator gesamt vorhandenen Strah- 


co A 
lung «- f f(A) dd wird fiir jede Wellenlange ein gewisser Bruchteil @ (A) 
6 


als Streustrahlung durch die Spaltéffnung 6 in den zweiten Mono- 
chromator gelangen, wobei dieses 9(A) im allgemeinen stark von der 
- Wellenlainge 4 abhangen wird. Fiir die in f auftretende Streustrahlung 
ist es charakteristisch, daB sie genau wie in den anfangs behandelten 
Fallen eines einzelnen Monochromators alle Wellenlingen umfaBt. Die 
Durchlissigkeit des zweiten Monochromators kann also fiir regulare 
spektrale Zerlegung sofort zu By angegeben werden. Die Streustrahlung 


1 In bezug auf andere Gesichtspunkte ist es dagegen durchaus nicht gleich- 


giltig (s. S. 440). 
2 Fiir den Einfachmonochromator siehe hierzu auch FufSnote 2 auf S. 434. 
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_ Bestimmungen der spektralen Verteilung kann sie dagegen schadlich — 
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des ersten Monochromators «: f f(A) o(A) da wird demnach beim Ver- 
0 _ ; 


lassen des Doppelmonochromators durch regulare spektrale Zerlegung 
auf den Wert ; ; 
To a By f(A») 0 (Ag) (3) 


reduziert. Diese Verringerung ist als die eigentliche Wirkung des Doppel- 3 
monochromators anzusehen. Dabei ist es vielleicht bemerkenswert, daB — 
die Richtung der Wellenlangenabhangigkeit der Streustrahlung fiir den a 
Varioilluminator entgegen der der eigentlichen Strahlung verlauft. Berm 
hintereinandergeschalteten Doppelmonochromator verlaufen dagegen 
beide Richtungen gleichsinnig. Die Hauptwirksamkeit eines Doppel-— 
monochromators besteht also nochmals darin, daB von der gesamten 
Streustrahlung nur ein eng begrenzter Bereich hindurchgelassen wird. 
Da dieser Bereich aber mit der eingestellten Wellenlange A, zusammen- 
fallt, kann man diese Strahlung streng genommen nicht als Streu- — 
strahlung des Doppelmonochromators bezeichnen. Sie stért im allge- — 
meinen nicht bei spektralen Messungen, sondern bedeutet eine Verringe- — 
rung der Strahlungsverluste im Monochromator. Bei quantitativen 


‘ 


Sen 


sein, wenn diese Messung nicht als Relativmessung ausgefiihrt wird. 
Wie gleich noch ausfiihrlicher besprochen werden wird, bedingt aber — 
der Faktor y ein von dem Hauptteil der Strahlung abweichendes ~ 
Verhalten. Fiir enge Spalte 6 und y wird diese Streustrahlung klein. — 
Thr Relativanteil an der Gesamtstrahlung des Doppelmonochromators 
errechnet sich aus 

Ry apy F(A) 0 (Ao) 


~ a B f(A) 
ya(Ao), (4) 


ein Ausdruck, der auch anschaulich direkt verstandlich und einzusehen 
ist. In der Praxis wird man beim Varioilluminator mit einem festen 
Wert von y = « arbeiten. Der relative Anteil der Streuung bleibt dann. 
fiir alle Spaltbreiten f stets der gleiche, 


Als Streustrahlung des Doppelmonochromators im eigentlichen Sinne, _ 
die wegen falscher Wellenlingen durch einen selektiven Strahlungs- 
empfinger tiberbewertet werden kann, muB dagegen diejenige bezeich- 
net werden, die keine regulare spektrale Zerlegung sondern eine weitere — 
Streuung im zweiten Monochromator erfahren hat. Sie enthalt noch 
Strahlung aller Wellenlangen vom Betrage 


Zu 


| ay J f(a) o%(A) da. (5) 


aa 
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Ein | grdBenordnungsmaBiger Vergleich von (5) mit (3) ist SN 
durchzufithren, da im einen Falle die Verkleinerung durch den Faktor 0°, 
im anderen Falle durch den Fortfall der Integration gegeben ist. Im 


_ allgemeinen, falls nicht gerade extreme Bedingungen vorliegen, wird 


Ausdruck (5) jedoch recht klein und zu vernachlassigen sein. 
AuBer der betrachteten Streustrahlung kommt noch diejenige der 
eigentlich interessierenden Wellenlinge 4, im zweiten Monochromator 


in Betracht. Ihr Wert beim Verlassen des Doppelmonochromators 
 betragt R,, =aBy f(A) e(A)) und stimmt mit R, tiberein. Diese 


Strahlung kann genau wie oben ébenfalls nicht als etreusirahtune im 


eigentlichen Sinne aufgefaBt werden, sie enthalt ja bei kleinem « und - 
_ B die gleiche Wellenlange wie die eingestellte Strahlung. Ihr Austritt 


aus der Apparatur ist vielmehr erwiinscht, da sie ja andernfalls als 
Verlust in Erscheinung treten wiirde. Der Unterschied der zum gleichen 
Werte fiihrenden unechten Streustrahlungen Rk, und R,, besteht darin, 
da8 im eisten Falle zunachst Streuung und dant Zeiewe und im 
zweiten Falle zunachst Zerlegung und dann Streuung vor sich gehen. 
Wegen des kleineren Wertes von c ist der Varioilluminator gegeniiber 
dem additiven Falle in bezug auf alle Streustrahlung im Vorteil. 
Einen bequemen Uberblick iiber die Streustrahlung R, und R,, 
(Ry; bleibt auBer Betracht) erhalt man durch Betrachtung ihrer trapez- 
maBigen Darstellung. Dabei ist aber zu beachten, daB in allen Fallen 
von Streustrahlung die Monochromatoren als einfache gelten und da- 
mit der iibliche Zusammenhang zwischen Wellenlangenbereich und 
Dispersion seine volle Giiltigkeit hat. Im besonderen entspricht also 
dem Spalt c=a-+ 2b beim additiven Doppelmonochromator der 
Wellenkingenbereich y=a-+ 26 fir die Streustrahlung an Stelle von 


a+ fir die Hauptstrahlung. Die GréBen der aa sind die 


in Tabelle 1 aufgefiihrten. 

Trotzdem die Betrage von R, und R,, (Flacheninhalte der Trapeze) 
gleich sind, entstehen diese Werte doch auf ganz verschiedene Weise, 
wie sich aus den Gréfen der Tabelle ergibt. Dementsprechend verhalten 
sie sich bei einer VergréBerung des dritten Spaltes auch durchaus ver- 
schieden. R, wachst in seinem Wellenlangenbereich, die horizontalen 
iiaperstretken werden gréBer. R,, wachst dagegen in der Hohe und S 
bleibt natiirlich unverandert. Dié Minimalspaltweite des dritten Spaltes, 
die gerade den Gesamtbereich « + 6 der Hauptstrahlung durchlaBt, 
fiihrt zu den ebenfalls in der Tabelle angegebenen GréBen. Dabei ist 
besonders bemerkenswert, daB fiir den Varioilluminator alle Wellen- 
langenbereiche « + f betragen, daB also 3 Trapeze gleicher Bereiche 
addiert werden, deren Héhen fiir die beiden Streustrahlungen auch 
gleich sind. Es ergibt sich also wieder ein Trapez gleicher Art mit ledig- 
lich etwas vergroBerter Hohe. Im additiven Falle werden nur 2 Trapeze 
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Tabelle 1. Tvapeze der Stral ung 
Allgemeinfall 
ty 


horizon tale Strecken 


Hohe | Flache 


unten 
: 

additiv S a+p p-—«@ oO xB nicht 
Ry pty ¥—B | apo | xPyo | Seiten 

Ry atp | B-2 | ayo | aByo | Hohe 

subtraktiv Si a+p ) B-a | oa ap nicht 
Ry pry Boe dave | aByq | Seiten 

Ry aot+tB | Bra |} avo apyo H6éhe 


. gleicher Bereiche addiert, wahrend das dritte Trapez zu beiden Seiten” 
je um die Strecke # weiterreicht und seine kurze Strecke mit dem — 
Bereich % + fB zusammenfallt. Die Héhe von R,, betragt mehr als das 
Doppelte von R}. Das normale Trapez wird also etwas erhéht aufer in — 
der Hohe auch in den Seitenlinien und lauft ganz flach keilférmig aus, 
bis es auf beiden Seiten um die Strecke 6 verlangert ist. Im allgemeinen ~ 
wird 9 von der GréBenordnung 1/100 sein. : 

Wendet man das weiter unten (S. 446) geschilderte Verfahren der — 
Spaltvariation so an, daB bei festem « und # und natiirlich auch /(A)) © 
die Breite y standig vergréBert wird, so ist es méglich die Streufunk- _ 
tionen zu bestimmen. Wird die gemessene Strahlungsleistung als — 
Funktion von y dargestellt, so ist der Winkel der sich fiir geniigend © 
groBe y ergebenden Geraden gegen die Abszisse ein MaB fiir die Streu- 
strahlungen: 


B+ [f (Ao) (01 (Ao) + O2(Ao)) + Sf F(A) a1 (A) @2(A) dA). (6) 


Dabei ist die Streustrahlung in beiden Monochromatoren im allgemeinen _ 
Falle als verschieden angenommen worden. /(A9) selbst verhalt sich 
wegen des festen Trapezes «f auch als Kontinuum wie eine Linie, wird 
durch VergréBerung von y nicht veraéndert und spaltet daher bei dieser — 
Messung ab (siehe nachsten Abschnitt). Bei Wiederholung des Ver- 
fahrens fiir verschiedene Wellenlangen kann der gesamte Verlauf der 
Streufunktionen bestimmt werden, der natiirlich fiir die spektrale- 
Reinheit genau ebenso eine Giiteziffer des Apparates darstellt, wie 
die aus der Spaltvariation sich ergebende Linienbreite fiir die Giite | 
der optischen Abbildung. Streng genommen ist 9 nicht nur eine Funk- — 
tion von A, sondern hangt auch noch von Ay ab, so daB an Stelle von | 
0(A) o,,(A) zu verwenden ist, Eine Einzelbestimmung der verschiedenen 
Bestandteile diirfte auf Schwierigkeiten stoBen, vielleicht noch am — 
ehesten am einzelnen Monochromator so ausfiihrbar sein, daB mit 
reiner Linienstrahlung aus der geringen Steigung der Sattigungsgeraden 
(oberste Kurve in Abb. 6) auf 9, bzw. 0, geschlossen wird. 
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des Doppelmonochromators. 


a Spezialfall 


horizontale Strecken ; | 


Flache 


aaa 
| 
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unten oben 


nes a+ Bp ap 
@+2 a+ - 2 
a+2b at+B (cB 4 2B) 
a a+ Bp a B 
har x+B =e 
a a+B a* B 9 


Trennung von Linien und Kontinuum. 

Methode. Zweck der in Arbeit II angestellten Betrachtungen iiber 
die Wirksamkeit der Spalte eines einfachen Monochromators war die 
tiefere Begriindung eines vom Verfasser in Arbeit I angegebenen Ver- 
ahrens zur Trennung von linienhafter und kontinuierlicher Strahlung. 
Dasselbe gilt fiir den Doppelmonochromator. Die bisherigen Betrach- 
tungen sollen also dazu dienen, ein Verfahren zur Trennung von Linien 
und Kontinuum fiir den Doppelmonochromator anzugeben. Da sich 
nun fiir den Doppelmonochromator eine Durchlassigkeit ergeben hat, 
die sich von der fiir einen einfachen Monochromator nicht wesentlich 
unterscheidet, kann das dortige Verfahren direkt iibertragen werden. 
s sei daher hier kurz mit seinen wichtigsten Folgerungen angefiihrt. 
m zu dem MeBverfahren zu gelangen, wollen wir die Uberlagerung 
von Linien und Kontinuum im Austrittsspalt in ihrem gegenseitigen 
erhaltnis bei Anderung der Spaltweiten verfolgen. Multipliziert man 
die spektrale Verteilung von zunachst einmal reiner Linienstrahlung 
mit der Durchlassigkeit des Trapezes in Abb. 4, II, so erhalt man die 
trahlungsstarke der aus dem Doppelmonochromator austretenden 
Linienstrahlung. Wird nun der Flacheninhalt des Trapezes durch 
achsenlassen von « oder f vergréBert, so wachst die austretende 
Strahlungsstarke standig an, so lange die Differenz f—« noch nicht 
die Linie in ihrer gesamten Breite erfaBt hat. Ist das aber einmal ge- 
schehen, dann ist keine weitere Steigerung mehr mdglich und die 
Strahlungsstarke in ihrer Abhangigkeit von den Spaltbreiten kommt 
zu einem Sattigungswert, dessen Hohe ein MaB fiir die Strahlungsstarke 
der Linie darstellt (Abb. 6, oberste Kurve). Macht man zum anderen 
dasselbe mit rein kontinuierlicher Strahlung, fiir die nach dem friither 
Gesagten eine héchstens lineare Wellenlangenabhangigkeit zugelassen 
ist, so tritt diese Sattigung nicht mehr auf. Der Verlauf ist vielmehr 
streng linear (Abb. 6, unterste Kurve), und zwar auch im Falle « > f, 
vie aus den Ausfiihrungen von S. 433 hervorgeht. Die Steigung dieser 

Geraden stellt also ein MaB fiir die Strahlungsstarke des Kontinuums 
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dar. Wird nun eine Strahlung gemessen, bei der kontinuierliche und 
linienhafte Strahlung iiberlagert sind, so tritt eine Kombination beider 
Kurven nach dem Schema der mittleren Kurve in Abb. 6 auf. Von 
einer gewissen Spaltbreite an ist der Verlauf linear, so daB er einwand-, 
frei auf die Spaltweite 0 extrapoliert werden kann. In dem Ordinaten- 
abschnitt dieser Geraden bzw. ihrer Neigung gegen die Abszisse werd on 
dann einwandfreie, von den Spaltbreiten unabhangige Zahlenwerte fin 
die Bestrahlungsstérke von Linien und Kontinuum erhalten. Aus de: 
Gleichwertigkeit der beiden Spaltbreiten in dem Durchlassigkeits—_ 
faktor «f muB gefolgert werden, daB es prinzipiell gleichgiltig ist, 
welchen der Spalte, den 
Eingang oder Mittelspal 
man variiert. Fiir die Aus- a 
fiihrung bestehen allerdings 
doch gewisse praktische 
Unterschiede. Von « oder B 
wird der bequemer zu er- 
reichende Spalt gewahlt wer- 
den oder die Tatsache aus-~ 
Austritts -Spaltoreite schlaggebend sein, daB bei 
Abb. 6. Spektrale Strahlungsstarke als Funktion B wenigstens im Falle des 
der Spaltweite, Varioilluminators nur ein 
Spalt verandert zu werden 
braucht. Wiirde dort namlich ~ variiert, so mu8 mit y das gleiche ge- | 
schehen, so daB stets a<y bleibt. Auch in bezug auf die spektrale 
Reinheit sind « und f gleichwertig, wie sofort aus dem Wert « + f 
fiir den Wellenlangenbereich hervorgeht. 
Wahrend beim einfachen Monochromator das Streulicht bei der 
Messung sich zum Kontinuum schligt (Arbeit I) und dort im End- 
ergebnis! mit erscheint, ist es beim Doppelmonochromator etwas anders. 
Gema8 der Zweckbestimmung des Doppelmonochromators wird das 
Streulicht, wie bereits ausfiihrlich erértert, weitgehend bis auf den 
alle Wellenliangen enthaltenden Anteil Rj, reduziert, der in den meisten 
Fallen aber zu vernachlissigen ist. Allein dieser geringe Anteil schlagt 
sich also zum Kontinuum und vergré®ert den Winkel der Geraden— 
etwas. Nur fiir den Varioilluminator und die Variation von f ist dieser 
Zuwachs nach Gl. (5) linear, waihrend er fiir « wegen der Koppelung 
mit y und fiir den additiven Doppelmonochromator stets quadratisch 
geht, Fiir besonders genaue Messungen kann die Streustrahlung auch 
nach S. 444 fiir sich bestimmt und dann abgezogen werden. 
Verfahren. Der Verlauf einer praktischen Messung ergibt sich a 
wie folgt: Bezeichnet man die Spaltweite des Austrittsspaltes in mm 
‘1 Réssier, F.: Ann, Phys. V 34, 1 (4939). ? 


Efntri: sspaltbr breite 07mm 


celh see Linienstrabler 


Spektrale Strahlstarke (relativ) 
Se 


“it rage Be 


tig 
4 , 
Pkdien Che FPR Tied OG Sine ¢ 


it der Spalte von Doppelmonochromatoren, 
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be De icksaraies 


mit x (unser friiheres 6), die Strahlungsstairke am Austrittsspalt mit y, 


die lineare Dispersion in A/mm mit D, so lautet die Gleichung der 


Geraden: y=f$+9-D-x (der Zusammenhang zwischen x und B 
lautet: 6B = D-+x). In dem Abschnitt #, den diese Gerade auf der 
Ordinatenachse abschneidet und in der Steigung g der Geraden erhilt 
man dann Werte, die von der Spaltbreite unabhangig und daher nach 
dem Vorhergehenden fiir die Strahlungsstirke von Linie und Konti- 
nuum maBgeblich sind. 


. Bis auf eine Proportionalititskonstante stellen dann p bzw. q die 
Strahlungsstarke der Linie bzw. des Kontinuums dar. Um auch noch 
den Verlauf des Kontinuums zwischen den einzelnen Linien festzulegen, 
mi8t man die Strahlungsstarke desselben bei festem Ein- und Austritts- 
spalt, beriicksichtigt die Dispersion und schlieBt die so erhaltene Kurve 
durch die oben bestimmten Werte von # und g an die Linie an. Diese 
Werte in ihrer Gesamtheit ergeben dann bereits die gesuchte spektrale 
Energieverteilung in relativem MaBe. Die Absolutwerte werden durch 
Mitberiicksichtigung der Materialdurchlassigkeit (auBer der hier be- 
trachteten Spaltdurchlassigkeit) erhalten (Arbeit IV). 

In Fallen, wo die Entladung nicht iiber langere Zeit konstant 
brennt, kann man die Messung auch so ausfiihren, da8 man sdmtliche 
Linien und das Kontinuum mit festem Ein- und Austrittsspalt durch- 
miBt. Um nun den gegenseitigen AnschluB beider Wertereihen zu haben: 
und zu wissen, um wieviel der Ausschlag fiir die Linien wegen des 

_dariibergelagerten Kontinuums erniedrigt werden muB, bestimmt man 
nachtraglich fiir jede Linie die Kurve ihrer Spaltweitenabhangigkeit. 


Bei dieser Messung kann die Lampe ihre ‘Strahlungsstarke ruhig in- — 


zwischen gedndert haben. Das Verhaltnis #:q und das gleich noch zu 
besprechende «/v werden davon nicht beriihrt. Es ist namlich ein fiir 
die untersuchte Strahlungsquelle und die betreffende Wellenlange 
charakteristischer Wert. Dem verwendeten festen Austrittsspalt der 
ersten Messung entspricht der Ordinatenwert v der Kurve (Spaltbreite 
0,2 mm als Beispiel in Abb. 6). Dann gibt w/v das Verhdltnis an, um 
das der gemessene Ausschlag wegen des der Linie tiberlagerten Konti- 
nuums reduziert werden mu8, um den wahren Wert p = u der Strah- 
lungsstarke der Linie zu ergeben. Der zugehérige Wert der konti- 
nuierlichen Strahlung ergibt sich dann sofort aus dem Verhiltnis p:q. 


Wegen der praktischen Durchfiihrung eines Beispiels und wegen der 
bei den Messungen walten zu lassenden Vorsicht mu8 auf die Original- 
arbeit I verwiesen werden. AuBerdem wurde dort auch die Einwand- 
freiheit des MeBverfahrens mittels anderer Meth oden kontrolliert. 


Darstellung. Bereits die sich um eine Lange unterscheidenden 
Dimensionen der GréBen p und gq zeigen, daB es nicht ohne weiteres 
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moglich ist, Linien und Kontinuum in einer Abbildung gi 


Strahlung von Bedeutung ist, als vielmehr die Strahlungsstarke in der 
Umgebung einer gewissen Wellenlange. Wir werden diesen Bereich 
zweckmabig auf ein bestimmtes MaB, z. B. fiir das Sichtbare und die 
benachbarten Spektralbereiche auf die Breite von 1 A beschranken. 
Die kontinuierliche Strahlung wird dann also gemessen in Strahlungs- 
starke je A, oder dimensionsmaBig in [Watt/cm?) je A, d. h. [Watt/cm’}]. 
Die Linienstrahlung ist dagegen unabhangig von dem gewahlten Wellen- 
langenbereich, sofern dieser nur breit genug gewahlt worden ist. Die 
Linienstrahlung wird daher als Strahlungsstarke gemessen, ihre Dimen- 
sion betragt damit [Watt/cm?). 


Wollen wir nun eine gemeinsame Darstellung von Linie und Kon-_ 


tinuum erméglichen, so schreiben wir am zweckmaBigsten der Ordinate 
die Dimension [Watt/cm?] zu. Dann laBt sich die Verteilung des Kon- 


tinuums als Kurve darstellen. Die Linien mit der Dimension [Watt/cm?] | 


miissen dagegen als Flachen gezeichnet werden, wobei die gesamte 
Flache an der Stelle der Linienwellenlange lokalisiert gedacht werden 
muB8. Eine solche Darstellung der Linien als Flachen entspricht am 
ehesten den physikalischen Gegebenheiten, da eine Linie wegen ihrer 
Breite eben als, wenn auch nur sehr schmales, Kontinuum aufzufassen 
ist, und wir bei Angabe von Energiewerten diesen Flacheninhalt meinen. 
Die fir die Abbildung gewahlte Breite der Flache der Linien ist dann 
nur eine Frage der tibersichtlichen Darstellbarkeit und hat mit physi- 
kalischen Eigenschaften nichts gemein. Wegen bildlicher Darstellungen 
mu auf Arbeit I verwiesen werden. 


Messung. Bei der Ausfiihrung von Messungen an Gemischtstrahlern 
und gegebenenfalls auch Eichungen mit solchen ist es notwendig zu 
beriicksichtigen, wie sich Linien und Kontinuum am Austrittsspalt 
uberlagern und welche Linien von den Spalten erfaBt werden. Wir 
erweitern daher unsere Uberlegungen und schlieBen sie an die bis- 
herigen Betrachtungen und besonders das Trapez der Abb. 4 und die 
Gleichung der Geraden in Abb. 6 an. Es ergeben sich aus diesen ohne 
weiteres die folgenden Vorschriften fiir die Spaltweiten, die zur Er- 
zielung einwandfreier Ergebnisse eingehalten werden miissen und hier 
nur kurz zusammengestellt seien (Genaueres in Arbeit II). 


A. Der Austrittsspalt muB so breit gemacht werden, daB die kiirzere 
Trapezseite |8—«| die Linie in ihrer gesamten Breite erfaBt, also die 
ideale Durchlassigkeit des Monochromators fiir Linien zu 1 bzw. « 
wird, Zugleich muB man sich dariiber klar werden, wie weit einzelne 
Linien fiir die gewahlten Spaltweiten zusammenfallen, und ob man sie 


emeinsam 
- darzustellen. Es ist vielmehr so, daB bei der Kontinuumsstrahlung 
nicht so sehr der iiber alle Wellenlangen summierte Wert der gesamten — 
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dann gegebenenfalls besser mittels breiteren Austrittsspaltes gemeinsam 
miBt. Die GroBe « + 6 gibt an, wieweit 2 Linien noch getrennt von- 
einander gemessen werden kénnen. Solange namlich der Wellenlangen- 
unterschied zweier Linien gréBer als x + £ ist, fallen sie nicht zugleich 
in das Trapez der Monochromatordurchlissigkeit ; sie werden getrennt 
gemessen. Gegebenenfalls miissen bei einer Liniengruppe noch die 
Linienbreiten beriicksichtigt werden, d.h. die Wellenlaingendifferenz 
mu um die halbe Summe der fiir beide Wellenlingen geltenden Breiten 
im Falle 6 —« vermehrt, im Falle B + « vermindert werden. 

B. Fiir die schwacheren Linien mu8 das Kontinuum beim Eichen 
mitberiicksichtigt werden. Es muB8 also als Eichwert die GréBe 
y=p+ q:D-x verwendet werden. Geschieht das, so kénnen reine 
Linien- sowohl wie reine Kontinuumsstrahlung, ebenso wie beide 
gemeinsam zur Eichung verwendet werden. 


Im Zusammenhang mit Vorschrift A sei noch darauf hingewiesen, 
wie man fiir die Linien des Gemischtstrahlers die ungefahren Werte 
der geometrischen Linienbreite bestimmt. Diese Werte werden aus 
den mittleren Kurven nach dem Schema der Abb. 6 gewonnen. Aus der 
kleinsten Spaltbreite, fiir die Kurven und extrapolierte Gerade sich 
gerade beriihren, wird der Bereich 4/ der Breite B—« berechnet, der 
dann fiir die betreffende Lampe und eventuell Monochromator eine 
reine Eigenschaft von Linie bzw. Liniengruppe ist. In die Zahlenwerte 
geht unter Umstanden die Giite der optischen Abbildung des Monochro- 
mators ein (siehe auch S. 439 u. 446). Die Gré8en haben nur meB- 
technische Bedeutung, ohne da man daraus Aussagen tiber die ato- 
mistische Verbreiterung der Linie machen k6nnte. Das erhellt sofort 
daraus, daB eine unsymmetrische Verbreiterung eine groBe Wellen- 
langenbreite vortaéuscht. Auf die ausfiihrliche Durchrechnung eines 
Beispiels und auf die Angaben von Linienbreiten fiir das UV-Normal? 
muB an dieser Stelle verzichtet werden. Es sei dazu auf die Arbeit II 
verwiesen. 


PAsCHEN-RUNGE-Formel. Bereits fiir den einfachen Monochromator 
hatten wir die Ubereinstimmung der PascHEN-RuNGEschen Formel 
(a.a. ©.) mit unseren geometrischen Uberlegungen festgestellt. Wir 
kénnen also ohne weiteres deren Ergebnisse auch auf den Doppel- 
monochromator iibertragen. Wie bereits ausgefiihrt, bietet das PASCHEN- 
Runcesche Verfahren erst dann einen Vorteil, wenn die zweiten und 
hodheren Abteilungen von /(A) ungleich 0 sind. In den meisten Fallen 
wird dann eine Trennung von Linie und Kontinuum wegen der starken 
Abhangigkeit des /(#) von A nicht mehr sinnvoll sein. Das Verfahren 
der Spaltvariation wird hier weder benétigt, noch ware es anwendbar. 


1 Krerrt, H., F. ROssrer u. A. RUTTENAUER: Z. techn. Phys. 18, 20 (1937). 
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Aus der gefundenen spektralen Verteilung lieBe sich eine solche eeu 
falls bendtigt, geometrisch durch Flachenausmessung vornehmen. 

Der Ausdruck 2 von S. 435 ist véllig symmetrisch in beiden Spalten. 
Wir kénnen daher auch fiir den Doppelmonochromator diese Formel 
direkt verwenden. Im speziellen wahlen wir nach den Ausfihrungen 
von S. 441 « =, da bei der Untersuchung des spektralen Verlaufes 
eine méglichst groBe Reinheit angestrebt werden muB, und diese Fest- 
setzung die Rechnung erheblich vereinfacht. 


S (Ag) = 0 f (Ap) + fe) + AMA) too (7) 


Aus dem beobachteten S(A) soll f(A) gefunden werden. Die Gl. (7) 
muB also nach /(A) aufgelést werden. Dafiir hat RUNGE ein numerisches 
Verfahren (a.a.O.) angegeben und kommt zu folgendem Ausdruck 


fiir f (Ap): 
a? f (Ao) = S (Ao) — 354 S (Aa) + 5544S (Aq) —***- (8) 


Dabei stellen AS(A,) die Differenzenquotienten 


‘A? S (Ag) = S (Ag + a) + S (Ag — a) — 2S (Ap) 
A* S(A,) = A? S (Ag + a) + A® S (Ap —ax) — 2A? S (Ap) 


dar, die der gemessenen Kurve direkt entnommen werden kénnen. 


Die Bedeutung von pale ist dabei eine anschauliche, indem es 


gleich der Ordinatendifferenz zwischen der zu den Kurvenpunkten A, + « 
und A,—« gehdrigen Sehne und der Kurve an der Stelle A, ist. 


So ist auBer der angestrebten Erweiterung der Betrachtungen iiber 
die Wirksamkeit von Spalten auf den Doppelmonochromator zugleich 
die geometrische mit der arithmetischen Auffassung von PASCHEN und 
RUNGE verglichen und auBerdem der Ubergang zu dem vAN CITTERT- 
schen Fall der Beugung an engen Spalten angedeutet worden, so daB 
dadurch eine Abrundung des gesamten Fragenkomplexes erzielt werden 
konnte,. 


Diese Arbeit stellt eine direkte Fortsetzung mehrerer vor dem 
Kriege in der Studiengesellschaft fiir elektrische Beleuchtung Berlin 
angefertigter Arbeiten tiber den EinfluB von Spalten dar. Herrn Dr. 
H. Krerrr sei Dank ausgesprochen fiir die Férderung dieser Arbeit. 
Infolge Wehrdienstes des Verfassers geschah die Abfassung der Arbeit 
wahrend seiner Zugehérigkeit zum Marineobservatorium. 


Der Einflu8 von Thalliumspuren 
‘auf den Selengleichrichter. 


Von 
Kurt LEHOVEC. 
Mit 1 Textabbildung. 
(Eingegangen am 6. April 1947.) 


Thalliumspuren in der Sperrschicht des Selengleichrichters bewirken 
ine Erhéhung der Sperrfahigkeit, Abkiirzung der Formierzeit, aber 
uch verstirkte Alterung. 


Thallium diffundiert bei Temperaturen, die dicht unter dem Selen- 
chmelzpunkt liegen (etwa 216° C), mit betrachtlicher Geschwindigkeit 
m hexagonalen, mikrokristallinen Selen!. Bei Raumtemperatur liegt der 

iderstand der Schicht mit einem Tl-Gehalt von 10-4 bis 10-5 (Atome 

je Atom Se) weit hdher als derjenige von reinem Selen. Der Wider- 
ttand der Schichten mit héherem Tl-Gehalt kann durch geeignete Ab- 
iihlung niedrig gehalten werden, so daB im Innern des Selens eine 
inne Schicht hohen Widerstands erzeugt werden kann, die fiir den 
sesamtwiderstand mafSgebend ist. Der Widerstand erweist sich als 
spannungsabhangig und nimmt bei standigem Anlegen einer Gleich- 
spannung langsam zu. 

Es ist bekannt, daB das Cu,O in der Sperrschicht des Kupferoxydul- 
sleichrichters bei st6échiometrischer Zusammensetzung einen besonders 
hohen Widerstand besitzt und manche Autoren sehen in der starken 
Verminderung der Stérstellenkonzentration gegentiber dem Halb- 
leiterinnern geradezu die Voraussetzung der Gleichrichterwirkung. 
Beim Selen ist bisher nichts iiber eine Verminderung der Stérstellen- 
dichte in der Sperrschicht bekannt geworden. Nach W. ScHoTrKy? 
st eine solche zwar nicht notwendig fiir die Sperrwirkung erforderlich, 
n jedoch unter Umstanden zu einer Verbesserung der Gleichrichtung 


ihren. 

_ Wir haben versucht, die Selenschicht eines Selensperrschichtgleich- 

ichters im Bereich der Sperrschicht durch Tl-Einlagerung hochohmig 
machen und dadurch die elektrischen Eigenschaften des Gleich- 


_ 1 Guppen, B. u. K. Lenovec: Z. Naturforsch. 1, 508 (1946). 
2 ScHotrKy, W.: Z Phys. 3, 367 (1939). 
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richters zu verbessern. Hiezu geniigen bereits iiberraschend gering 
Spuren wie aus dem folgenden Versuch hervorgeht: 


Die Selenschicht eines bis auf die Sperrelektrode fertigen Gleick 1- 
richterscheibe wird durch 5 Min. bei 216° neben einem Tl-Blech ge- 
lagert. Danach werden auf verschiedenen Stellen der, Selenoberflach e 
Elektroden (eutektische Cd-Bi-Sn-Legierung) aufgespritzt. Die Stréme 
der so erhaltenen Teilgleichrichter bei 4 V Gleichspannung in Sperr- 
richtung sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 

Die Unterschiede in den 


Tabelle 1. Elektyodenfliche je 7 mm?. elektrischen Eigenschaf en 

apneic wala sind im Hinblick auf den 

Parhagne Vere seo Einsatzwert Sattigungsdampfdruck von 

ai nur etwa 10-! Torr (aus 

5 | 6 der Dampfdruckkurve bei 

10 11 hdheren Temperaturen ex- 

sh , jn trapoliert) so verbliiffend, 

30 1300 daB man an die Ausnutzung 

Unbehandelte Se-Schicht 5000 des Effekts zum Nachweis 

Ot ae | geringster Tl-Spuren 4 i 
ken kénnte! 

Durch entsprechende Tl-Behandlung der Selenoberflache wird der 

Sperrwiderstand nicht nur bei 4 V, sondern auch bei weit hdheren 


Sperrspannungen bedeutend erhéht. Daher ist es leicht méglich, an 
solche Gleichrichterscheiben Sperrspannungen von 40 V_ anzulegen 
gegeniiber nur 20 V bei nicht mit Tl behandelten Scheiben. Es we 
sogar moglich, 100 V mit einer Scheibe gleichzurichten, wobei jedoch 
eine entsprechende Erhdhung des FluBwiderstandes und insbesonder 
der Schleusenspannung! in Kauf genommen werden muBte. 


Die Selengleichrichterscheibe der iiblichen Herstellung wird nacl 
Aufbringen der Sperrelektrode ,,formiert‘', d.h. es wird durch langer 
Zeit (GréBenordnung Stunden) eine Sperrspannung angelegt, wodurch 
sich der Sperrwiderstand betrachtlich erhéht. Bei Gleichrichterscheiben 
deren Oberfliche mit Tl-Dampf behandelt wurde, ist die Dauer der 
Formierung auf wenige Minuten herabgesetzt. 


Neben dem giinstigen Einflu8 des Tl auf die Sperreigenschafter 
des Gleichrichters besteht leider auch ein ungiinstiger EinfluB8 auf die 
Haltbarkeit: Mit wachsender Betriebsdauer nimmt der Widerstand it 
FluBrichtung standig zu: Der Gleichrichter ,,altert‘‘. 


' Die Schleusenspannung ist die Spannung, bei welcher die Verlangerung dei 
fiir héhere Spannungen in FluBrichtung (anndhernd) linearen Stromspannungs: 
kennlinie die Spannungsachse schneidet. 
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Die drei durch Tl-Einlagerung bewirkten Haupteffekte — Erhéhung 
a) der Sperrfahigkeit, b) der Formiergeschwindigkeit und c) der Alte- 
rung — deuten wir folgendermagen: 


a) Nach der Theorie von W. Scuorrky iiber Sperrschichtgleich- 
richter* wiirden eingelagerte Kationen (z.B. TI'*') bei Defekthalb- 
leitern wie Selen die negative Raumladung der Sperrschicht vermindern. 
Dadurch wiirde die Sperrschichtdicke erhéht, die Randfeldstirke herab- 
gesetzt und der Widerstand der Sperrschicht vergréBert. Auch. die 
bei hoheren Sperrspannungen vielleicht maBgebende ,,PaBleitfaihigkeit <2 
wiirde durch Verminderung der dissozierten Stirstellen herabgedriickt. 

Die Erhéhung der Sperrschichtdicke konnten wir durch Schein- 
widerstandsmessungen direkt nachweisen (Verminderung der Kapazitat). 
Bei einer Stérstellenkonzentration von 10* cm~* ware zur Verminderung 
der Raumladung in der Sperrschicht schon eine Tl-Konzentration von 
10-® Atome Tl je Se ausreichend. Fiir eine Sperrschicht der Dicke 
10->cm wiirden also etwa 101° g/cm? Tl geniigen. Dadurch wird der 
Einflu8 geringster Tl-Spuren verstandlich. 


b) Der Vorgang des Formierens ist bei Tl-behandelten Proben 
unseres Erachtens nach folgendermafien zu deuten: 

Fast der gesamte Sperrstrom verlauft iiber einzelne Stellen der 
Sperrschicht, an welchen extrem hohe Feldstarken infolge von Uneben- 
heiten der Elektrode oder gréBeren Strukturunterschieden in der 
Selenschicht (Stdrstellenanhaufungen, Korngrenzen usw.) vorliegen. 
Ist der Stromtransport iiber eine derartige Stelle geniigend hoch, so 
wird die Schicht in diesem Bereich durch die Stromwarme zerstért 
und die Stelle ist ausgeschaltet. Ein sprungweiser Riickgang des Sperr- 
stroms, haufig verbunden mit Fiinkchen an der Gleichrichteroberflache, 
ist eine beim Formieren haufig beobachtete Erscheinung. Schwieriger 
zu beseitigen sind die Stellen, deren Stromwadrme zum ,,Durchbrennen“ 
nicht ausreicht. An diesen Stellen erhéhter Temperatur wird das 
Thallium, durch das elektrische Feld unterstiitzt, einwandern und den 
Widerstand derart erhdhen, daB die Stelle fiir den weiteren Stromtrans- 
port mehr oder weniger gesperrt wird. 

Daneben kénnen selbstverstandlich noch andere, vom Tl unabhangige 
Vorginge, wie z. B. Verschiebungen von Stérstellen in der Sperrschicht ® 
wirksam sein. 

c) Durch zu lange Behandlung in Tl-Dampf oder durch dauernde 
Erwarmung beim Betrieb oder bei langfristiger Lagerung kann das 


1 ScHotrKy, W.: Z. Phys. 3, 367 (1939). 

2 ScnottrKy, W.: Z. Phys. 118, 539 (1942). au 

3 Auf diese Vorgange haben F. Rosr und H. Scumipr hingewiesen (Z. Natur- 
forsch. 2a, 226 [1947]). 
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Tl an der Gesamtflache weiter in das Seleninnere vordringen und so 
schlieBlich zu einer Erhéhung des Flu8widerstands fihren. 

Ist z. B. der Selenwiderstand in einer 10-* cm dicken Schicht durch 
Tl-Einlagerung auf etwa 107Qcm erhoht ?, so entspricht dies im elektrisch 
neutralen Zustand einem Widerstand von etwa 100Q je cm?. Das ist 
etwa das Zehnfache des Widerstands nicht mit Tl behandelter Scheiben 
bei 2 V Flu8spannung. Durch Uberschwemmungseffekte von den an- 
grenzenden besser leitenden Selenschichten her kann dieser Wert zwar 


Stirstellendichte 


7 2 3 
Abstand von der Elektrode [10~*cm] 


Abb. 1. 


erniedrigt werden, dafiir tritt jedoch eine Erhodhung der Schleusen- 
spannung ein. Es laBt sich berechnen, daB Leitfahigkeitsverminderung 
von Schichtdicken tiber 10-*cm immer zu untragbaren Erhdéhungen 
des FluBwiderstands fiihrt. An einer extrem gealterten Gleichrichter- 
scheibe haben wir in der Tat nach einer von W. SCHOTTKY angegebenen 
Methode? eine Raumladungsverteilung ermittelt (Abb. 1), die in einem 
Bereich bis zu 2 - 10-*cm eine deutliche Verminderung aufweist. 

Bei technischen Selengleichrichtern werden geringe Tl-Mengen dem 
Sperrelektrodenmetall zugesetzt. Der Vorteil einer direkten Behandlung 
der Selenoberflache mit Tl besteht darin, daB die gesamte Tl-Menge 
sogleich in der Sperrschicht zur Wirkung kommt. 

Fine bedeutende Erhéhung der Sperrwirkung haben wir auch dur¢h 
andersartige Oberflachenbehandlungen erzielt, iiber die wir getrennt 
berichten werden. Die vorliegende Untersuchung wurde im Jahre 1944 
am physikalischen Institut der Universitat Prag im Auftrage der Siid- 
deutschen Apparatefabrik, Niirnberg, durchgefiihrt. 


1 LEHOVEG, K.: Z. Phys. 124, 278 (1948). 
* ScHotrky, W.: Z. Phys. 118, 539 (1942). 
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ie des Ho***-Ions in festen Salzen. ity = 
(Mit einem Nachtrag iiber das Spektrum 2 
des festen Er-Sulfats.) ‘9 Vile 
ies 
Von ® ae 
Rl 
Hans SEVERIN, Gottingen. . 
£S + me ee é 
Mit 13 Textabbildungen. es es ae 
as (Eingegangen am 19. Juli 1947.) : . feo, 2 
Das Absorptionsspektrum des Ho,(SO,),-8H,O wird erneut vermessen. Am oe 7% 
_optisch einachsigen Ho(C,H,SO,);-9H,O wird der Strahlungscharakter der iy 
Linien bestimmt, die samtlich elektrische Dipolstrahlung absorbieren. Die Kopp- zs va es 
2 _ lung zwischen 4f-Elektronen und Kristallgitter ist geringer als beim Er, eer: 
1. Evnleitung. “ Be 
_ Das Raeeiee sickens des Ho***-Ions in festen Salzen ist bis “i Way 
_ jetzt nur fiir das Oktohydrosulfat durch Untersuchungen von GoB- Bc 
_ RECHT? im Ultraroten (11900 —7400 A) und von MEEHAN und NutTTING 2 ty 
im sichtbaren und ultravioletten Spektralgebiet (6400—3850A) be- a 
kannt. Die von MEEHAN und NvuTTING an sehr unreinen Substanzen ie 
-gewonnenen Spektren erwiesen sich im Fall des Dy- und Er-Okto- oogae 
-hydrosulfates nach neueren Arbeiten von Rosa* und SEVERIN‘ tat- i ; 
_ sachlich als nicht zuverlassig. Es lag daher nahe, auch das Spektrum = 
_ des Ho-Salzes, fiir das in der Arbeit von MEEHAN und NutTInG? zudem a 
nur die intensivsten Linien angegeben werden, erneut zu untersuchen; Ae eat 
_ dabei zeigte sich, da8 MEEHAN und Nuttinc dem Ho zwar keine Dy- aoe 
_ bzw. Er-Linien zuordnen, da8 jedoch eine Reihe zum Teil sehr intensiver aoa 
Ho-Linien fehlen, die von den Verfassern falschlicherweise im Dy- oder \- Se 
ba * . x a 
-Er-Spektrum mit angefiihrt werden. ‘Gang 
Neben dieser Richtigstellung werden in der vorliegenden Arbeit a ¥ 
die Strahlungsfelder des Ho***-Ions im hexagonalen Ho- -Athylsulfat- a 
_ kristall aufgenommen. 4 
=e ee : ieee |, 
2 Gosrecut, H.: Ann. Phys., ire (5) 28, 637 (1937). ari 
2 Mrenan, E. J. u. G. C. Nuttin: J. chem. Phys. 7, 1002 (1939). Verfasser + 2a 
-untersuchen die Spektren von Dy-, Er-, Ho- und Tu-Oktohydrosulfat. “7 ae 
~ 8 Rosa, A.: Ann. Phys., Lpz. (5) 43, 162 (1943). “aa ame 
- 4 Severin, H.: Ann. Phys., Lpz. (6) 1947, 41. je : 
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An Hand der von HELLWEGE! angegebenen Kriterien der mittleren 
Kristallfeldaufspaltung, der Linienbreite und der Intensitat von 
Schwingungsiiberlagerungslinien wird versucht, ein MaB fir die W echsel- 
wirkung zwischen den 4 f#-Termen des Ho***-Ions und dem Kristallgitter 
zu erhalten. 

AbscblieBend wird in Erganzung zu einer Arbeit von GOBRECHT 
und TomascuEK® der analytische Nachweis von Dy, Ho und Er durch 
das sichtbare Absorptionsspektrum der festen Salze besprochen. 


2. Experimentelles. 


Nach Untersuchungen von PRANDTL und SCHEINER® tiberdecken 
sich die Absorptionen der Dy***-, Ho***- und Er***-Ionen derart 


ie i = 
=z Ss 
8 s 
Dy ~ 
66. SSS 
t — = 
Ss K S <a 
ZS S$ 8 al. 
He * Se, = 84° 
2 23 = 
67 ' : 
RS ~ = = 
tn NS =a : ss . 
¢ 8588 —6363 5 Po  05R0 “$4.38 8225-1302 
S 8 i — 
a—Be % 
fe se 
68 = 
is §700—6459 
S 
is 


8 EE 


Abb. 1. Die Absorptionsbanden von Dy-, Ho-, Er-Chlorid in wa8riger,Lésung nach PRanpti und ScHEINER®. 


haufig (Abb. 1), daB eine Trennung bei stark verunreinigten Substanzen 
nicht ohne Schwierigkeiten und Unsicherheiten méglich erscheint, wie 
auch die Arbeit von MEEHAN und NuttTinc* beweist. Es wurde daher 
von vorneherein auf méglichst reine Praparate groBer Wert gelegt. 
Im Institut waren 50 mg von Professor PRANDTL hergestelltes Ho,(SO,)s - 
8 H,O f vorhanden, in welchem Spuren von Dy festgestellt werden konn- 
ten. 4g Ho,O, ff wurden freundlicherweise von der Auer-Gesellschaft 
als Leihgabe zur Verfiigung gestellt. Aus 0,7 g Oxyd wurde zuniachst 
polykristallines Ho,(SO,), +8 H,O dargestellt, das nach seiner Unter- 
suchung zu Ho (C,H;SO,4); - 9 H,O ttt weiterverarbeitet wurde. Von 


1 HELLWEGE, K.H.: Ann. Phys., Lpz. (5) 40, 528 (1941). 
* Gosprecut, H. u. R. TomascHeK: Ann. Phys., Lpz. (5) 29, 324 (1937). 


® PRANDTL, W. u. K. ScHEINER: Z. anorg. Chem. 220, 107 (1934). 
4 Mrruan, E. J.u. G.C. Nurrine: a.a. O. 
t+ Monoklines Kristallsystem. 


tt 96%ig, 3% Dysprosiumoxyd, 1% Yttriumoxyd nach einer Analyse von 
Herrn Dr, Fert, 


ttt Hexagonales Kristallsystem. 
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Abb. 2a—d. Liniengrupper G und H des Ho,(SO,),;-8H,O. a Kleine Schichtdicke; d gréBere Schicht- 
dicke; b u.c wellenlangengerecht verglichen mit Gruppe D des Dy,(SO,), - 8H.O (vgl. A. Rosa a. a. O.. 
S. 169, Abb. 2). 
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Abb. 3a—c. a Gruppe I des Ho,(SO,);-8H,0; b Gruppe E des Dy,(SO,)3* 8H,O; c Gruppe Hides 
Er,(SO,)3 + 8H,0. 
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letzterem wurden auch groBere Einkristalle aus konzentrierter Losung 
gezogen. 

Die sich den Ho-Gruppen G, H und I? stérend iiberlagernden Dy- 
Linien (s. Abb. 2 und 3) konnten auf Grund ihrer geringen Intensitat 
durch Vergleich mit Dy-Aufnahmen von Rosa ohne Schwierigkeiten 
erkannt und ausgeschieden werden. 

Es wurden Aufnahmen an Vielkristallschichten und an Einkristallen 
gemacht. Die Schichtdicke der Konglomerate variierte zwischen 10 mm 
bei kleinen Kristillchen von etwa 1 mm# bis zu diinnstem zwischen zwei 
mattierten Glasplattchen zerriebenem Kristallpulver. 

Fiir den gro&ten Teil der Aufnahmen wurde ein Dreiprismenspektro- 
graph von Zei8 mit Autokollimationkamera (/ = 130cm) benutzt. 
(Mittlere Dispersion bei 6500 A:13 A/mm, bei 4500 A:3 A/mm.) Die 
Aufnahmetechnik war dieselbe wie bei friiheren Arbeiten®. 

Die mehrfache Ausmessung der Platten erfolgte gegen ein als Ver- 
gleichspektrum dienendes Eisenbogenspektrum mit einem MeSmikro- 
skop von ZeiB. Fiir die scharfsten Linien liegt die damit erzielte Ge- 
nauigkeitsgrenze bei + 2cmq!, bei den schwachen schwerer einmeb- 
baren Linien bei + 4 cm™! und bei den als diffus bezeichneten Linien 
bei + 7 cm}. 


3. Experimentelle Ergebnisse. 


Die MeBergebnisse sind in den folgenden Tabellen zusammengestellt: 


Tabelle 1 enthalt die aus Vielkristallaufnahmen gewonnenen Ab- 
sorptionslinien des Ho,(SO,4),;*8 H,O. Die geschatzte relative Inten- 
sitat wird in 5 Stufen angegeben durch ss sehr stark, s stark, m mittel, 
w schwach, ww sehr schwach; ferner bedeuten di diffus, br breit, ba 
Bande. 

Tabelle 2 gibt neben den Ausmessungen der Vielkristallaufnahmen 
von Ho(CygH;SO4)3-9 HzO den aus Untersuchungen an Einkristallen 
folgenden Strahlungscharakter der einzelnen Linien an. Die Zeichen 
der letzten Spalte beziehen sich auf deren Polarisationszustand und 
werden auf S. 470 erlautert. 

In Tabelle 3 werden in Erginzung einer fritheren Arbeit® die Linien 
einer im Ultravioletten liegenden Gruppe des Er,(SO4)3 + 8 H,O ange- 
geben; damit wird ein einheitlicher Wellenlangenbereich (etwa von 
11900—4000 A) fiir den spiiteren Vergleich der Spektren des Dy-, 
Ho- und Er-Sulfats erzielt. 


* Die Liniengruppen werden im folgenden fortlaufend durch groBe Buchstaben 
gekennzeichnet, da eine Zuordnung zu den theoretisch abgeleiteten Termen des 
Ho***-Ions noch nicht méglich ist. 

* Zum Beispiel Rosa, A.: a. a. O. 
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22080 
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23931 
23938 
23951 
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24014 
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24.040 
24061 


300° 


S>. br \ 


Intensitat 


eBovoo BBeggrve eee ga e 


.. 2: . 
Tabelle 2. Ho(Cal S0,)5: saa Ein- will on ‘sta 
Strahlungsfelder der Ho~**-Ionen. 


Es bedeutet: & elektrischer Vektor; G Strahlvektor; x Speke Achse; 
I, Gia walks Pest 


Intensitat 


go |eh|oowa | 993 


KE=OO=KEEE=FESE 


FEEER=EFEFR 


ww 
m 
ww 
Ss 
w 
w 
ww 
m 
s 
ss 
$s 


Gruppe F 
20 542 w 
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1 Bei Vielkristallaufnahmen eine breite Linie, deren Schwerpunkt zusammen- 


fallt mit dem gemeinsamen Schwerpunkt der entsprechenden Linien von Aufnahmen 
an Einkristallen, 
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Tabelle 31, Lin 


iengruppe K des Er,(SO,)s+8H,O 


: —h 

24470 ww IV 24556—86 24597 s I 

24515 ww III 24 556—41 24617 ww II 24637—20 

: 24521 ww IV 24597—86 24630 w II 24650—20 

24 537 s Il 24556—19 III 24070—40 
24549 ww IV 24637—88 24637 m I 

mF, 24556 ss I 24650 ss I ‘ 

. III 24597—41 Il 24670—20 
24578 m Il 24597—19 24670 ss I 


4. EinfluB des Kristallfeldes. Y 

Zehn Liniengruppen werden in den Spektren der Ho-Salze beob- 
achtet und zwar drei im ultraroten und sieben im sichtbaren Spektra 
gebiet. Sie treten auch bei Konglomeraten kleiner Schichtdicke (etwa 
14mm) noch in Form starker Absorptionsbander in Erscheinung und — 
ihre linienhafte Struktur wird erst bei diinmnsten Kristallpulverschichten 
(s. oben) erkennbar. Eine solche Liniengruppe entsteht aus den Uber- 
gangen der 10 4/-Elektronen von der tiefsten Stufe des Grundterm- 
multipletts? zu den durch das Kristallfeld aufgespaltenen Termen einer 
hoher legenden Multiplettkomponente?®. 
Eine Starkeffektaufspaltung des Grundterms, die sich im Auftreten_ 
oh iy konstanter Frequenzdifferenzen zwischen den Linien im ganzen Spek- 

trum 4uBert, ist im allgemeinen leicht daran zu erkennen, dab die von 
den hdheren Starkeffekt-Aufspaltungskomponenten (II, III,...) des 
'  Grundterms ausgehenden Linien im Verhaltnis der Besetzungszahlen 
schwacher sind als die entsprechenden von der tiefsten Komponente (1) 

v ausgehenden Linien. Wesentlich erschwert wird eine derartige Zuord- 
ah nung, wenn die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die II-Linien gréBe 
ee ist als fiir die zugehdrigen I-Linien* oder wenn bei Koinzidenzen die 
beobachteten Intensitaten Summen mehrerer Linienintensitaten® sind. | 
Eine Deutung der Linien ist dann in giinstigen Fallen auf Grund einer. 
oe méglichst genauen Vermessung ihrer Lage, sonst nur durch Unter-_ 
. suchung des Temperaturganges der Linienintensitaten méglich. Wah- 
i rend namlich die II, II], ...-Linien mit steigender Temperatu 
rs entsprechend der Zunahme der Besetzungszahlen intensiver werden, 
nimmt die Intensitat der I-Linien im selben MaBe ab ®. 

* Im AnschluB an Tabelle 2, H. SEVERIN a.a. O. 

2 Kiinftig kurz als ,,Grundterm" bezeichnet. 

’ Uberginge von einer héher gelegenen Komponente des Grundtermmultipletts 
sind nach Untersuchungen von H. Gosrecut [Ann. Phys., Lpz. (5) 31, 755 (1938)] 
beim Ho’** nicht méglich, da die zweite Stufe (57.) des Grundtermmultiple 
bereits 5000 cm"! uber der ersten (tiefsten 5J,) liegt. 

. 4 SEVERIN, H.} aa. ©. * ROSAS wat 8. a) : 
; ‘ * AuBerdem existiert nach den Untersuchungen von H, Ewatp [Z. Phys. 
n 110, 428 (1938)] und D. Mryer [Ann, Phys., Lpz. (6) 2, 330 (1948)] eine Tem 


- 


Absorptionsspektrum und Strahlungsfelder des Ho+*+-Ions in festen Salzen. 463 


Obwohl wegen der 17fachen Entartung des Grundterms ®J, eine 
Aufspaltung in der Gréenordnung der an den anderen Multiplett- 
komponenten beobachteten Starkeffektaufspaltung zu erwarten wire, 
konnte eine solche bei beiden untersuchten Ho-Salzen nicht mit voller 
Sicherheit experimentell nachgewiesen werden. Leider stand nur 
flissige Luft zur Verfiigung, so daB die Aufnahmen nicht bei verschie- 
denen Temperaturen gemacht 


YQ) 
ox 
werden konnten. Eine derartige et te : 5 
r 
Untersuchung von MEEHAN und 


NuttinG! ergab im Rahmen der 
dort vorgenommenen qualitati- 
ven Schatzungen der Linieninten- 
sitaten im Gegensatz zum Er- 
und Dy-Sulfat keine Tempe- 
raturabhangigkeit fiir die Linien 
des Ho-Salzes. Auch erschienen 
keine neuen Linien bei Erwar- 
mung des Kristalls von 14 auf 
300°. Danach miiBte die erste an- 
geregte Starkeffektkomponente 
mehr als 200 cm iiber der tief- 
sten Komponente liegen. 
Andererseits 1aBt sich unter 
der Annahme, daB die absor- Abb. 4. Liniengruppen E von Er(SO,),-8H.O und 
: ; Ho. (SO,)s * 8H,0. 
bierenden Ho***-Ionen sich an 
gleichberechtigten Gitterplatzen befinden, die maximal beobachtbare 
Zahl von I-Linien einer Gruppe angeben. Sie ist gleich der Zahl der 
im Kristallfeld auftretenden Aufspaltungskomponenten der oberen 
Multiplettkomponente, zu welcher der Ubergang fihrt. Die fiir die 
4f-Elektronen des Ho~** méglichen Multiplett-Zustande sind von 
Gipsps, WILBER und WHITE? berechnet. In der folgenden Ubersicht 
sind jeweils nur die Terme mit der gr6é8ten inneren Quantenzahl / 
beriicksichtigt, die also maximal in (2 J+ 1) Komponenten aufspalten: 


oe 


Term | °S, | 5D, | §D, | 5G, | |*/, ; 
Quintett: = es Grundterm 
PAY ae wae 5 9 | 11 13 17 
: Term | *P, | *D, | *F, | *Gs | *He | *l, | *Ke | *Lo | Mio 
Triplett: —__——j— ——H : legare wae as 
Py a Se Fi fe? 11 13 15 17 19 21 
Term | +S, | 1D. | Fs | 1G, | Hs | Ze |*Kz | Zo | 1N,0 
Singulett: —————_]|— - | | 
2J+1 1 5 Pe PS 44 eb 43 145 | 17 21 


jedoch noch nicht bekannt ist. 
1 MEEHAN, E. J. u. G. C. NUTTING: a. a. O. 
2 Gipss, R.C., D. T. WILBER u. H. E. WuitE: Phys. Rev. 29, 750 (1927). 
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Die beobachteten Linienzahlen der verschiedenen Gruppen sind 


Gruppe 


Zahl der Linien Sulfat 


poms Athylsulfat 


Gruppe E des Sulfates iiberschreitet also mit ihren 2} Linien die maxi- 
mal mégliche Zahl von 21 I-Linien um 2. Man kann diese Schwierig- 
keit vielleicht beseitigen, indem man die durchweg schwacheren Linien 
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Abb. 5. Liniengruppe E des Ho(C,H,SO,), + 9H,O in den 3 Polarisationsrichtungen. 


(s. Abb. 4 und 5) auf der langwelligen Seite etwa bis 18540 cm=! 
dem Ubergang zu einer anderen, benachbarten Multiplettkomponente 
zuschreibt. Handelt es sich jedoch um einen Ubergang, so kénnen 
nicht alle beobachteten Linien wirklich I-Linien sein?. Es entsteht 
also die Aufgabe, nach konstanten Frequenzdifferenzen zu suchen, die 
auf die Anregung hoherer Starkeffektkomponenten des Grundterms 
zurtickgefiihrt werden kénnen. 

Eine eventuell vorhandene Grundtermaufspaltung kann sich nach 
dem oben Gesagten der Beobachtung entziehen, wenn die fiir eine 
derartige Aufspaltung charakteristischen konstanten Linienabstiande 
mit dem ,,richtigen’’, d.h. dem BottTzMANN-Faktor entsprechenden 


‘ Man vergleiche jedoch A, HeLttwece: Ann. Phys., Lpz. (5) 37, 226 (1940) 
die an Pr**~Salzen ebenfalls ,,iiberzahlige‘‘ Linien findet. 
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Intensitatsverhaltnis fiir die beiden Komponenten nicht hiufig genug 
im Spektrum erscheinen. Man kann jedoch durch eine Statistik der 
Linienabstande zumindest feststellen, ob itberhaupt irgendwelche Fre- 
quenzdifferenzen zwischen den Linien bevorzugt auftreten. Zu diesem 
Zweck bestimmt man fiir alle Linien des Spektrums die Abstinde zu 
samtlichen, langwelligeren Linien derselben Gruppe und zeichnet eine 
Haufigkeitsverteilung der so ermittelten Abstinde. Man erwartet bei 
einer geniigend groBen Zahl von Werten, wodurch Zufalligkeiten im 
Aufspaltungsbild der héheren Multiplettkomponenten ausgeschlossen 
werden, einen nach gréeren Frequenzdifferenzen hin monoton ab- 
nehmenden Kurvenverlauf mit stark ausgepragten Spitzen bei vor- 
handener Grundtermaufspaltung. In der Tat findet man so fir das 
Ho-Sulfat drei relativ haufig auftretende Frequenzdifferenzen, namlich 
7,21 und 27cm und fir das Ho-Athylsulfat zwei, namlich 26 und 
75cm. Entschlie8t man sich, diese Frequenzdifferenzen durch eine 
Grundtermaufspaltung zu deuten, so ist es uns doch nicht gelungen, 
die Vielzahl der eng zusammenliegenden Linien eindeutig und wider- 
spruchsfrei in einem Termschema darzustellen, wie friiher an anderen 
seltenen Erden?. Der Grund hierfiir ist im wesentlichen der, daB bei 
den beobachteten Frequenzdifferenzen haufige Koinzidenzen verschie- 
dener Ubergange im Spektrum nicht ausgeschlossen werden k6nnen. 


5. Kopplung zwischen Ho***-Ionen und Kristallgitter. 

Als MeBgréBen fiir die durch die Hydrathiille des (SE)***-Ions 
bewirkte Kopplung an das Kristallgitter benutzt HELLWEGE? die 
GréBe der Termaufspaltung, die Linienbreite und das Intensitatsver- 
haltnis von den durch Gitterschwingungsiiberlagerung tiber Elektron- 
spriinge entstehenden Absorptionslinien zu den zugehérigen reinen 
Elektronensprunglinien. 

a) Mittlere Termaufspaltung. Voraussetzung fiir die Berechnung der 
mittleren Aufspaltung durch das Kristallfeld ist die eindeutige Unter- 
bringung aller Linien im Termschema, da nur die von einer Starkeffekt- 
komponente des Grundterms ausgehenden Elektronensprunglinien ein 
direktes Bild der Aufspaltungskomponenten irgendeines angeregten 
Zustandes sind. Nach den Ausfiihrungen in 4 ist also die Voraussetzung 
fiir die Bildung der ,,mittleren Kristallfeldaufspaltung‘‘ der Terme beim 
Ho-Sulfat und -Athylsulfat nicht gegeben. 

Die Abstande der Linien voneinander ergeben — gemittelt iiber alle 
Gruppen — einen physikalisch zundchst ziemlich wertlosen , mittleren 


1 Ewatp, H,: Ann. Phys., Lpz. (5) 34, 209 (1939). — HELLWEGE, A,: Ann, 
Phys., Lpz. (5), 37, 226 (1940). — DEUTSCHBEIN, O.: In R. Tomascuek, Leuchten 
und Struktur fester Stoffe. Miinchen u. Berlin 1943. 

2 HertwEGE, K.H.: Ann. Phys., Lpz. (5) 40, 528 (1944). 
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Linienabstand“. Er ist beim 
Ho-Sulfat 44cm (Mittelung tber 113 Linienabstiinde)? 
Ho-Athylsulfat 17cm (Mittelung iiber 72 Linienabstande). 


Da die ,,mittlere Kristallfeldaufspaltung“‘ der Terme beim Ho-Sulfat 
etwa 42 cm betragen miiBte®, kann man auch aus dem Vergleich dieses ~ 
Wertes mit dem oben angegebenen Wert fiir den ,,mittleren Linien-— 
abstand‘‘ auf das Vorhandensein einer Grundtermaufspaltung schlieBen. - 


b) Schwingungsiiberlagerungen. Man ist gewohnt in den Absorptions ill 
spektren von wasserhaltigen Salzen der seltenen Erden zwei nach ihrer — 
Entstehung verschiedene Linienarten zu unterscheiden: Reine Elek- 
tronensprunglinien der Frequenzen yz, und Linien mit Frequenzen — 
¥p, + %, bei denen sich den Elektronentibergangen die Gitterschwin- — 
gungsfrequenzen vg tiberlagern. Uber die Méglichkeit der Identifi- 
zierung derartiger Linien wurde verschiedentlich berichtet*. Bei beiden — 
untersuchten Ho-Salzen treten im sichtbaren Spektralgebiet Schwin- 
gungstiberlagerungen nicht auf. Selbst Aufnahmen an Konglomeraten, 
bei welchen das durch Streuung in der Vielkristallschicht stark ge- 
schwachte Licht bei einer Belichtungszeit von 20 Stunden fiir eine — 
Schwarzung der Platte gerade noch ausreichte, lieBen auBer den nicht 
mehr zu trennenden, sondern zu breiten Absorptionsbandern zusammen- 
laufenden reinen Elektronensprunglinien jeweils einer Gruppe auch_ 
nicht andeutungsweise Linien erkennen, die als Uberlagerung innerer* — 
oder auBerer® Gitterschwingungen gedeutet werden kénnten. 


c) Lintenbreite. Die Linienbreite wurde aus Photometerkurven von 
GitterAufnahmen ermittelt und zwar im Hinblick auf den spateren Ver- 
gleich mit isomorphen SE-Salzen (s. unten) fiir das Ho,(SO,), - 8 H,O. 
Da sich jedoch die in allen Gruppen auBerordentlich dicht liegenden 
Linien in ihren Fliigeln stark tiberlappen, so konnten zur Messung der — 
Halbwertsbreite nur wenige giinstige, d.h. einzeln liegende Linien 


1 Beim Sulfat werden neben simtlichen Linien der Tabelle 1 auch die Linien 
der Gruppen B und C aus den Gosrecutschen Messungen im UR (H. Gosrecut 
a. a. O.) zur Mittelwertbildung herangezogen, wahrend die 4 Linien der Gruppe A- 
wegen ihrer abnorm groBen Abstande nicht beriicksichtigt werden. (Bei ihrer Mit- — 
nahme wiirde sich der Wert des ,,mittleren Linienabstandes auf 16,5cm erhéhen.) 

* Dieser Wert ergibt sich durch Interpolation der fiir Dy- und Er-Sulfat gemes- 
senen ,,mittleren Iristallfeldaufspaltung‘‘; s. unten und K. H. HELLWEGE, a.a.O. 

® Joos, Gc. u. H. Ewarp: Nachr. Ges. Wiss, Géttingen, math.-physik. Kl. 
(2) 71 (1938). — Naturwiss. 25, 637 (1937). — Ewatp, H.: Ann. Phys., Lpz.. (5) 
34, 209 (1939). — Joos, Gc.: Ergebn. exakt. Naturw. 18, 78 (1939). — Howa, 
J. P., W. S, HERBERT: J. chem. Physics 7, 277 (1939). — HELLWEGE, A.: a. a. O. — 
Rosa, A,: aa. O. — Severn, H.: a. a. O. | P 

* ,,Innere‘’ Schwingungen sind Eigenfrequenzen der im Gitter enthaltenen 
Komplexionen wie SO,~, NO; oder von Molekiilen wie H,O die aus Ultrarot- 
und Ramanuntersuchungen bekannt sind. 

° Bei ,,auBeren‘’ Schwingungen sind diese Komplexe als ganze beteiligt. 
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verwendet werden, die aber hinsichtlich ihrer Breite keineswegs irgend- 
wie ausgewahlt waren. Wegen der dadurch bedingten Ungenauigkeit 
fir den Mittelwert der Halbwertsbreite wurde auf eine Umzeichnung 
der Photometerkur ven auf Intensitaten verzichtet?. 

Die Ergebnisse der Messungen enthalt Tabelle 4. 

d) Diskussion. HELLWEGE hat in der zu Beginn dieses Abschnittes 
zitierten Arbeit gezeigt, daB die von ihm benutzten 3 MeBgréBen 
fiir die Wechselwirkung zwischen der 4/- 
Schale der (SE)-Ionen und dem umgeben- 
den Kristallgitter in der Reihe der SE einen 


Tabelle 4. 
Gemessene Halbwertsbreiten. 


systematischen Gang mit einem Minimum- Gruppe (ema) | teeite 
in der Mitte aufweisen. Fiir eine Erérterung Che 
inwieweit sich die am Ho gewonnenen Ver- 

suchsergebnisse in den Rahmen dieser von 7 ee ; 
HELLWEGE entwickelten Vorstellungen ein- E 18474 7 
fiigen, bleibt nach dem oben Gesagten hier 18 526 6 
nur die mittlere Linienbreite iibrig. Der 18533 6 
angegebene Wert von 7cm™? pabt gréBen- Bp 20559 6 
ordeungsmaBig gut zu den beim Dy und Er a4 oe “ 
gefundenen mittleren Linienbreiten von 7,5 20623 8 
bzw. 9cm~™!, wenn man noch bedenkt, daB G 21065 6 
dem fiir das Dy an Linien des Athylsulfates 21078 6 
gewonnenen Wert von Rosa® selbst wegen ee 
zu starken Schwankungen der Linienbreite 21146 6 
innerhalb einzelner Gruppen (s. A. Rosa, H 21 328 7 
Tabelle 4) keine allzugroBe Bedeutung bei- 21436 7 
gelegt wird. Zusammenfassend kann man I! PUTO Ne AG 
also sagen, daB das in seinen reinen Salzen Mittelwert H = 7cm™ 


nicht fluoreszierende Ho*** wegen der klei- 
neren Linienbreite und des Fehlens der Uberlagerung von Gitterschwin- 
gungen eine geringere Wechselwirkung mit dem Kristallgitter aufweist 
ais das Er***. 

6. Strahlungsfelder. 


Die Strahlungsfelder der SE-Ionen in einachsigen Kristallen lassen 
sich bekanntlich? bestimmen durch den Vergleich von 3 Spektren, die 
erhalten werden, indem der zu untersuchende Kristall einmal senkrecht 


1 Bei einer Untersuchung an Aufnahmen von Nd-Linien mit gleichen Schwar- 
zungsverhiltnissen wurde festgestellt, daB der dabei im Einzelfalle begangene 
_ Fehler 10% nicht iiberschreitet. 


STROss., “Ais a..a..0- 
3 Die Experimente schlieBen sich an an friher mitgeteilte Untersuchungen 


von: DEUTSCHBEIN, O.: Ann. Phys., Lpz. (5) 36, 183 (1939). — Hertwece, K. H.: 
Z. Phys. 117, 198 (1941). — Rosa, A.: a.a.O. — SEVERIN, H.: a.a. O. 
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Abb. 6. 
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Abb. 9. Gruppe I. 


Abb. 6—9. Orientierung der elektrischen Dipole in den Liniengruppen D, F, G und H, I 
des Ho-Athylsulfats. 
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zur optischen Achse (G | x) mit polarisiertem Licht (elektrischer 
Vektor © | x bzw. ©|| x) und einmal parallel zur optischen Achse 
(S || x) mit natiirlichem Licht durchstrahlt wird. Bei samtlichen Linien 
des hier untersuchten hexagonalen Ho-Athylsulfats handelt es sich um 
elektrische Dipolstrahlung. In der letzten Spalte der Tabelle 2 bedeutet : 


| einen Dipol, der in der Richtung der optischen Achse orientiert ist, 
‘|. einen Dipol, der in der Ebene senkrecht zur optischen Achse liegt. 
© einen Dipol, der im Raum frei drehbar? erscheint. 


Vielkristalle 


1 


Gilx, 20776 cm" 


| aed : 
Sem" 


Abb. 10. Photometerkurven der Linien ® = 20716 cm und 20721 cm™! in Gruppe F 
des Athylsulfates (vgl. dazu Abb. 7). 


‘Auffallend gegeniiber friiheren Ergebnissen derartiger Untersuchungen 
ist, daB in Gruppe E und G frei drehbare Dipole nicht vorkommen 
und auch sonst — abgesehen von Gruppe H — nur vereinzelt aut- 
treten.- Damit kénnen auch diese Linien als elektrische Dipolstrahlung 
gedeutet werden ?. ; 

Gleichzeitig konnte bei dieser Untersuchungsmethodik in allen 
Gruppen eine Reithe sehr dicht hegender Linien, die bei Aufnahmen 
auch an diinnsten Kristallpulverschichten jeweils in eize mehr oder 

* Die Darstellung derartiger Dipole mit 3 Freiheitsgraden durch der Kristall- 
symmetrie angepaBte Scharen von feststehenden Dipolen s. bei K. H. HELLWEGE: 
Z. Phys. 119, 325 (1942), sowie Z. Phys. 121, 588 (1943). 

* Von vorneherein kénnen natiirlich Dipole mit 3 Freiheitsgraden auch einer 


magnetischen Dipolstrahlung oder einer elektrischen Quadrupolstrahlung zuge- 
ordnet werden. Siehe dazu A. Rosa a, a. O. und H. SEVERIN a. a. O ; 
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minder breite Linie zusammenflieBen, getrennt werden. Das veran- 
schaulichen die Abb. 5, 6, 7, 8 und 9. In Fallen, in welchen bei Ein- 
kristallaufnahmen visuell nicht festgestellt werden konnte, ob es sich 
um eine einfache oder zwei eng benachbarte Linien handelt, konnte 
(mit einer Ausnahme) an Hand von Photometerkurven immer eine 
eindeutige Entscheidung getroffen werden. Ein Beispiel fiir eine solche 
Messung zeigt Abb. 10. Linien, fiir welche der Strahlungscharakter 
nach dieser Methode bestimmt werden muBte, sind in Tabelle 2 durch 
.* gekennzeichnet. Nur fiir die Linie der Frequenz 22313 cm? 
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Abb. 11. Die ultraroten Gruppen B und C nach H. Gosrecut, a. a. O. 
Dy Messungen von A. Rosa, a.a.O. Er Messungen von H. Severin, a.a. O. 


(Gruppe I, Abb. 9) versagte dieses Verfahren, weil dort die Linie mit 
» = 22316cm™ (Aufnahme © | x, |! x) auch bei der diinnsten durch 

; Abschleifen hergestellten Kristallplatte (0,12mm) bereits in ihrer 

: Mitte bis auf den Plattengrund durchabsorbiert ist, so daB die Form 
der Photometerkurve keine Entscheidung dariiber zulaBt, ob im lang- 
welligen Fliigel dieser Linie noch eine (schwache) Komponente der 
Linie mit » = 22313 cm"! liegt. Auch Aufnahmen am grofen Gitter 
des Instituts (Kriimmungsradius 6m, Strichzahl 120000) brachten 
keine weitere Auflésung, sondern nur eine LinearvergréBerung des schon 
bekannten Aufspaltungsbildes. 


7. Analytischer Nachweis von Dy, Ho und Er mit Hilfe des Absorptions- 
spektrums fester Salze. 

Uber den analytischen Nachweis der seltenen Erden durch Absorp- 

tion und Fluoreszenz haben GoBRECHT und ToMAscHEK! berichtet. Der 

wesentliche Vorteil in der Anwendung fester Salze gegeniiber Losungen 


z GoBRECHT, H. u. R. TomascHeEK: Ann. Phys., Lpz. (5) 29, 324 (1934). 
3A* 


AND, Hans SEVERIN: 


liegt in der gréBeren Empfindlichkeit und vor allem in der Auflosung 
der Absorptionsbanden in einzelne, bei tiefen Temperaturen scharfe 
Linien,.so da8 Absorptionen verschiedener Elemente ohne weiteres 
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Abb. 12. Liniengruppen D des Ho,(SO,};- 8H,O und des Er,(SO,),- SH,0. 


Abb, 13. Liniengruppe G des Er,(SO,),* 8H,O und Liniengruppe F des Ho,(SO,), + 8H,O 
Va) * « VU. 


getrennt zu erkennen sind, die bei gleichem Mischungsverhaltnis in 

Lésungen ineinanderflieBen bzw. einander verdecken wiirden. Dies liBt 

deutlich ein Vergleich der Abb. 1 mit den Abb. 2, 3, 4, 11, 12 und 43 
. my J ’ ‘) = 
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erbathea 3 in ethene ae im UR und Sibtharen feta Ho- Gtuppad | 
-reproduziert sind und koinzidierende Dy- bzw. Er- Gruppen wellen- | 
_ langengerecht mitaufgezeigt werden. Wie nach den Ergebnissen von 
-PRANDTL und SCHEINER! nicht anders zu erwarten war, treten auch in » : i 
den Spektren der festen Salze noch zahlreiche Uberlappungen auf; die 
fiir analytische Zwecke zunichst erforderliche eindeutige Zuordnung 
' der Linien wurde vor allem durch die Reinheit der im Institut vor- 
_handenen Pranprtischen Dy-, Ho- und Er-Praparate erméglicht. 


Wahrend nach RoppEN?, der die Lésungen von Nitraten seltener 
_ Erden untersucht, die giinstigste Absorptionsbande fiir die Bestimmung 
des Ho bei 6430 A liegt, wird hier die bei 5370 A (& 18600 cm) liegende 
Absorption (kurzwelliger Teil der Gruppe E, Abb. 4) als dafiir am 
 geeignetsten gehalten; denn — abgesehen von ihrer auferordentlich 1s 
_ giinstigen Lage (griines Spektralgebiet, keine stérenden Dy- oder Er- 
: - Absorptionen) — handelt es sich dabei um die weitaus intensivste ; 
_ Gruppe des Spektrums, deren Auflésung in einzelne Linien selbst bei. 
by: _ diinnsten Kristallpulverschichten noch Schwierigkeiten machte, so daB 
- sie als bequemer und empfindlicher Nachweis fiir Ho angesehen werden 
kann. { : 
. Nach genau denselben Uberlegungen erweist sich fiir das Er die bei i 
5200 A ( 19100 cm) liegende Absorption der Gruppe F am giinstigsten. 
7, - Beim Dy kame wegen der stérenden Ho- und Er-Absorptionen im 
Sichtbaren nur eine Gruppe i im UR oder die im UV liegende GruppeF 
(4100 Aw 23 300 cm) in Frage. Man wird hier jedoch vorteilhafter die ~ Gas 
von GOBRECHT und ToMASCHEK? beschriebene Fluoreszenzmethode 
benutzen. \ 


= 


8. Zusammenfassung. . 
4. Es wurden die Absorptionsspektren des Holmiumsulfats and 
_ Holmiumathylsulfats bei der Temperatur der fliissigen Luft aufge-_ 
_ nommen. 
; 2. Es werden nur reine Elektronensprunglinien beobachtet. 
3. Es sind starke Anzeichen fiir eine Grundtermaufspaltung von 
7, 21 und 27 cm™ beim Sulfat und von 26 und 75 cm™ beim saber 
sulfat vorhanden. 
; 4. Da eine eindeutige Zuordnung der Linien zu den verschiedenen 
--Grundtermkomponenten jedoch nicht gelingt, l4Bt sich ein fur die 
- Substanz Ho charakteristischer Mittelwert der Kristallfeldaufspaltung 
nicht gewinnen. i 


Fide 26 


1 PrRanpTL, W. u. K. SCHEINER: a. a. O. 
2 Roppen, Cr. J.: Bur. Stand. J. Res., Wash. 28, 625 (1942). 
3 GoBRECHT, H. u. R. TOMASCHEK, a. a. O. 


zt _ Zeitschrift fir Physik. Bd. 125. 31a bly 
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ei Der Wert der mittleren Linienbreite von i ae cm”! fiigt sich in er jen 
von HELLWEGE fiir die (SE)-Sulfate angegebenen s tematischen ( 
_ zwanglos ein. 
6, Auch das Fehlen der von Gitterschwingungen pecrihvendagl 
_Uberlagerungslinien deutet auf eine geringere Kopplung zwischen den 
4}f-Elektronen und dem Kristallgitter als beim Er hin. 


7. Am hexagonalen Athylsulfat wird der Strahlungscharakter dex 4 


Linien bestimmt. Samtliche Gruppen absorbieren elektrische mae 
_ strahlung. 4 
8. Es werden die fiir einen analytischen Nachweis von Dy, Ho ‘ 
und Er in festen Salzen giinstigsten Absorptionen angegeben. — 


4. 


“Herrn Dozent Dr. K. H. Hertwece danke ich fiir die Uberlassung- 
_ der zur Durchfiihrung der vorliegenden Arbeit erforderlichen Apparate 
und fiir die kritische Durchsicht des Manuskripts. ; 


Gottingen, III. Physikalisches Institut, Juni 1947. 
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Uber die Phosphoreszenztilgung I. 


Von 
A. BECKER. 
Mit 8 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 24. Juli 1947*.) 
Die vorliegende Untersuchung stellt eine vertiefte Verfolgung der Tilgungs- 


erscheinung dar, welche, worauf zuerst von Goos! im Verlauf unserer im Institut 
laufenden Arbeiten iiber radioaktive Phosphore hingewiesen worden ist, als Be- 


.gleiterscheinung der Phosphoreszenzzerstérung besonders eindrucksvoll hervor- 


tritt und in diesem Zusammenhang bereits in verschiedenen Richtungen syste- 
matisch ergriindet worden ist?. Wir betrachten gegenwdrtig die Abhangigkeit 
der langwelligen Tilgung vom Grad der radioaktiven Zerstérung der ZnS-Cu- 
Phosphore und suchen nach den physikalischen Beziehungen, welche den Tilgungs- 
vorgang beherrschen. Die Ermittlung der Tilgung bezieht sich durchweg auf das 
wahrend der Erregung durch ultraviolettes Licht festgehaltener Zusammensetzung 
vorhandene Gesamtleuchten des Phosphors (langwellige Tilgung der Photo- 
lumineszenz). 


1. Tilgung und Zerstérungsgrad. 

Es kommen 2 Versuchsweisen zur Anwendung: Die eine besteht darin, 
daB der in einem Flachquarzglaschen enthaltene Phosphor mit Radium- 
Emanation beschickt und im Verlauf seiner zeitlichen Zerst6rung mehr- 
fach laufend untersucht wird. Nach der zweiten Methode wird der 
Phosphor in einem abgeschmolzenen Réhrchen mehr oder weniger lange 
Zeit der «-Strahlung der Radium-Emanation ausgesetzt und dann, 
von der Emanation und ihren kurzlebigen Zerfallsprodukten befreit, 
zur Untersuchung in ein reines FlachquarzgefaB umgefiillt. 


Die Untersuchung ist im wesentlichen eine optische. Es wird hierzu 
die bereits in der friiheren Arbeit? verwardte MeBanordnung benutzt, 
welche die Lichtemission des Phosphors mit der Photozelle anzeigt 
und sowohl Erregung als Tilgung durch geeignet gefiltertes Licht er- 
moglicht. Bei der erstgenannten Versuchsweise ist neben der Erregung 
durch Licht und ihrer Tilgung diejenige durch die #-Strahlung zu be- 
achten und in Abzug zu bringen und ein etwaiger EinfluB der Quarz- 


* Der Verfasser brachte die Bescheinigung bei, da er diese Arbeit schon 
am 3. 9. 45 bei der Heidelberger Akademie deponiert hat. Die Redaktion. 

1 Goos, F.: Ann. Phys. Lpz. (5) 37, 84 (1940). 

2 Becker, A. u. J. SCHAPER: Ann. Phys. Lpz. 42, 297 (1942). 

a.aiO: Abb.d, S. 298: 
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I, me Tee Be Cape Re ecg 
verfirbhities zu Bpeniceathives: Um letzteren in reiner rsuch en. ts 
__-yéllig auszuschalten, kommt fiir sie durchweg das zweite Wehiahtenan 
wets Anwendung, wahrend das erstere auf Vorpriifungen und die Beobs 
achtung des -Leuchtens im besonderen, wofiir es allein geeignet ist, 
 beschrankt wird. ‘§ 
Die UV-Erregung der Phosphore erfolgt in allen. Fallen durch die — 
durch das Scuort-Filter UG 1+ BG 12 gefilterte kurzwellige Strah- 
lung einer Liliput-Quarzlampe, deren Intensitat fiir den Versuch in . 
weiten Grenzen durch Dickenanderung dieser Filter, durch zwischen- 5 
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ox - Summe ™g h/g 14 
_ Abb, 1. Zunahme der relativen Tilgung mit der a-Bestrahluagsstarke bei gleicher erregender Tntensitats 


geschaltete Drahtnetze, durch den rotierenden Sektor oder (nicht gine . 
eimwandsfrei) durch zugefiigte Neutralglaser variiert werden kann. Das 4 
von einer unterbelasteten Wolframbandlampe gelieferte und stets durch © 
2mm UG 6 gefilterte ultrarote Tilgungslicht ist bei allen tela Ls tse 4 
Messungen konstant gehalten. a 
Wir betrachten im folgenden vorzugsweise drei durch yerschicdenel 


aus den Praparationsbedingungen sich ergebende normale Tilgungs- — 
fahigkert ausgezeichnete Phosphore, namlich. .* 


H ZnSyo9-Cu 1:6-10°5 hexagonal 
EK ZnS o9-Cu 1: 10°5 regular — 
M ZnSge/CdSy-Cu 1: 107-4 hexagonal. 


Die Abb. 1 verzeichnet zunachst den zeitlich mit der i-Bistrahiinoe ; 
starke ansteigenden Gang der relativen Tilgung fiir 7 Proben des — 
gleichen Ausgangsmaterials (M), die mit Emanation “verschiedenen 
Radium-Aquivalents in Quarzglischen eingeschmolzen und nach ver-— 
schiedenen Zeiten bei konstant gehaltener erregender Intensitat gemessen 
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. Sees aye ea | 
orden sind. Man sieht} dab alle Berek & sich einer einheitlichen; AH a h 
-anfangs linear mit der «-Bestrahlungsstirke anwachsenden Kurve ein- it 
fiigen, was anzeigt, daB die fiir die Tilgung mafgebende Zerstorung 
eines bestimmten Phosphormaterials nur von der gesamten dem Phos- 
phor iibertragenen «- Strahlenenergie, die wir, gemessen in dem Aqui- 
valent mg-Stunden je g Substanz, als ,,«-Summe‘ bezeichnen wollen, 
abhangt und nicht von der zu deren Erreichung erforderlichen Zeit- 
-dauer, die naturgemaB durch die Anfangsaktivitat des Priparats be- 
‘stimmt wird. Die gefundenen Ordinatenwerte gehéren in diesen Fallen 
nicht zur gleichen erregten, tatsaichlich der Tilgung ausgesetzten Inten- 
sitat, da diese unter den genannten Erregungsbedingungen mit der 
Zerstorung der Erregungsfahigkeit abnimmt. Dies schlieBt aber die 
_sinngemaBe Zusammenfassung der an verschiedenen Proben erhaltenen 
Ergebnisse zu einem Gesamtbild, wie die Kurve es zeigt, nicht aus, | 
da gleichen Abszissenwerten jeweils die gleiche Abnahme der Erregungs- 
fahigkeit zugeordnet werden kanno?. 
_ Damit die Erfahrung sich aber auf einfachere Verhaltnisse bezieht, 
ist es notwendig, den Tilgungsgrad unmittelbar als Funktion der je- 
_weils erregten Intensitat festzulegen, die wir mit J, bezeichnen. Es 
wurde hierzu eine groBe Zahl sehr eingehender MeBreihen durchgefiihrt, 
_ deren Ergebnisse sich teilweise in den Abb. 2 und 3 finden. Zur Variation 
der Erregung wird die erregende Intensitat in schon genannter und fiir 
alle Vergleichsfalle reproduzierbarer Weise verandert. Zunachst wird 
der Gang der relativen Tilgung T mit J, fiir den normalen Phosphor 
festgelegt. Durch die den erhaltenen Me8punkten beigesetzte vertikal — 
geschriebene Ziffernbezeichnung wird die jeweils zugehérige Erregungs- 
weise (z. B. 218 = 2mm UG1+1mmBG12-+ 1 mm Filter 8) ange- 
-merkt. Dann wird der Phosphor eine bestimmte Zeit der Emanation 
ausgesetzt, in ein frisches Flachglaschen umgefiillt und bei den gleichen 
erregenden Intensitaten wieder gemessen. Dies Verfahren kann beliebig 
-wiederholt werden, um zu wachsenden Zerstérungs- und Tilgungsgraden 
_fortzuschreiten. Verbinden wir die zu den gleichen erregenden Inten- 
‘sitaten gehérigen (mit gleichen Nummern_bezeichneten) MeBpunkte 
durch leicht gestrichelte Gerade, so wird dadurch auf einen Blick die 
mit zunehmender Tilgung abnehmende Erregungsfahigkeit quantitativ 
_ erkennbar. SchlieBlich umfaBt das hiermit sich ergebende Gesanitbild 
das ganze Verhalten des betreffenden Phosphors fiir alle auch inner- 
_halb der beobachteten Grenzen liegenden Zerstorungsgrade, da es leicht 
mit guter Sicherheit méglich ist, zwischen den einzelnen Kurven auf 
-eingeschlossene Falle zu interpolieren. 
Die Abb. 2 veranschaulicht im einzelnen das Verhalten des Phos- 
-_phors K. Derselbe zeichnet sich durch eine groBe normale Erregungs- 


1 Becker, A. u. J. ScHAPER: Ann. Phys. Lpz. 42, 497 (1943). 
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Bg bei der gréBten benutzten Intensitat) aus, und 
seine Tilgungsfahigkeit ist auBerordentlich gering und mit abnehmendem 
I, uur geringfiigig anwachsend. Man sieht aber, wie die relative Tilgung 
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Abb. 2. Tilgungskennbild des Phosphors K. 
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Abb. 3. Tilgungskennbild des Phosphors H. 


mit zunehmenden, in 3 Etappen angewandten Bestrahlungswerten er- 
heblich anwachst, wahrend die Erregungsfahigkeit nach MaBgabe der 
Neigung der gestrichelten Geraden abnimmt. Sehr auffallig tritt die 
Zunahme von T mit sinkendem J, hervor, und die wachsende Steilheit 
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der verbindenden Geraden zeigt, in welchem MaGBe der Gewinn an 


; Tilgungsfihigkeit im Verhialtnis zur absoluten EinbuBe an Erregungs- 
fahigkeit mit abnehmendem J . ansteigt. 


Ein ahnliches Bild zeigt der Phosphor M, dessen Leuchtfahigkeit 


_ geringer ist, wahrend die Tilgung etwas deutlicher hervortritt als bei K. 
_ Deren Anstieg mit der «-Bestrahlung macht sich schon bei verhiltnis- 
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maBig geringer Aktivierung stark bemerkbar, und sie erreicht bald ohne 
allzu erhebliche Einbue an Erregungsfiihigkeit sehr beachtliche Werte. 


| pA 2600mg b/g 


——* M 2300 ~ 
& 5050 
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Abb. 4. Die absolute Tilgung der drei betrachteten Phosphore. 


In Abb. 3 wird das Verhalten des Phosphors H verzeichnet, dessen 
Leuchtfahigkeit noch geringer ist, wahrend seine Tilgung von vorn- 
herein eine relativ betrachtliche Hohe besitzt. Man gelangt in diesem 
Fall schon durch schwache Aktivierung zu groBer Tilgungsfaihigkeit 
und kann schlieBlich leicht zu nahe voélliger Austilgung vorhandener 
Lichterregung fortschreiten. 

Vergleicht man das Anwachsen der Tilgungsfahigkeit der verschie- 
denen Phosphore mit der Aktivierung, so findet sich, daB dieses nicht 
nur von den Ausgangswerten beim normalen Phosphor sondern merk- 
lich von dessen besonderer Struktur abhangt. 

Einen besonders anschaulichen Einblick in die Verhaltnisse gibt 
die Betrachtung der absoluten Tilgung in ihrer Abhangigkeit von der 
erregten Intensitat fiir eine jeweils festgehaltene «-Summe. In Abb. 4 
geben die gestrichelten Kurven das Verhalten der benutzten 3 Phos- 
phore im Normalfall an. Die v-Behandlung vermag den Kurvenanstieg 
zu steigern bis zu einer Grenze, welche durch die der volligen Tilgung 
entsprechende strichpunktierte Gerade gegeben ist. Diese Grenze ist 
beispielsweise beim Phosphor H mit einer %-Summe von 2600 mg h/g 


ee a Al OS oS Fe eyeirae ; 
Stare -.nahezu bei allen benutzten Erre 


Bayes 8 o. 3 ai cad 2 ae ae ; é Wee ge 
led: tela gungsstarken € icht. ¢ Bne ntere ee 
ist der Vergleich der beiden Phosphore K und der zeigt, daB 800 
baw. 2300mgh/g bei M zu praktisch gleichem Ergebnis fiihrt wie 
2000 baw. 5050 mg h/g bei K. Der Intensitdtsgang der Tilgung e eist 
sich hiernach unabhingig vom Phosphormaterial. Da anderers : 
groBere Tilgung mit einer EinbuBe an Erregungsfahigkeit verbunden 


ist, macht sich als offenbar allgemeine Regel schon bei den norma en 
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Abb. 5 u. 6. Der zeitliche Gang von Erregung und Tilgung beim Phosphor M und H. — i y 
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2. Zeitlicher Verlauf von Erregung und Tilgung. i 

Zur orientierenden Verfolgung des zeitlichen Verlaufs der betrach- 
teten Erscheinungen wird die benutzte MeBanordnung an ein registrie- 
rendes LANGEsches Multiflexgalvanometer mit kurzer Einstellzeit an- 
geschlossen, Da es sich um zeitlich relativ langsam verlaufende Vor- 
gange handelt, wird das Beobachtungsergebnis durch die Tragheit de: 
Anzeigeinstruments nicht wesentlich beeinfluBt. Die Nachzeichnu 
des photographisch fixierten Kurvenverlaufs geben die Abb. 5 un 
wieder. | ae 
Die ausgezogene Kurve der Abb. 5 zeigt fiir den normalen unb 
handelten Phosphor M, den Anstieg ¢ der ultravioletten Erregun: 


coune, 
. 7 
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den durch das Hinzukommen der ultraroten Tilgung (UG 6) sich ein- 
stellenden geringen Abfall ¢, den Wiederanstieg e’ nach Ausschaltung 
der Tilgung und schlieBlich den nach Abstellen der Erregung erfolgenden 
Abfall 0 tiber die Stufe E zum unerregten Ausgangswert. Man sieht an 
der durch Erdung des Galvanometers entstandenen niedrigen Stufe, daB 


_ das 10 sec nach Unterbrechung der Erregung verbliebene Dauerleuchten 


gegentiber dem erregten Gesamtleuchten auBerordentlich zutiicktritt. 

Die Tilgungserscheinung tritt bei dem kraftig aktivierten Phosphor 
Ma mit erheblich gréBerer Deutlichkeit hervor, wie aus der gestri- 
chelten Kurve x der Abb. 5 ersichtlich wird. Es wurde hier, um den 
Vergleich mit W, zu vereinfachen, die erregende Intensitat soweit ge- 
steigert, daB nahe die gleiche Gesamterregung auftrat wie bei My. 
Es ist hier die besonders rasche Abklingung 0 bemerkenswert, die auch 
kaum mehr einen Rest von Dauerleuchten nach Erdung des Galvano- 
meters bei E erkennen 1a48t. Auch das Einsetzen der Tilgung ¢ erfolgt 


_ sehr rasch, wahrend der nachfolgende Anstieg im betrachteten Fall 


ee ee 


=e 


etwa mit demjenigen der urspriinglichen Erregung itibereinstimmt. 
Die Ubertragung dieses Verhaltens auf den Kurvenverlauf von M, 
geschah derart, daB die markierten Stellen © und e zusammenfallen. 

Ahnliche Verhaltnisse machen sich, wie wir noch zeigen wollen, bei 
dem stairker tilgenden Phosphor H kenntlich. Wie aus der Abb. 6 
hervorgeht, tritt wieder beim aktivierten Phosphor das restliche Dauer- 
leuchten bei & stark zuriick, wahrend es beim normalen Material deut- 
lich in Erscheinung tritt. Das durch Kreuze x vermerkte Verhalten 
von H, zeigt erneut die Identitat des e-Astes im Falle gleicher Erregung 
der beiden Proben, wahrend die Abklinggeschwindigkeit beim zerstérten 
Phosphor vermehrt ist. Sehr ausgesprochen ist die Steilheit des durch 
Tilgung veranlaBten Intensitatsabfalls ¢, wahrend der Anstieg e’ nach 
der Tilgung hier deutlich verzdgert verlauft auch im Vergleich mit dem 
Anstieg e der urspriinglichen Erregung des ausgeruhten Phosphors. 


- Der Zustand des Phosphors unmittelbar nach der Tilgung erscheint 


— ~o> 


dauach nicht identisch mit demjenigen nach normaler Abklingung. 
Dieses Verschwinden des Tilgungseinflusses verlauft allgemein um so 
trager, je starker die Tilgung und nattirlich je geringer die wieder er- 
regende Intensitat ist. Diese Erscheinung ist charakteristisch fiir alle 
von uns untersuchten reinen ZnS-Phosphore. Dagegen kann sie durch 


- Cd-Zusatz und insbesondere bei den Silber-Phosphoren weitgehend 


ont 


a 


per 


zuriickgedrangt werden. Das letztere wird fiir gewisse praktische Zwecke 
wichtig sein, fiir welche méglichste Tragheitslosigkeit des Effekts er- 
forderlich ist. Es macht sich in solcher Hinsicht aber die neue Schwie- 
rigkeit geltend, daB gerade bei den Ag-Praparaten die vi ilgungssteige- 
rung durch «-Behandlung im allgemeinen mit erheblicherer EinbuBe an 


1 Vgl. StrEcK, E.: Ann. Phys. Lpz. 34, 96 (1939). 
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Erregungsfahigkeit verkniipft ist ?. Fiir manche Zwecke kann aber auch 
die Nachwirkung des Effekts wiinschenswert sein, wenn es Vorteile 
bietet, die Tilgungserscheinung fiir weitere Auswertung zu konservieren 
oder laufende Vorgainge im Zusammenhang auf dem Phosphor zu tiber- 
sehen. 

3. Ultrarot-Abbildung. 


Es liegt nahe, stark tilgende Phosphore praktisch zum Ultrarot- 
Nachweis bzw. zur unmittelbaren Abbildung von Objekten mittels 
deren Ultrarot-Emission zu benutzen. Sie stellen in diesem Falle Bild- 
wandler dar, welche ohne weitere Hilfsmittel ein Ultrarot-Bild in em 


0,03 A 0.05 A O1A 


Abb. 7a. Tilgung durch UG 6-Licht eines unterbelasteten Glihfadens (Normalbelastung 0,25 A). 


sichtbares iiberfiihren, das auf einer erregten Phosphortlache als Negativ 
erscheint. Zur Veranschaulichung des Verfahrens und seiner Leistungs- 
fahigkeit geben wir in Abb. 7 die photographische Fixierung einiger 
Ultrarot-Aufnahmen wieder. Man sieht zunachst unter a) die durch 
eine Linse mit 4 em Blendenédffinung aus etwa 1m Abstand auf einer 
ultraviolett erregten Phosphorflache durch ein UG 6-Filter hindurch 
aufgenommenes Tilgungsbild des Kohlefadens einer verschieden stark 
unterbelasteten roten Gliihlampe. Bei 0,03 A ist noch kein sichtbares 
Leuchten des Fadens im Dunkeln zu erkennen, bei 0,05 A tritt gerade 
wahrnehmbar rotes Leuchten auf, das bei 0,1 A etwas verstarkt ist, 
wahrend die Normalbelastung bei 220 V 0,25 A betragt. Man bemerkt, 
wie das im UR-Licht sofort auftretende Bild schon bei der ge- 
ringsten Lampenbelastung sehr deutlich hervortritt und dann mit der 
Stromsteigerung erheblich an Starke zunimmt, so daB bald auch das 
an der Glaswand der Lampe reflektierte Fadenbild, auf das optisch 
nicht cingestellt ist, sich stark kenntlich macht. Bei voller Lampen- 
intensitat wiirde sich eine vollstandige Verwaschung des Bildes iiber 
die ganze Phosphorflache einstellen. 


‘ Vel. Becker, A. u. Fritz BeckER: Ann. Phys. Lpz. 43, 605 (1943). 
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Die Abb. 7b stellt Aufnahmen im rejlektierten Ultrarot dar. Eine 
in wieder etwa 1 m von der abbildenden Linse entfernte Messingscheibe 
tragt einige schwarze aquidistante Streifen und wird aus rund 5m 
Entternung vom UG 6-Licht einer eingeschlossenen kleinen 10-V- 
Lampe mittels eines kleinen Kondensors angestrahlt. Die diffus oder 
wenig reflektierenden Teile der Scheibe treten im Bilde hell hervor, 
wahrend die gut reflektierenden den Phosphor tilgen und daher schwarz 
erscheinen. 

Aus diesen Versuchen der Gliihfadenabbildung ergeben sich noch 
einige bemerkenswerte Eigenschaften des Tilgungsphinomens. Wird 
der Gliihfaden auf den vdéllig unerregten 
Phosphor ultrarot abgebildet und dann 
nach Abschaltung dieser Abbildung ultra- fk 
violett erregt, so ist keine als Tilgung 
erkennbare Nachwirkung des Ultrarot be- 
merkbar. Die Wirksamkeit des Ultrarot 
betrifft also ausschlieBlich die erregten 
Zentren. Wird der Gliihfaden auf dem er- 
regten Phosphor ultrarot abgebildet und 
dann der Phosphor abgedeckt, so laBt Abb. 7b. Tilgung durch reflektiertes 

: iy Ae es x, UG 6-Licht einer 5m entfernten mit 
eme Spatere Neuerregung desselben i 10 W unterbelasteten 100-W-Lampe. 
ohne UR — das urspriingliche Tilgungs- 
bild bei den hier betrachteten Praparaten selbst nach Stunden und sogar 
Tagen der Ruhe wieder hervortreten. Der Tilgungseinflu8 bleibt also 
im Phosphor konserviert, und es ist zu untersuchen, wie lange und in 
welchem MaBe diese Konservierung mit dem Riickstand der Dauer- 
erregung zusammenhangt. Wahrend hier eine Beziehung der Tilgung 
zur Dauererregung erkennbar wird, welch letztere zwar beim stark 
tilgenden Phosphor kaum wesentlich erscheint, bleibt andrerseits die 
Tatsache, daB es gelingt, auch das die u- und die Momentan-Zentren 
umfassende Gesamtleuchten praktisch nahe restlos auszutilgen. Von 
weiterer Erfahrung hierhergehériger Art wird man einen Gewinn fir 
das theoretische Verstandnis des Tilgungsvorgangs erwarten diirfen. 


omen: 


4. Die spektrale Tilgungsverteilung. 


Zur Ermittlung der spektralen Tilgungsverteilung wurde der mittels 
der Schwarzglaslampe erregte ZnS-Cu-Phosphor gleichzeitig mit dem 
Quarzprismen-Spektrum eines NERNsT-Stifts belichtet, das auerdem 
daneben auf eine Papierflache traf. Die photographische Aufnahme der 
Erscheinung zeigt die Abb. 8. Sie reproduziert das Spektrum, wie es 
auf dem Papier erscheint, etwa zwischen 440 und 660 my, wahrend der 
iiber seine ganze Flache erregte Phosphor im langwelligen Gebiet zwei 
starke und breite Tilgungsstreifen aufweist, von denen der eine sich an 
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das photographisch noch wirksam gewesene Rot anschlieBt und der 
andere im Ultrarot etwa von 1,2--1,8 u reicht in ahnlicher Weise, wie 
dies schon LENARD! fiir die Tilgung des Dauerleuchtens des ZnS-Cu- 
Phosphors qualitativ angegeben hat. Beide Tilgungsgebiete sind durch 
ein gut ausgepragtes schmales unwirksames Zwischengebiet voneinander 
getrennt. Im laingerwelligen Ultrarot werden keine weiteren diskreten 
Tilgungsstellen kenntlich, wenn auch eine leichte Schleiertilgung dort 
noch angezeigt zu sein scheint. Fiir die mit dem UG 6-Filter durchge- 
fiihrten Beobachtungen handelt es sich vorwiegend um die Wirkung 
des langerwelligen Tilgungsstreifens zwischen rund 1 und 1,8 up. Uber 

die genauere Bestimmung der spek- 

tralen Lage der Tilgungsgebiete und 
Phosphor Geren Abhangigkeit von der Sub- 
stanz des Phosphors soll an spa- 
terer Stelle berichtet werden. Von 
Interesse ist in dieser Hinsicht 


Papier 
vornehmlich die Verschieblichkeit 
dieser Gebiete nach langeren Wel- 
' 0,45 u len mit der Zusammensetzung des 
Abb, 8. Spektrale Tilgungsverteilung. Phosphors. 


). Energieverhdltnisse. 

Wir begniigen uns vorerst mit einem rohen Uberschlag und _ be- 
trachten das Tilgungsbild der Abb. 7a mit 0,05 A. Die tilgende Gliih- 
lampe emittiert hierbei unter den mitgeteilten geometrischen Verhalt- 
nissen in den durch die Blendendffnung der abbildenden Linse_ be- 
grenzten Strahlenkegel nach thermoelektrischer Ermittlung eine Ge- 
samtstrahlung von 21,7-10°5W. Bei Annahme kugelsymmetrischer 
Emission der Lampe wide dies 1); der fiir diesen Kegelbereich aufge- 
wandten elektrischen Energie bedeuten. Der Bruchteil der auf ein 
Wellenbereich zwischen A; und A, kommenden Gesamtstrahlung des 
schwarzen K6rpers, mit dem der Glihfaden identifiziert sei, betragt nun 


1 | a a® 
ES :E t eae ) 
. Me 1,00 | | 1 b > 6 é | a 5 = | : 
: Co Ce . 
worin a a b 2 _ 4% on Gr . AY 
i,-0” oo Co = 1,432 cm: Grad und @ absolute 


Temperatur des Strahlers. 

Nimmt man als Tilgungsbereich ohne Beriicksichtigung des Mini- 
mums, wie schon bemerkt, das Gebiet von 1 1,8 an, und schatzt 
man die Fadentemperatur auf 900° absolut, so ist fiir die tilgende 
Energie das 6 - 10-8fache der Gesamtstrahlung anzusetzen. Man erhilt 


1 LENARD, P.: Heidelbg. Akad. Wiss. A 8. Abh. 1918, 51. 
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so fiir den betrachteten Fall eine Leistungsdichte von 1,3 + 1076 W/cm?, 
da die getilgte Flache rund 1 cm? betragt. Da dem Tilgungsbild noch 
eine erhebliche Starke zukommt, wiirde auch noch eine wesentlich 
kleinere Ultrarot-Leistung des wirksamen Wellenbereichs als die hier 
berechnete mit guter Deutlichkeit erkennbar werden. Es ist ferner 
zu beachten, dai die Empfindlichkeit des UR-Nachweises auch durch 
die Wahl der Erregungsstaérke des Phosphors betrichtlich variiert und 
gegeniiber der Rechnung vergréBert werden kann. 

Zu einem ahnlichen Ergebnis fiihrt der folgende Versuch mit einem 
etwas weniger empfindlichen Phosphor: Eine dicke geschwarzte Eisen- 


_ scheibe von 2 cm? Flache wurde in 42 cm Abstand von der wieder mit 


tli 


emer 4-cm-Blende versehenen Linse auf dem erregten Phosphor abge- 


_ bildet (Bildgr6éBe 0,3 cm?). Dann wurde die Scheibe auf eine durch ein 
_ aufgeschraubtes Thermoelement gemessene Temperatur erhitzt und die 
_ resultierende Tilgungserscheinung verfolgt. Es fand sich, daB die ober- 


halb 350° C intensive Schwarzung bei darunter sinkender Temperatur 


_ an Starke merklich abnimmt und gegen 300° langsam zum Verschwinden 


_ kommt. Setzen wir als Temperaturgrenze guter Nachweisbarkeit 600° abs., 


so berechnet sich fiir den wirksamen Strahlenkegel cine Gesamtleistung 
von 3,76-10°*W. Davon kommt fiir die Tilgung das 0,9 - 10~4fache 


_ in Betracht, so daB man zu einer Leistungsdichte von 1,1 - 107® W/cm? 


————— oe 


ee ee 


kommt, was gut dem zuvor nachgewiesenen Wert angendahert ist. 
Beim Vergleich dieser Feststellungen etwa mit Empfindlichkeits- 
angaben fiir andre UR-Nachweisverfahren ist zu beriicksichtigen, da 
es sich im gegenwartigen Fall um eine unmuittelbare Wiedergabe einer 
Ultrarot-Wirkung handelt, die auf jedes weitere Hilfsmittel und jede 
der sonst iiblichen bzw. notwendigen Verstarkerwirkungen verzichtet. 


Zusammenfassung. 

Es wird die langwellige Tilgung der wahrend der Erregung durch 
ultraviolettes Licht vorhandenen Gesamtstrahlung des ZnS-Cu-Phos- 
phors nach verschiedenen Richtungen quantitativ untersucht. 

{. Die durch frithere Arbeiten bekanute Zunahme der Tilgungs- 
fahigkeit durch Behandlung der Phosphore mit radioaktiver Emanation 
wird fiir drei strukturell verschiedene Phosphore systematisch verfolgt. 
Diese Zunahme verlaiuft eindeutig nach MaBgabe der dem Phosphor 
iibertragenen ,,#-Summe“ unabhangig von der Zeit, in welcher diese 
erreicht wird. 

2. Wachsende Tilgbarkeit ist allgemein mit einer EinbuBe an Er- 
regbarkeit verbunden. Der Zusammenhang beider wird durch ein be- 


-stimmt gewahltes Darstellungsschema fiir jeden Phosphor anschaulich 


faBbar gemacht. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 32 
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3. Die GréBe der Tilgungssteigerung durch die Eicean ture ist 
vom Material des Phosphors abhangig ebenso wie ihr Zusammenhang 
mit der Erregbarkeit.. Dagegen ist der Gang der Tilgung mit der erregte ‘e 
Intensitat vom Material unabhangig. ) 

4. Die Registrierung des zeitlichen Ablaufs der An- und Abklingung 
des normal erregten und des zusatzlich getilgten Phosphors zeigt, daB 
die Anklingung bei der UV-Erregung von der GréBe der durch die a- 
Rye Behandlung erzielten Tilgbarkeit des Phosphors unbeeinfluBt bleibt. 
eae Dagegen wachst die Abklinggeschwindigkeit mit der Tilgbarkeit. Das 
het Einsetzen der Tilgung verlauft praktisch nahe tragheitslos. 

5. Der Zustand des Phosphors unmittelbar nach der Tilgung 1 
nicht identisch mit demjenigen nach normaler Abklingung. 
pee 6. Nach Abstellen der Erregung kann eine vorhergegangene Ti 
tee gungswirkung lange Zeit konserviert werden, um so mehr, je tilgbare 
ae der Phosphor ist. 

7. Die Méglichkeit der optischen Abbildung im direkten und reflek-_ 
tierten Ultrarot fiir okulare Beobachtung wird an mehreren photo- 
graphisch fixierten Beispielen veranschaulicht. 

8. Die Ermittlung der spektralen Tilgungsverteilung weist zwei 
diskrete Tilgungsgebiete nach, die sich bei den betrachteten Phosphoren 
von der Grenze des Rot bis zu etwa 1,8 u erstrecken mit einem unwirk-— 
samen schmalen Zwischengebiet bei etwa 4 wu. 

9. Die energetische Bestimmung der Tilgbarkeit liefert fiir die be- 
nutzten Praparate fiir subjektiv noch stark kenntliche Tilgungsbilde: : 
Ultrarot-Strahl-Leistungsdichten der GréBenordnung 10-* W/cm. 


ie Fr]. Dr. J. SCHAPER verdanke ich vielerlei Hilfe bei der Durchfith- — 
ec rung der Messungen und Herrn Dr. F. WECKER bei den photographischen 
Registrierungen. 


: Heidelberg, Physikalisches Institut der Universitat. 
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_ maBen verstehen: Unterhalb der ,,ErNsTEIN-Temperatur“ J, ist die * 


~ und zum Druck nichts beitragen, von der GréBenordnung N, und zwar 


_der Druck P und damit die Energiedichte u eine Funktion der Tem- 


Zur Thermodynamik der Materiewellen. Pee 


* ° ht 
Von 7 nig ” 
FRIEDRICH KAEMPFFER. _ i 
(Institut fiir theoretische Physik der Universitat Gottingen.) P. 7 “2 
Mit 1 Textabbildung. ‘ee 
“ft e » 
(Eingegangen am 22. Juli 1948.) iF a 
a ne Ss 
: . aN j 
Das Verhalten des idealen Gases bei Temperaturen unterhalb der ErnstErnschen tS \ a 
Kondensationstemperatur wird an Hand einer klassischen Wellentheorie der Soe 


Materie beschrieben. Es werden die Gesetze abgeleitet, welche den Satzen von 
Wren, PLanck und STEFAN-BoLTZMANN fiir die Hohlraumstrahlung entsprechen. on 


Es ist seit langem bekannt, daB bei einem aus N Teilchen der Masse m ay % 
bestehenden idealen Gas, welches man sich in einen Kasten vom Volu- see 


men V eingeschlossen denkt, unterhalb der Temperatur 7) ~ ae (+) ae 
ne . 


peratur T allein ist?: S ant! 
mi Ri os ah 


u=oT}; Caves (1) as 


Sofern man am Teilchenbild der Materie festhalt, 1aBt sich dieser allge- 
mein als ,,EINSTEIN-Kondensation“ bezeichnete Sachverhalt folgender- Smears 


Zahl N, der Teilchen, welche sich im Grundzustand befinden, d. h. Bt 
welche keine kinetische Energie besitzen und damit zur Energiedichte 6 


ist, wie zuerst F. Lonpon® zeigen konnte, Ny =N {1 —(z}\. Bei cs i 


0 
steigender Temperatur werden aus diesem Reservoir von Teilchen ohne 


kinetische Energie mehr und mehr Teilchen in Zustande mit kinetischer oe 
Energie heraufgehoben, derart, daB Druck und Energiedichte Funktion he 
der Temperatur allein sind. Dies geht solange gut, bis das Reservoir ie 


_ der Teilchen im Grundzustand erschépft ist, und erst dann, namlich eee 


beim Uberschreiten der ErnstErn-Temperatur J), hangen Druck und n 


_ Energiedichte wie tiblich nicht nur von der Temperatur, sondern auch (ory 


noch vom Volumen ab. 


1 ErnsTEIn, A.: Berl. Ber. 22, 261 (1924). — Lonpon, F.: Phys. Rev. 54, Ps 


- 947 (1938). bs : 


2 Lonpon, F.: Phys. Rev. 54, 947 (1938). +o 
32* aN 
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Dieses Verhalten des idealen Gases fiir Temperaturen T< 7) © 
steht in auffallender Analogie zum Verhalten der elektromagnetischen _ ‘s 
Hohlraumstrahlung, fiir welche ebenfalls die Energiedichte eine Funktion } 
der Temperatur allein ist: a 

4 

Upnot = 4 T4; am as : (2) 
FaBt man die Hohlraumstrahlung einmal als ein aus ordentlichen ~ 
Partikeln bestehendes ,,Photonen‘‘-Gas auf, so kann man ebenfalls 
sagen, daB bei steigender Temperatur aus dem Reservoir der Photonen — 
mit verschwindender Energie mehr und mehr Teilchen in Zustande a 
mit endlicher Energie heraufgehoben werden, derart, daB stets (2) erfiillt — 
ist. Das Photonen-Gas unterscheidet sich vom idealen Materie-Gas nur _ 
insofern, als die Zahl der Photonen im Grundzustand als unendlich 
groB angesehen werden mu; d.h. das Teilchen-,,Reservoir‘’ ist uner- 
schépflich, und (2) gilt fiir alle Temperaturen. Indessen ist es unzutref- % 
fend, das Teilchenbild auf das Photonen-Gas anzuwenden, weil Photonen 
nicht ,,Teilchen“’ im eigentlichen Sinne, d.h. lokalisierbare Gebilde _ 
sind, und man leitet ja auch das thermodynamische Verhalten der Hohl- 
raumstrahlung nach den Vorgangen von KIRCHHOFF, WIEN und PLANCK ~ 
aus dem elektromagnetischen Charakter des Lichtes, also aus einer — 
klassischen Wellentheorie her. Andererseits geht beim Unterschreiten 
der EINSTEIN-Temperatur auch fiir das Materie-Gas die Lokalisierbarkeit 
der ,,Teilchen“ verloren!; es ist daher ein naheliegender Gedanke, zu 
versuchen, das thermodynamische Verhalten des Materie-Gases unter- 
halb der Ernste1N-Temperatur herzuleiten aus einer klassischen Wellen- _ 
theorie der Materie, wie sie DE BROGLIE zuerst im Sinn hatte. Dieser 
Gedanke soll im folgenden weiter ausgefiihrt werden. a 

Das mechanische Verhalten der Materie wird beschrieben durch 4 
die Wellengleichung 


2m @ . 
ah A f (3) e 

Es mu dabei ausdriicklich betont werden, daB trotz des Auftretens 
der PLANcKschen Konstanten % hier von Quantentheorie nicht die _ 
Rede ist. Die Wellenfunktion y ist eine klassische komplexe Wellen- 
funktion yp = y (x, ¥, 2, f) im dreidimensionalen Raum; physikalischen 
Sinn hat in dieser Situation nur die Konstante 2m/#, welche man sich 
durch Beugungsversuche empirisch ermittelt denken kann2. Die Kon- 
stanten # und meinzeln werden erst nach Quantisierung dieser Theorie bi! 
definierbar. Wenn trotzdem bei den nun folgenden Definitionen die | 


A y = 


1 KAEMPFFER, F.: Z. Phys. 1948. 


* Vel. die ausfiihrliche Diskussion bei R. BECKER u. G. LEIBFRIED: Z. Phys. : 
1948. 


 Konstanten h und m einzeln auftreten, so geschieht das nur aus Griinden 
_ der Bequemlichkeit. 

_ Der Zusammenhang der Funktion y mit meBbaren GréSen wird 
hergestellt durch die Definition der Massendichte 


g=my*y. (4) 
Diese Definition ist verniinftig; denn aus (3) folgt das Bestehen einer 
Kontinuitatsgleichung - 


2 4 div7=0 (5) 


_ welche den Satz von der Erhaltung der Masse ausdriickt. Der darin 


auftretende Vektor der Massenstromdichte 
= h 
J = 57 (y* grad py —ypgrad y*) (6) 


ist anschaulich leicht zu verstehen, wenn man ihn einmal fiir eine einzelne 
Partikularlésung der Wellengleichung (3) anschreibt. Eine solche 
Lésung ist : 


Y= 4,e , (7) 
wobei auf Grund der Wellengleichung zwischen #, und E, der Zusammen- 
hang ~; = 2mE, besteht. Die Welle (7) ,,tragt‘‘ per definitionem die 
Massendichte 9 = m{a,|?, und der dazugehérige Vektor der Massen- 
stromdichte lautet 


> see 
a - v 
J, = m\a,P--— = 9, -—. (8) 


In der Form Fs = 0,v, gelesen heiBt dies, daB die von der Welle (7) 
getragene Masse sich mit der Geschwindigkeit v) = p,|m bewegt; man 
bemerkt, daB v identisch ist mit der ,,Gruppengeschwindigkeit‘‘ eines 
Wellenpaketes, welches aus ebenen Wellen (7) aus einem schmalen 
Frequenzbereich in der Umgebung der Frequenz » zusammengesetzt 
werden kann. In der iiblichen Wellenmechanik werden solche Wellen- 
pakete als ,,Teilchen“ angesprochen. Diese Interpretation soll jedoch 
hier nicht weiter verfolgt werden; es sei nur angemerkt, daB zwischen |v | 
und der Frequenz y der y-Welle der Zusammenhang 


| 2h ie (9) 


besteht. 
Aus der Wellengleichung (3) folgt eine weitere Kontinuitatsgleichung, 
welche den Satz von der Erhaltung der Energie ausdriickt: 


a 4 divs =0. (10) 


a s 
iter Pe 


Dabei ist die Energiedichte u definiert durch 


2 . - i] 
u = grady* gradyp (119 
und der Vektor der eee s durch ; . 
3 = d {2 
‘= or (Apgradp*—Ay*grady). (12) 
Auch diese Definitionen sind verniinftig; denn fiir die zu einer anzetiew % 
ebenen Welle (7) gehérende Energiedichte u, erhalt man _ 
a = 
u, =|a,|* ae =o. (13) 


Das ist die kinetische Energie in der iiblichen Form. Ferner laBt sich 
der mit einer y-Welle der Frequenz » verbundene Vektor der Energie- 
stromdichte schreiben 1s : 
5 = 40,, (14), 
d. h. die zur ebenen Welle (7) gehdérende Energiedichte u, bewegt sich 
wie die Massendichte mit der , Gruppengeschwindigkeit” 7 v, 
SchlieBlich folgt aus (3) noch das Bestehen der Krifieteschunee 


A. é .. 
ode DG, ik = 9, (15) 


welche den Satz von der Erhaltung des Impulses ausdriickt. Der darin | 
auftretende Spannungstensor 7), ist definiert durch 


_ (dy dy* ay” Uy. 73 ES) Fe eee i 
a bane (me ae: ox, ex, Ox, Y Gx, ex, 7 Ox, Ox, ; (16) 


Damit ist die reine Mechanik der Materiewellen vollstandig erledigt. 
Der allgemeine Zustand des Materie-Gases wird beschrieben durch — 


De 


4.07 
y= 2 b, ( ), wobei die, die riumlichen Anteile e” der Liu 


t 
gen (7) bezeichnen. Im Fall der reinen Mechanik ist 8, (é) = } (Oe h a . 
Fir die statistische Betrachtung denke man sich jetzt eine Wechsel- 
wirkungsenergie eingefiihrt, welche zwar Uberginge zwischen den ver- 
schiedenen Zustaénden induziert, aber so klein ist, daB sie gegen as 
Gesamtenergie vernachlassigt werden kann; eine solche Wechse 
wirkungsenergie ist nétig, wenn sich Gleichgewichtszustinde aberhaurt 
einstellen sollen. Als grundsitzliche Annahme, welche die spektrale 
Zerlegung der physikalischen GréSen gestattet, wird nun angesetzt, 
da die zeitlichen Variationen der },, welche zu verschiedenen Zu- 
standen » gehéren, statistisch voneinander unabhangig sind, d. h. 


b, b¥ eet. =f fiir » sk v. (4 7) | 


‘ o re < a. Zur 1 herm O dynamik der Materiewellen. . y 491 
ar. - é : . " 


Dieser Ansatz entspricht der Hypothese der molekularen Unordnung fiir 
das Teilchenbild. In diesem Sinne sollen von nun an alle physikalischen 
_GrdBen als zeitliche Mittelwerte aufgefaBt werden; so ist z. B. die Dichte 


a= m > >: b, bE p, p= =m> |b,|?|9,2. Benutzt man die aus der 
Mechanik folgende Definition des Druckes P fiir isotrope Verteilung 


ak OTe (18a) 


so lat sich nunmehr durch spektrale Zerlegung der rechten Seite dieser 


Gleichung die fundamentale Beziehung zwischen Druck und Energie- 
dichte 


sofort verifizieren. 


Damit die Thermodynamik der Materiewellen behandelt werden 
kann, soll nun in Analogie zum KircHHorrFschen Satz fiir die elektro- 
magnetische Hohlraumstrahlung angenommen werden, da8 fiir das mit 
einem Warmebad der Temperatur T im Gleichgewicht befindliche 


‘Materie-Gas eine universelle Funktion u, = u,(y,T) existiert, wobei 
vidr 


Udy = a5 > |b, 242 denjenigen Beitrag bezeichnet, welche die Ma- 


teriewellen aus dem Frequenzintervall von y bis » + dy zur gesamten 
Energiedichte ~ beisteuern. Es ist dies hier eine durchaus beweis- 
bediirftige Hypothese. Sie wird aber nahegelegt durch das aus der 
Quantentheorie bekannte Verhalten des idealen Gases, welches fiir 
Temperaturen T< TJ, im Rahmen der hier behandelten klassischen 
Wellentheorie beschrieben werden soll. Wenn namlich tatsdchlich wu 
{und damit P) eine Funktion der Temperatur T allein ist, so folgt 
bekanntlich aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, daB 

dP P+u 

agra, ieee 


(19) 


sein mu8. Unter Verwendung von (18b) erhalt man daraus durch Inte- 
gration sofort 
u = const. T?. (20) 


Diese Gleichung stellt das Analogon zum STEFAN-BoLTzMANNschen 
Gesetz dar; sie ist identisch mit der aus der Quantentheorie des idealen 
Gases bekannten Gl. (1). 


Zum Beweis des Kircuuorrschen Satzes in der Theorie der elektromagnetischen 
-Hoblraumstrahlung auf Grund des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik 
benétigt man Farbglaser, mit deren Hilfe zwei mit Strahlung erfiillte Hohlraume 
von gleicher Temperatur auf optischem Wege in Kontakt gebracht werden kénnen. 
Fiir die Existenz der universellen Funktion wu, (v, T) besteht dabei die notwendige 
Bedingung, daB Farbglaser, welche Licht einer bestimmten Frequenz in nur einer 


P= }u (18b) 
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Richtung durchlassen, nicht existieren diirfen, Gabe es namlich Filter, welche 
in nur einer Richtung arbeiten, so kénnte man zwei Hohlraume von gleicher 
Temperatur, in denen sich die KrrcHHorrsche Verteilung u,(v, T) eingestellt — 
habe, durch einen derartigen bei der Frequenz v arbeitenden Filter in optischen _ 
Kontakt bri gen; dadurch wiirde dem einen Hohlraum Energie bei der Frequenz 
eae und dem anderen Hohlraum zugefiihrt werden. Wenn nun die Funktion 

u,(v, T) existiert, so wiirde auf diese Weise eine Temperaturdifferenz zwischen — 
den beiden Hohlraumen ohne Arbeitsleistung erzeugt werden kénnen, in Wider- 
spruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Die Existenz von Filtern, 
welche in nur einer Richtung arbeiten und die Existenz der universellen Funk- | 
tion u,(v, T) sind also miteinander nicht verttaglich. 

Den Farbglasern der Optik entsprechen im Fall der Materialwellen ,,Geschwin- 
digkeitsfilter‘‘, wegen des Zusammenhanges v, = |2hv/m zwischen Gruppen- 
geschwindigkeit und Frequenz der y-Wellen. Man kann nun zeigen, daB fiir Materie 

unterhalb der Ernste1n-Temperatur 
Geschwindigkeitsfilter, welche in nur 
einer Richtung arbeiten, nicht existie-_ 
ren kénnen. Zu diesem Zweck schalte 
la man voriibergehend einmal auf das 
Teilchenbild der Materie zuriick. In 
einem Kasten vom Volumen V befin- 
den sich N Teilchen. Der Kasten sei 
durch eine Wand in zwei Halften ge-_ 
teilt, auBerdem habe die Trennwand 
eine Offnung vom Durchmesser d- 
(Abb. 1). Die Teilchen sollen die iibliche Geschwindigkeitsverteilung haben, deren 
Breite ~ Ve T/m ist. Der in einer Richtung arbeitende ,,Geschwindigkeitsfilter™ 
seirealisiert durch jenes als , MAXWELLscher Damon" bekannte intelligente Wesen, 
welches mit einer Klappe D vor der Offnung d sitzt und von links nach rechts 
nur ,,schnelle‘‘ Teilchen, d. h. solche mit v > @, und von rechts nach links nur 
,langsame‘‘ Teilchen mit v < v durchlaBt. Damit der Damon iiberhaupt erfolg-— 
reich arbeiten kann, muB seine mit 4 v bezeichnete Ungenauigkeit in der Kenntnis 
der Geschwindigkeit der einzelnen Teilchen kleiner sein als die natiirliche Breite | 
Va T/m der Geschwindigkeitsverteilung; denn nur dann kann er sicher sein, daB. 
wirklich nur schnelle Teilchen von links nach rechts und nur langsame von rechts 
nach links gelangen: 


; 
‘ 


al 


Abb. 1. 


VkT/m => Av. My 
Nun gibt es aber fiir 4v vermége der HEISENBERGschen Relationen eine untere” 
Schranke. Auf die Offnung d® treffen in der Zeit t gréBenordnungsmabig 


N 
nm Vv d*v t Teilchen. Wenn also der Damon ein einzelnes Teilchen die Offnung 


passieren lassen will, so darf er zwischen Offnen und SchlieBen der ees hdchstens 
die Zeit ~ 
v ‘ 
py. % 
At N@e (I) 
é 


verstreichen lassen, wodurch eine Ungenauigkeit in der Kenntnis der kinetischen 
Hhergie des Teilchens vom Betrage 


dew ee ARES (m1) 
“ 


r 
me 


wl 
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bedingt ist; die dem entsprechende Cikeoaniekett in der Kenntnis der Geschwin- 
digkeit des Teilchens ist 


Ae AN@ 


= 


mo ~ mV a 
AuBerdem wird noch durch die Offnung d selbst (denn auf deren Ausdehnung mu 
das Teilchen beim Durchgang lokalisiert werden) eine Ungenauigkeit in der Kennt- 
nis der Geschwindigkeit von der Gré8enordnung 


(V) 


_ hervorgerufen. Damit (v); nicht gréBer als Av in (IV) ist, mu8 auf jeden Fall 


h 


~ mAv (V1) 
sein. Durch Einsetzen in (IV) erhalt mae 
h-({N 
doz (Fy (VII) 
und aus (I) folgt somit schlieBlich die Ungleichung 
ike (+) (VIII) 
mk\V]- 


welche besagt: Wenn der Damon erfolgreich arbeiten soll, so mu8 die Temperatur 
des Materie-Gases gréBer sein als T, ~ h?/mk-(N/V)3. Das ist genau die E1n- 
sTEINsche Kondensationstemperatur. Man kann dieses Ergebnis anthropomorph 
auch so ausdriicken: Unterhalb der ErnstErn-Temperatur niitzt dem MaxweLt- 
schen Damon seine Intelligenz nichts mehr. 

Wenn aber der durch das intelligente Wesen realisiert gedachte in nur einer 
Richtung arbeitende Geschwindigkeitsfilter fiir Temperaturen T< T, nicht mehr 
funktioniert, so kénnen automatisch arbeitende Filter fiir T < J) natiirlich erst 
recht nicht existieren. Diese fiir die Existenz der KrrcHHorrFschen Funktion 
u,(v, T) notwendige Bedingung, welche beim Licht stets gilt, ist also bei Materie 
fiir Temperaturen T < 7, ebenfalls erfiillt, und man kann darin eine weitere 
Stiitze fiir die hier vorgeschlagene Behandlung der Thermodynamik des Materie- 
Gases sehen. 


Aus (20) und (18) folgt sofort die wichtige Beziehung, daB bei adia- 


‘batischen Prozessen, d. h. bei Prozessen fiir welche d(uV) + PdV =0 


ist, 

V T? = const (21) 
bleibt. Im folgenden wird in Analogie zur Herleitung des Wrenschen 
Gesetzes fiir die Hohlraumstrahlung eine Differentialgleichung fir u, 
als Funktion von v und V abgeleitet, und die Lésung dieser Gleichung 
dann vermége (21) als Funktion von y und T gelesen. 

Man denke sich das Materie-Gas in einen Kasten mit volkkommen 
spiegelnden Wanden eingeschlossen und durch einen ,,Schwarzungs‘‘- 
prozeB die ,,.KircuHorrsche Verteilung u, eingestellt. Die eine Wand 
des Kastens sei als Stempel ausgebildet ; “der Stempel werde nun mit 
der sehr kleinen Geschwindigkeit w in den Kasten hineingedriickt und 
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das Gas auf diese Weise adiabatisch komprimiert. Wegen des zweiten - 
Hauptsatzes muB dabei, wie im Fall der Hohlraumstrahlung, der 
Krircuuorrsche Charakter der Energieverteilung erhalten bleiben, das — 
Materie-Gas muB ,,schwarz’’ bleiben. Wahrend der Bewegung des — 
Stempels wird die Frequenz jeder einzelnen auf den Stempel treffenden — 
y-Welle geandert, und zwar wie folgt: Eine ebene Welle (7) falle unter 
dem Winkel # gegen die x-Achse auf eine in x-Richtung mit der Ge- 
schwindigkeit w bewegte vollkommen reflektierende Wand. Bezcichnen 
p, und E, bzw. p, und £, ,,Impuls“ und ,,Energie“ der einfallenden 
bzw. reflektierten Materiewelle der Frequenz v, so lautet die Bedingung 
fiir Reflexion an der Stelle *) = wt: 

ae (b,x cos 6 — Et) = (=i cos # — E* t) 

acter, AS ; =0. (22) 


Dies muB8 fiir alle Zeiten ¢ gelten, also: 
(b, + B,) w cos? — (E, —E,) =0. (23) 


Daraus erhalt man durch elementare Rechnung wegen E, = p}/2m und 
E, =hy fiir die Frequenz »’ der reflektierten Welle 


v=r(A 22 wcos#)?, (24) 


wobei y die Frequenz der einfallenden Welle bezeichnet. Unter Ein- 
filhrung der Gruppengeschwindigkeit |v,| aus (9) kann man (24) auch 


in der Form »’ = v(1 — as cos 8) lesen. Nunmehr wird betrachtet 


, 


die im festen Frequenzintervall von » bis »y + dy liegende Energie Vu, dy — 
des Materie-Gases bei adiabatischer Kompression. Die Flache des — 
komprimierenden Stempels sei F, dann wird Vu, dy in der Zeit dt ver- 2 
mindert um 

A=Fak,dvdt, (25) 


denn diese Energie wird bei der Reflexion in andere Frequenzbereiche — 
iberfiihrt. Die in (25) eirgefiihrte ,,spezifische Intensitat’ K, der — 
Materiewellen ist dadurch definiert, daB K,d/ cos® dQ dv dt diejenige — 
kinetische Energie im Intervall dy» bezeichnet, welche wahrend dt 

durch die Flache df unter dem Winkel # in den Raumwinkel dQ tritt. 
Da sich die Energie im Intervall dy, wie oben gezeigt, mit der Gruppen- 
geschwindigkeit v, fortpflanzt, besteht auf Grund einer einfachen geo- — 
metrischen Uberlegung zwischen spezifischer Intensitat und Energie- 

dichte der Materiewellen die Beziehung 


. Uy Ley 1 
K,dy = re u,dy = 2x | Ay u,dv; SK, dvdQ=2s,dv. (26) — 
aa 


aa 


aS 


2, hy ek 
Materiewellen. 


$B hp bee hi de ee, 

eawOr ay. TOM 

_ Im Raumwinkel dQ mit der Richtung # fallt aus dem Intervall », bis 

_% + dy, auf den Stempel in der Zeit dt die Energie FK,, cos? dQ x 

_ 4y,dt, welche nach der Reflexion zum Intervall v bis » + dv gehort, 
_ wenn zwischen y und », gemaB (24) die Beziehung 


4 2 2 2 ‘ 
a v=n(1—|/2” weoss] oder n=o(t+ 3” wcos6) (27) 


erfillt ist. Die Energie wird wegen E, = hy bei der Reflexion um den 
gleichen Faktor wie », verandert. Daher tritt neu in das Intervall 
bis y+ dy im ganzen die Energie 


2 
E=F[K,,cos dQ dn di{1 —|/2” wos) ; (28) 
a2 : 
Entwickelt man nun K,, in der Form 
ea aK, 
Pipe thy ce ee Rig cic (29) = 


_ ersetzt weiter iiberall », durch » vermOge (27) und vernachlassigt dann 
konsequent alle Glieder in Kcicat ( ae 


hy ZU, 


tiiber den Raumwinkel dQ: 


E =FxK,dvat—7™ FK, dvdtw |/2™ 4 An pees eM: am Aan 


3 3 é 


Nun ist aber E— A gleich dem Zuwachs der Energie Vu, dy in der Zeit dt: 


22 2m An. 2m OK, 
d(Vu,) =——Fwdt apie a Peat lee mene 


ov 


Ersetzt man hier K, gemaB (26) durch die Energiedichte u,, so erhalt 
man schlieBlich mit Fwdt=dV: 
2 


d(Vu,) = 292 av. (32) 


- Diese Gleichung kann als partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
fir u,—u,(v,V) aufgefaBt werden; ihre Lésung re ae 


u,(v,V) = vg (AV), (33) 


_ wobei y eine beliebige Funktion des einen Argumentes yi- Vist. Wegen 
(21) kann die Lésung (33) auch geschrieben werden 


4,0: Ti=tle\) 64) 


 Damit ist das dem WuENschen Gesetz entsprechende Gesetz fiir die 
Materiewellen gewonnen: Die Energiedichte des , schwarzen‘‘ Materie- 
~ Gases als Funktion von » und T ist proportional y? mal einer univer- 
~ sellen Funktion des einen Argumentes »/T. 


se) so. kommt nach Integration | 


ry 


_ Beziehung 


See 


ao ‘ a a 
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Die Auffindung der Funktion f(»/7) geht nun genau in Analogie zu — 
dem Vorgang von PLANcK vor sich; der Gang der Uberlegung sei hier 
nur kurz angedeutet. Zunachst kann man zeigen, daB die HAMILTON- 
Funktion 

H = f gradyp* gradydV (35) — 
des Materie-Gases im Kasten vom Volumen L? identisch ist mit der 
Hamitton-Funktion eines Systems von linearen Oszillatoren; die — 
Energiedichte u, des Materie-Gases ist dann gemaB dieser dem Ray- 
LEIGH-JEANSschen Satz entsprechenden Aussage mit] der mittleren 
Energie E, des Oszillators der Eigenfrequenz v verkniipft durch die 


L3u,dv =Z(v)dv-E,, (36) 


wobéi Z(v)dv die Zah! der p-Eigenschwingungen des Kastens im 
Frequenzintervall von y bis »y + dy bezeichnet. Wegen des Zusammen- 


hanges + = | an zwischen Wellenlange und Frequenz der p-Welle, — 


Ae ee 


A 
sowie wegen der Periodizitatsbedingung + = sr |n? + n3 + ni erhalt x 
man leicht i 
Z(v)d = (2). 2-L-Yody. (37) 7? 


Setzt man weiter auf Grund der Quantenhypothese in der urspriing- 
lichen PLANCKschen Form 


. pl hk og ld or 


=< hy 
Yr (38) 
e ‘<= 1 
so ergibt sich aus (36) schlieBlich 
(2m)3 d he 
u,dy = a ah me ~. (39) > 
gen ed * 


Nach Integration iiber saimtliche Frequenzen von 0 bis co erscheint 
wieder Formel (1) 
4 co 


§ 2 
enor: on Gea 4 ag 


mit dem zuerst von Lonpon angegebenen genauen Wert der Kon- 
stanten o. 


; Der Verfasser méchte Herrn Dr. G. Lerprriep fiir anregende © 
Diskussionen und wertvolle Ratschlige bei der Durchfiihrung dieser 
Arbeit herzlich danken. 
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Lichtelektrisches Verhalten 
von Alkalihalogenidkristallen mit Kolloiden* 


Von 
I. TarjAN, Debrecen. 
Mit 6 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 24. August 1944.) 


1. Die Herstellung von Alkalikolloiden in Alkalihalogenidkristallen 
ist infolge der Untersuchungen der Pontschen Schule wohl bekannt!. 
Nach noch nicht veréffentlichten Beobachtungen hat GyuLar noch im 
Jahre 1925 an additiv gefarbten NaCl-Kristallen festgestellt, daB die 
Erregung mit blauem Licht an diesen additiv gefarbten Kristallen 
gegeniiber den durch Réntgenlicht verfarbten ganz abweichende Wir- 
kungen (Erregung) hervorruft?. Es ist nach meinen Untersuchungen 


sehr wahrscheinlich, da diese Erscheinungen von feineren Alkali- — 


kolloiden stammen. Da es nach meinen Untersuchungen méglich ist, 
Kolloide verschiedener Gré8enordnung herzustellen, war es der Zweck 
dieser Arbeit, diese alten Beobachtungen weiter zu verfolgen. 

2. Es wurden also die optische Absorption und der lichtelektrische 
Primarstrom mit und ohne Erregung an additiv gefarbten Kristallen 
gemessen. Zu den Messungen wurde ein Doppelmonochromator ge- 
braucht. Die Kristalle waren aus additiv gefarbten Stiicken von etwa 
8-5-2mm* GréBe gespalten. 

Die MeBresultate, und zwar die Absorptionskoeffizienten, zeigen die 
Abb. 1 und 2, von denen die Absorption durch die Kurven 1 und 2 der 
Abb. 1 gekennzeichnet ist, durch die Kurve 2 die sog. Erregung. Die 
punktierte Kurve veranschaulicht die optische Absorption des mit 
Ro6ntgenlicht verfarbten Steinsalzkristalles, als Mittelwert mehrerer, 
aus der Literatur bekannter Messungen*. Die Vergleichskurve veran- 
schaulicht, im Maximum zur Deckung gebracht, da das fiir die 


* R.W. Pout zum 60. Geburtstag gewidmet. 

1 Morttwo, E.: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-physik. KI]. 1932, 254. 
SavosTIANowA, M.: Z. Phys. 64, 262 (1930). — Nature, Lond. 126, 399 (1930). — 
DE Borr, J. H.: Elektronenemission und Adsorptionserscheinungen, X, 1937. 

2 Gyutal, Z.: Z. Phys. 35, 414 (1926). 

3 Gyutal, Z.: Z. Phys. 32, 103; 33, 251 (1925). — OTTMER, R.: Diss, G6ttingen 
1927. — Z. Phys. 46, 798 (1928). — Smaxuta, A.: Z. Phys. 59, 603 (1930). — 
Gyutal, Z. u. P. TomKa: Z. Phys. 96, 350 (1935). 
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atomare Farbung charakteristische Maximum auch in den Kollo- 4 
idalen Farbzentren noch vorhanden ist, aber die Halbwertsbreite 

der Kurven 1 und 2 bedeutend gréBer ist. Weiter ist es auffallend, — 
da® fiir Wellenlangen iiber 550mp, wo die atomaren Zentren kaum 
noch absorbieren, eine neue Absorption auftritt. Obwohl die Kurven- — 
form anders ist, ist auch die fiir die atomaren Zentren charakteri- — 

stische Erregung vorhanden (Kurve 2). 


Absorptionskonstante in cm~ em 


400 500 600 wu 
Lichtwelleniange 7 - 


Abb. 4. Absorption des in Na-Dampf gefarbten Steinsalzkristalles. J Im Dunkeln ausgeruhter Zustand. ; 


2 Zustand nach Blaubelichtung. Die punktierte Kurve zeigt die Absorption des atomar gefarbten 
Steinsalzes in Maximum mit der Kurve 1 zur Deckung gebracht. 


» 
Die spektrale Verteilung der lichtelektrischen Leitfahigkeit stellt ‘ 
die Abb. 2 dar. Die schematische punktierte Kurve bezieht sich auf 
den allgemeinen Verlauf der atomaren Farbung. Bei den Kolloiden — 
finden-wir ein von dem der atomaren Verfarbung ganz anderes Verhalten. — 
Wir haben 4 Kurven d.h. vier verschiedene Zustinde. ; 


Bei der atomaren Farbung hat ein Kristall 2 Zustande: den ausge- 
ruhten, sog. Anfangszustand und den mit blauem Licht erregten. — 
Nach Blaubelichtung kann man den Anfangszustand durch langeres. 
Ruhen im Dunkeln oder durch Ultrarotbelichtung erreichen. Bei der 
kolloidalen Farbung sind die Verhiltnisse nicht so einfach. Die Ultra-_ 
rotbelichtung bringt den vorher blaubelichteten Kristall nicht in den 
Anfangszustand zuriick, sondern bewirkt einen Zustand, den die Kurve 1_ 
(Abb. 2) bezeichnet. Wird der Kristall im Dunkeln lingere Zeit 
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ayy ; 
(mindestens 6 Stunden) aufbewahrt, so kehrt der Kristall in den mit der 
_ Kurve fa bezeichneten Zustand zuriick. Starke Blaubelichtung ver- 
_ursacht einen mit der Kurve 2 bezeichneten Zustand. Wird der Kristall 
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cal 


Lichtel. Primarstrom pro Einheit awft¥allender Lichtenergie 


Lichtwellerlange 


Abb. 2. Lichtelektrische Leitung des in Na-Dampf xefarbten Steinsalzes. 1a Ausgeruhter Zustand nach 

Rotbelichtung. 2a Ausgeruhter Zustand nach Blaubelichtung. J Zustand nach Rotbelichtung. 2 Zu- 

stand nach Blaubelichtung. Die punktierte Kurve zeigt die lichtelektrische Leitung des atomar gefarbten 
Steinsalzes in Maximum mit der Kurve 1 zur Deckung gebracht. 


nach dem Blau mit Ultrarot belichtet, so entsteht der Zustand 1, wird 
er aber im Dunkeln gelassen, so entsteht der Zustand 2a. Das fiir ato- 
‘mare Zentren gewohnte Bild hért auf. Blaues und ultrarotes Licht ver- 
ursachen einen den Wellenlangen entsprechenden Zustand und es ent- 
stehen im Dunkeln die Zustande 1a bzw. 2a, welche ihrerseits davon 
_abhangen, was fiir ein Licht den Kristall vorher belichtet hat. 
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Vergleicht man die Abb. 2 und 14, so sieht man, daB die lichtelek- 


trische Leitung nicht ganz der Absorptionskurve entspricht: Die hohe 
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Lichtel. Primérstrom pro Ejnhelt 
auffallender Energie 


Abb. 3. Zeitlicher Verlauf des Ausruhens nach roter bzw. blauer 
Kolloiderregung, gemessen mit der Wellenlange 515 mu. 
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Lichtel. Primarstrom pro Einheit autfallender Energie 


0 2 0 2 % § 1075 cal 
Aus dem eae Licht absorbierte Energie 
Abb. 4a—d,. Ausbildung des S&ttigungszustandes aus dem 


ausgeruhten Zustand, als Funktion der aus dem 
erregenden Licht absorbierten Energie. 


Ausgangszustand Erregendes Licht 


a ausgeruht nach rot rot 
b  ausgeruht nach rot blau 
c¢ ausgeruht nach blau rot 
d ausgeruht nach blau blau 


Die Abb. 4 gibt den umgekehrten Vorgang an, d.h. die zeitliche 
Entwicklung des vollerregten Zustandes. Man sieht, daB der Ubergang 


: Gyurar, Z.: Z. Phys. 35, 411 (1926) Abb. 4. 


Absorption bei 
Wellenlange fehlt in der 
Leitungskurve. Wir haben 
ungefahr den Fall vor uns, 
der am blauen Steinsalz von 
GyuLal! beobachtet wurde. 
Aus der Form der Kur- 
ven 1 und 2 (Abb. 1) ist 
zu schlieBen, daB etwas 
von der sog. atomaren Er- 
regung auch hier noch vor- 
handen ist, aber durch eine 
neuartige §_Lichtwirkung 
(1a—>1; 2a—2, Abb. 2)- 
iiberdeckt ist. Diese Licht- 
wirkung nennen wir in 
Analogie jetzt: kolloidale 
Erregung. Als MaB der 
Erregung nehmen wir den 
Unterschied in der licht- 
elektrischen Leitungskurve 
zwischen dem ausgeruhten 
und dem mit Blau oder 
Rot vollerregten Zustand. 
3. Zur Fortsetzung der 
Untersuchungen war es 
notig, die zeitliche Aus- 
bildung des ausgeruhten 
Zustandes zu beobachten. 
Als MeBlicht wurde ein 
enger Bereich der Wellen- 
lange 515 mu verwendet. 
Abb. 3 gibt eine MeBreihe, 
an der man sieht, daB ein 
Zeitraum von 3—6 Stun-— 
den bei Raumtemperatur 


zur Ausbildung des End- — 


zustandes geniigt. 
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3 erst rasch, an ‘allmahlich Haseeiee: ists und im ganzen eine Ab- | 

sorption von 5:10-4cal rotem bzw. 5:4075 cal blauem Licht zur 
Vollerregung des kolloidgefarbten Kristalls gentigt. Auffallend ist, daB 


“die Vollerregung aus rotem Licht etwa zehnmal mehr Lichtmenge be- 
- nétigt, als die aus blauem. 
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Lichtel. Prinérstrom pro Einheit auftallender Energie . 
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Aus dem erregenden Licht absorbrerte Energie 


_ Abb. Sa—f. Ausbildung eines Sattigungszustandes aus einem anderen Sattigungszustande, gemessen 
mit verschiedenem MeBlicht. 


Anfangszustand Erregendes Licht MeBlicht 
a blau rot 450 mu 
b blau rot 515 mu 
c blau rot 670 mu 
d rot blau 670 mu 
e rot blau 515 my 
ft rot blau 450 mp 


4. Wie betont, bringen blaues und rotes Licht im Kristall eine sog. 
kolloidale Erregung hervor. Aus dem mit Blau erregten Zustand kann 

_ man direkt zu dem mit Rot erregten iibergehen, wenn man im Kristall 
_geniigend rotes Licht absorbieren l4Bt. Den Ubergang kann man mit 
verschiedenen Wellenlingen als MeBlicht verfolgen. Wie aus Abb. 5 
ersichtlich ist, zeigt sich dabei, daB ein Ubergang aus dem einen zum 
anderen Zustand manchmal durch ein Maximum geht. Es wird die 
-Empfindlichkeit fiir A = 450 my erhdht (Abb. 5a), wenn der mit Blau 
-yollerregte Kristall allmahlich mit rotem Licht bestrahlt wird. Der 
Endzustand entspricht der Abb. 2, aber der Ubergang geht durch ein 
Maximum. Etwas Ahnliches kann man auch in Abb. 5b sehen, wo das 
MeBlicht 2 = 515 mp ist. Man kann also die Empfindlichkeit des 
Kristalles gegen gewisse Wellenlange durch Lichtbehandlung erhdéhen. 
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Nach vielen Einzelbeobachtungen ist das Verhalten der Kristalle Me 


je nach der Kolloidzusammensetzung individuell. Bas 


5. Die neuartige Lichtwirkung auBert sich nur im lichtelektrischen _ 


Strom. Uber den Mechanismus dieser Wirkung konnen wit vorlaufig — 
nichts sagen, weil wir noch nicht sagen konnen, ob die Zahl der licht- _ 
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Lichtwellenlange ack 

Abb. 6, Absorptionskurven additiv gefarbter Steinsalzkristalle mit verschiedenem Kolloidgehalt ' 
in Maximum zur Deckung gebracht. 


4 
; 
elektrischen Elektronen oder die Schubwege dieser Elektronen oder 
aber beide beeinfluBt werden!. Im Falle von AgCl} werden die Schub- 
wege der Elektronen beeinfluBt. GLASER bringt im Falle von KClt}_ 
die Multiplikation von Quantenausbeute und Schubweg. Abb. 6 zeigt 
die Absorption von 4 Stiick verschieden gefarbten Kristallen, wo die | 
atomare Absorption punktiert eingezeichnet ist. Ein atomares Maximum — 


eee ¥ 


1 Graser, L.G. u. W. LEHFELDT: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, math.= 
physik. Kl. 2, 91 (1936). i ‘ 

+ Hecut, Ki: %, Phys: 77, 2344 (1932). 

tt GiaseR, G,: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, Math.-physik. Kl. 3, 31 (1937). 
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von Atkalihalogenidistaen mit Kolloiden. 
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im h vn 
M6 ; ; . He ae ys 
$a “ist zwar r hoch thea es ist jedoch daneben ein kolloidaler Ginter eer: | Ha 
eT: in verschiedenem Grade entwickelt. Fiir diese 4 Kristalle geben cat ‘ 
wir in Tabelle 1 die Resultate der lichtelektrischen SISSURE CS dh. das’. sg Be 4 
Z Produkt von Quantenausbeute und Schubweg: _ , und zwar in vier ae 4 
verschiedenen Zustanden: Nach Rotvorbelichtung ausgeruht; mit Rot eS o Rei 
zur Sattigung belichtet und a mit Blau behandelt. Die Saule 7 Ame ag 
_ gibt das Produkt von Z-»- = , das bei GLASER! und LEHFELDT kon- vs i 
q Wigs ey 
stant: 2,2-4108 ist. In der Gré8enordnung stimmt das Produkt mit Tae 
dieser Zahl gut iiberein, es zeigt sich jedoch eine Verkleinerung im Sinne it aS: f 
einer Abweichung der Absorptionskurve von einer atomaren Absorption. oy Ke, f i 
Dieser Befund ist in hat iy eae mit den Angaben von GLASER. Saige 
ae 
Tabelle 1. i. fr Cae 
3 4 LAS 
= mg 
ne Werte cm/V/cm fiir die , cy ay 
Kristall- : ; : j Z = Zentren- Z Woe ‘. tie, ; 
nummer | ausger. Rot- | gesatt.Rot-  ausger. Blau- | gesatt. Blau- | zahl/cm? eran 4 
: Kurven bei 465 m Wellenlange “6 zs x: 
7 | } be ity ae 
ce. 40,2408 54> 4072-7 8,77 10-2 | 64° 40-8) t's 134 = aot8 0,5+ 108 :" 
2 4,8 | 3,4 | 4,4 | © 3,6 4,7 0,5 o 
e733 14,0 | 8,6 1-41,3 | 12,0 4,2 4,1 oh ‘4 
4 6,0 5S 7,9 e756 2,1 4,1 fe 
5 | 21,5 23,0 | 35,0 35,0 0,6 1,4 i: 
6. Wir haben den neuen Effekt, den wir auf Rechnung der Kolloide , “S 1G 
schreiben, die kolloidale Erregung genannt. Man hat also hier eine eee, 
Methode in der Hand, um gelegentlich zu entscheiden, ob diese Arten > ane : 
von Kolloiden im Kristall vorhanden sind. Es ist aber bekannt, dab ink: P 
5 bei mit Réntgenlicht verfarbtem Steinsalz Gyurar und ARSENJEWA ‘ys 
zu verschiedenen Resultaten gelangt sind. Den Grund dafiir haben as 
GUDDEN und spadter GyuLAI und Tomka in einer kolloidalen Beimen- my 
-gung vermutet und angegeben. Nun ware es wichtig zu wissen, ob pce 
_ nicht schon beim reinen mit Réntgenlicht verfarbten Steinsalz kolloidale + ite 
_Beimengungen vorhanden sind? Die rote Erregung des lichtelektrischen ° des 
 Stromes gibt uns eine sehr empfindliche Methode zur Entscheidung 5 4 eg nf 
dieser Frage. Das Ergebnis einiger jetzt angestellten Messungen ist, rg of 
-daB die Stromwerte fiir ausgeruhte und rotausgeleuchtete Kristalle : ae 
auch bei frisch mit Réntgenlicht verfarbtem Steinsalz im Maximum ae a 
_ kleine Unterschiede aufweisen. Steinsalzkristalle, welche schon mehrere "5 SAR 
_ Jahre im Dunkeln gelagert waren, zeigen Unterschiede bis zu 20%. as iti “Ee 
pers A Le 
1 Graser, G.: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, Math.-physik. Kl. 3, 31 (1937). ‘ i fk 
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cea Zusammenfassung. 

4. Es wurden NCI-Kristalle mit Kolloidgehalt untersucht, in dae 
das fiir die atomaren Zentren charakteristische Maximum noch vor- 
handen ist. ay 

2. Es existiert ein Anfangszustand bei der spektralen Verteilung — 
der lichtelektrischen Leitung. 

3. Diese spektrale Verteilung andert sich, falls der Kristall, kurz 
geschlossen, mit Rot belichtet wird. 

4. Nach Blaubelichtung entsteht eine andere Verteilung, die nicht — 
identisch ist mit der bei den atomar Seyplenna Kristallen bekannten 
Verteilung. ; 

5. Die Veranderungen des Produktes Quantenausbeute ial Schubsal 
weg bei Kolloiderregung stimmen mit den sat ae aa der Literatur _ 
gut iberein. _ 

6. Diese Wirkungen sind auch bei mit Réntgenlicht Manges 5 
NaCl-Kristallen zu beobachten; es besteht also auch bei diesen Kri- 
stallen eine Kolloidbildung. 


S, 
Meine Arbeit habe ich im physikalischen Institut der medizinischen — 

Fakultat der Tisza-Istvan-Universitat in Debrecen unter Leitung von ~ 

Herrn Prof. Dr. Z. Gyutai durchgefiihrt, dem ich fiir die wertvollen 


Ratschlage auch in technischen sowie theoretischen Fragen zu tiefstem 
Dank verpflichtet bin. : 


Debrecen, Physikalisches Institut der Gr. St.-Tisza- Universitat, 
Marz 1939. 
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Abweichungen vom Ohmschen Gesetz | 
_ bei additiv gefarbten Alkalihalogenidkristallen*. | 


Von 
| Z. GyuLal und P. TomKa, Kolozsvar (Ungarn)}. 
3 Mit 3 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 24. August 1944.) 


Der eine von uns? hat tiber dieses Thema schon Beobachtungen 
verOffentlicht, und hat folgendes festgestellt: a) Die elektrische Leit- 
_ fahigkeit von additiv gefirbten Alkalihalogenid- (KCl und KBr-) 
. Kristallen nimmt bei konstant gehaltener héherer Temperatur mit der 
_ Zeit ab. b) Wahrend dieses Vorganges ist das OuMsche Gesetz nicht in 
Giiltigkeit, obwohl fiir die elektrische Leitung der nicht gefairbten 
_ Kristalle das OxuMsche Gesetz streng gilt. c) Nach der Entfarbung 
_ wird die elektrische Leitfahigkeit des Kristalls um eine Gré8enordnung 
_ Kleiner als die des zum Vergleich mitgemessenen, nichtgefarbten Kri- 
_ stalls. d) Die B-Konstanten der vAN’T Horrschen Formel, d.h. die 
_ Ionenablésungsarbeiten werden gréBer. e) Nach der Entfarbung wird 
* die Giltigkeit des OumMschen Gesetzes wieder hergestellt. 
sg Spatere Messungen haben aber gleich gezeigt, da der letzte Punkt 
_ nur fiir die Entfarbungstemperatur gilt und in mehreren Fallen haben 
sich schon bei etwas tieferer Temperatur groBe Abweichungen vom 
Oumschen Gesetz gezeigt, welche in. keinem Falle als MeBfehler zu 
deuten waren. Bei Halbleitern tritt oft eine Abweichung vom OHm- 
_ schen Gesetz auf, die aber meist Folge von Ubergangswiderstanden ist. 
- Die hier bei den gefarbten Kristallen auftretende Abweichung vom 
_ Onmschen Gesetz hangt aber mit dem Farbzustand des Kristalls zu- 
- sammen (im Kristall sind neutrale Alkaliatome oder Kolloide zugegen). 
_ H@rt namlich der Farbzustand auf, dann tritt teilweise das Oumsche 
 Gesetz wieder in Giiltigkeit, welche Erscheinung also auf tiefere Zu- 
- sammenhange deutet. Die Abweichung vom Oumschen Gesetz hingt 
; also in unserem Falle mit dem Leitungsmechanismus zusammen und | 
es schien deswegen zweckmaBig zu sein, weitere und ausfiihrliche Mes- 
sungen durchzuftihren. Das schien auch deswegen zweckmiaBig, weil, 


(is 


* Vorgelegt der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissenschaften in 
der Sitzung am 20. Marz 1944. 

1 R. W. Pout zum 60. Geburtstag gewidmet. 

2 Gyural, Z.: Z. Phys. 113, 28 (1939). 
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wie bekannt, eine Abweichung vom Oxnmschen Gesetz an NaCl-Kri- 
stallen bei sehr groBen Feldstarken schon beobachtet wurde. Die Ab- = 
weichung ist von der Temperatur abhangig, und zwar ist sie bei tieferen | af 
Temperaturen gréBer und bei héheren Temperaturen kleiner. Es be- — 
steht also eine Ahnlichkeit mit einigen von unseren Beobachtungen. ; 
Bei den gefarbten Kristallen aber konnen die Abweichungen schon bei 
kleineren Feldstarken sehr bedeutend sein und infolgedessen sind die 
einzelnen Versuchsbedingungen leichter zu verwirklichen. ef 
Es mu8 noch darauf hingedeutet werden, daf bei NaCl-Pastillen, — 
welche Wasserdampf enthalten, bei konstanter Temperatur ein stan- = 
diges Fallen der Leitfahigkeit ebenfalls auftritt. Auch in diesem Zu- 
stand besteht eine Abweichung vom Oxnmschen Gesetz. Das charak- 
teristische ist in diesem Falle wieder, daB im Kristallinneren fremde | 
Korpuskeln (in diesem Falle Wassermolekeln, wahrscheinlich dissoziiert) —_ 
vorhanden sind, die im Leitungsmechanismus bedeutende Veranderungen _ 
hervorrufen kénnen. Der Kristallzustand in den gefarbten Kristallen — 
ist nach der Entfarbung nicht identisch mit dem der nichtgefarbten, ~ 
wie aus optischen Messungen bereits bekannt ist. Nach den Beob- 
achtungen von HitscH und Pout! tritt in einem entfarbten Kristall 
im Ultravioletten eine neue Absorptionsbande auf. Die Trager dieser 
Absorptionsbande wurden zuerst U-Zentren genannt und haben sich — 
spater als Kaliumhydridmolekiile erwiesen. Das Vorhandensein einer 
besonderen fremden Korpuskel im Kristall beweist die Tatsache, daB _ 
ein solcher Kristall, mit ultraviolettem Licht geeigneter Wellenlange — 
bestrahlt, wieder farbig wird. Diese optische Beobachtung beweist 
eindeutig, daB der Kristall nach der Entfarbung nicht in den Anfangs- : 
zustand zurtickgekehrt ist. Die Fortsetzung der Leitfahigkeitsmessungen — 
ist also begriindet. , 
Die Ausfiihrung der Messungen geschah nach der schon friiher — 


. angewendeten Stromspannungsmethode, nur haben wir jetzt die fol- 


genden Gesichtspunkte als wichtig eingehalten: a) Damit die Unter- 
schiede infolge der Kristallindividualitat woméglich klein gehalten 
werden, kamen nur Probestiicke aus demselben Kristallstiick zum — 
Vergleich. b) Es kamen Kristalle von drei verschiedenen Farbungs-. 
graden (nach Augenma® geschitzt) zur Untersuchung. c) Die Kristall- 
dicke wurde absichtlich variiert. Dieser letzte Gesichtspunkt schien i 
notwendig, damit wir unsere Messungen mit den bei hohen Feld- 
starken gemachten vergleichen kénnen. ; 

Als Versuchsmaterial kamen teilweise KCl-Kristalle von O. Stastw _ 
gefirbt, teilweise KCl-Kristalle von R. W. Poux® geschenkt, von uns _ 

1 Hitscu, R. u. R. W. Pout: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, math.-physik. KL. 
1933, Fachgruppe IL, Nr 46, 322 u. Nr 52, 406. 


2 Fiir die Liebenswiirdigkeit driicken wir sowohl R. W. Pow, wie O. Stastw 
an dieser Stelle unseren besten Dank aus. 
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gefarbt zur Verwendung. Von KBr wurden 3 Stiicke untersucht, mit : iy, 
drei verschiedenen Farbungsgraden. Nach dem Farbungsgrad vom ae 
_schwiichsten angefangen bezeichnen wir sie mit KBrI, KBrII und ioe 
-KBrIII. Die Farbung von KBrI war sehr hel], das Stiick KBr II Bas: 
war viel dunkler gefarbt und das Stiick KBr II war nur etwas dunkler ; Rs, 
als KBrII. Der F arbungsgrad des KCl war auffallend dunkel, so daf A 
schon ganz diinne Spaltstiicke dunkelviolett waren. ae 
Die Me8einrichtung und -methode war genau die gleiche, wie bei ps 
den friiheren Untersuchungen. Als Kontaktmaterial wurde teilweise a 
Hydrokollag, teilweise Graphit verwendet. Die Temperatur des Ofens Ri 
wurde mit einem Konstantan-Chromnickel-Thermoelement gemessen. R 
Die Entfarbung der Kristalle geschah im Ofen selbst, ohne die Kristalle ie 
herauszunehmen. Fiir die Entfarbung waren drei verschiedene Wege oe Bi 
gewahlt: 1. Der Kristall wurde einfach bei héherer Temperatur gehalten. a ae 
2. Nach Strasiws Vorgehen wurden bei einer Temperatur von 350 bis - oe 
380°C an den Kristall 300 bis 400 V Spannung angelegt. 3. Der Kristall * “oi 
_ wurde bei einer Spannung von 300 bis 400 V langsam auf eine héhere Ba 


Temperatur erwarmt, bis er entfarbt war. 

Es war zu erwarten, daB die verschiedenen Entfarbungsmethoden 
-verschiedene Endwirkungen zustande bringen, aber die vorliegenden 
_ Messungen geben hierauf keine eindeutige Antwort. 

Die Messung der ,, lemperaturgeraden“ (log x =f (1/T)) geschah immer 


bei fallender Temperatur. Die elektrische Leitfahigkeit wurde bei allen . 3 

. Temperaturen unter verschiedenen Spannungen gemessen, aber die nn he 
,, lemperaturgeraden*‘ wurden nur bei klemeren Spannungen ausge- Oia 

_ rechnet, fiir die das OHMsche Gesetz in guter Anndherung giiltig ist. Vegas 
Die Kristalle wurden oft nach einer MeBreihe langere Zeit bei einer ee 
Temperatur von 400° C gehalten, d. h. getempert und wieder gemessen. fs? 

_ Dieses Wiederholen der Messungen war nétig, um gegebenenfalls irre- hee 
versible Veranderungen festzustellen. “se 
Die Messungen haben vor allem die von einem von uns schon mit- ae 
geteilte Beobachtung! wieder bestatigt, daB nach der Entfarbung die te 

_ Leitfahigkeit kleiner und die Ionenablésungsarbeit gréBer werden. Die Tipe 
systematischen Messungen bringen aber als neues Ergebnis, dab die a 
Abweichung vom Oumschen Gesetz nach der Entfarbung bei der Ent- ee 
farbungstemperatur zwar aufhért, aber bei tieferer Temperatur wieder Pr 
in Erscheinung tritt und eine Funktion der Temperatur ist. Die Resul- ne 


tate zeigt fiir einige Kristalle die Abb. 1. $i 
Als MaB der Abweichung vom Oxmschen Gesetz nehmen wir das ns 
Verhiltnis der bei 610 und 110 V gemessenen spezifischen elektrischen 
Leitfahigkeiten und diese tragen wir als Ordinate auf. Als Abszisse 
“sind die Temperaturen aufgetragen. Da bei der Entfarbungstemperatur 


1 Gyutal, Z.: Z. Phys. 113, 28 (1939) Abb. 1.u. 2. 
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DOS aoe Pay - Z. Gyurar und P.TomKa: 
das Oumsche Gesetz wieder in Kraft tritt, wird in os Abb. 1 dadurch 
veranschaulicht, da die Verhaltniszahl in der Nahe von 400°C ber 
jeder Kurve den Wert Eins hat. Von dieser Temperatur abwarts nimmit: 
sie aber zu. Die Abweichung ist fiir jedes Kristallindividuum ver- 
schieden und wird nach mehreren Erwarmungen auf die Entfarbungs- 
temperatur allmahlich kleiner. Dieses Kleinerwerden zeigen die Kur: 
ven 1 und 2, und die Kurven 3 und 4 an 2 Kristallstiicken aus KBr I 
Die Tatsache, daB die Kurven 2 und 4 unter den Kurven 1 und 3 liegen, — 
weist darauf hin, da® die Kristalle nach der Entfarbung noch nicht 
im inneren Gleichgewicht sind, 


Mihai bat aoe 
oe re. 7? rey 
- t< <3 


= 4 aber beim Tempern dahin zu 
g gelangen trachten. ‘* 
Diese innere Zustandsan-_ 
. & derung kommt auch dadurch 
NS 2 zum Vorschein, daB die Ionen 
: 38 ablésungsarbeiten, die man 
28 bei wiederholten Messungen 
8 nacheinander erhalt, allma th: 
S lich kleiner und die spezifi- 
S 7 schen Leitfihigkeiten gréBer 


— top2g Werden. In der Tabelle 1 sind 
Temperatur Zahlen angegeben, welche an 
Abb. 1. Kristallen von gleicher Farbe 
und gleicher Dicke gewonnen 

sind. Sie zeigen, daB der Zusammenhang zwischen der Abweichung v 2 
Bie, Oumschen Gesetz und der Ionenablisungsarbeit tiefgreifend ist. Die 
srs te Art der Entfarbung ist in der dritten Spalte angegeben. Wenn wir die 
einzelnen Kristalle nach Ionenablésungsarbeiten in Reihe ordnen 
(Spalte 5), so folgen die Zahlen der (OHMschen) Abweichungen in gleich er’ 
Reihenfolge nacheinander (Spalten 6 bis 9). Die Abweichungen vom OnM- 
schen Gesetz sind desto gréBer, je gréBer die Ionenablisungsarbeiten 
sind. Wir erhalten weiter noch einen interessanten Fingerzeig auf 
tiefere Zusammenhinge, wenn wir die spezifischen Leitfaihigkeiten der 
einzelnen Kristalle bei einer bestimmten Temperatur aufzeichnen 
(Spalte 10) und die Zahlen mit denen der Spalte 5 vergleichen. Wenn 


ae ae 


al wir bedenken, da die Zahlen fiir verschiedene Kristalle gelten, ist un- 
hie bedingt auffallend, daB mit kleineren B-Werten (Spalte 5) eindeutig 
a: gréBere spezifische Leitfahigkeiten einhergehen. Wir wollen hier be- 
‘Og sonders darauf hinweisen, daB die Kristalle9 und 10 nach 2 Jahre: 1 
ay untersucht wurden und ihre B- und K-Werte nahe tbereinstimmen 
at mit denen des nicht gefarbten Vergleichstiickes. DaB die Verhaltnis- 

5 zahlen der spezifischen Leitfahigkeiten annahernd gleich Eins sind, zeigt, 
me daB die Giiltigkeit des Oumschen Gesetzes wieder hergestellt wurde. 
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Obwohl die Ubereinstimmung gut ist, miissen wir doch gewisse Indi- 
vidualunterschiede gelten lassen, wie es bei Kristallen allgemein be- . 
kannt ist. at 
Weiter miissen wir hier bemerken, daB an den logarithmischen — 
Geraden kleine Knicke auftreten kénnen. Solche Knicke waren uns? — 
schon an nicht gefarbten Kristallen bekannt. Jetzt kann man aber ~ 
vermuten, daB diese auch mit den in den Kristallen sich abspielenden — 
Veranderungen zusammenhangen. In der letzten Spalte der Tabelle 1 _ 
geben wir B-Werte an, welche zu solchen Knickstellen gehéren. Einige » 
Kristalle zeigen demgegeniiber keine Knicke, welcher Umstand so zu ~ 
deuten ist, daB die Knicke zu voriibergehenden Zustanden geh6ren. — 
Die MeBresultate, nach dem Farbungsgrad der Kristalle geordnet, — 
weisen darauf hin, daB die Abweichung vom Oumschen Gesetz desto y 
groBer ist je groBer die Farbung im Kristall war. Die MeBresultate — 
sind in der Tabelle 2 zusammengestellt. & 
Obwohl die KCl-Kristalle nicht mit den KBr-Kristallen vergleich-— 
bar sind, nahmen wir ihre Werte doch in die Tabelle auf, weil sie auf-— 
fallend zeigen, daB bei starker Farbung die Abweichungen sehr groB — 
sein kénnen. An KBrIII gemachte viele Messungen zeigen, daB bei 
demselben Farbungsgrad auch in der Abweichung vom Oxnmschen — 
Gesetz groBe Unterschiede auftreten. (Die genaue Angabe des Farbungs- 
grades sollte mit der Angabe des Absorptionskoeffizienten geschehen. — 
Leider war das hier nicht méglich.) Nach dem Vergleich mit den Daten © 
vom KBr I ist jedoch ersichtlich, daB die Abweichungen bei den dunkler 
gefarbten KBr II- und KBr III-Stiicken gréBer sind. Die Zusammen-_ 
hange kénnen aber nicht einfach sein, da der innere Zustand der Kri- 
stalle nicht stabil ist, und jede Temperaturbehandlung sie in bestimmter _ 
Richtung weiter verandert, wie wir es im dritten Punkt gesehen haben. 
So miissen wir es fiir selbstverstaindlich halten, daB bei unserer quali- 
tativen Angabe des Farbungsgrades, bei derselben Farbung, mehrere — 
B-Werte und mehrere Zahlen fiir die Abweichung zu erhalten sind. — 
Das auffallendste Ergebnis unserer weiteren Messungen ist, daB- 
die Kristalldicke in der Leitfahigkeit eine besondere Rolle spielt. Unser: 
bisheriges Resultat namlich, daB die spezifische Leitfahigkeit eines” 
Kristalls bei verschiedenen Feldstarken verschiedene Werte annehmen { 
kann, miissen wir noch dahin erginzen, da8 die spezifische Leitfahigkeit © 
zweier nicht gleich dicker Kristalle bei gleicher Feldstarke nicht gleich - 
ausfallt, sondern der dickere Kristall bei gleicher Feldstirke gréBere 
spezifische Leitfahigkeit besitzt. Die Resultate sind in der Abb. 2 
anschaulich dargestellt. 
Als Abszissen sind die Feldstarken und als Ordinaten die speai 


' fischen Leitfihigkeiten aufgetragen. Von allen Farbungsgraden sind die— 


* Gyural, Z.: Z, Physik 96, 210 (1935) Tabelle 2; 113, 28 (1939) Abb. 1-u. yA 
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MeBdaten eines diinneren und eines dickeren Kristalls eingetragen. Die_ 
3 Teilabbildungen (a, b, c) beziehen sich auf schwache, mittelstarke 
und starke Farbungsgrade. Die Abbildungen zeigen, daB die spezifischen 
Leitfahigkeiten bei allen Farbungen fiir die diinneren Kristalle kleiner 
sind und ihre Anderung mit der Feldstarke auch schwacher ist als die 
der dickeren. Die absoluten Werte der spezifischen Leitfahigkeiten 
sind bei den starker gefarbten Stiicken gréBer (a, b). Die Steilheit der — 

einzelnen Kurven zeigt einfach die 


20 eo” |zznm 244°C ‘| GréBe der Abweichungen vom — 
ni 1Zmm_|a : 
Gawain 


Oumschen Gesetz. Bei der Teil- 
-abb.c miissen wir hervorheben, 
daB sie sich auf KCl bezieht, und — 
der OrdinatenmaBstab zehnmal — 
gréBer genommen ist als in den — 
Teilabb. a und b. Diese Abb. c 
zeigt die Wirkung der starken 
Farbung; denn die Leitfahigkeits- _ 
werte der reinen KBr- und KCl- — 
Kristalle sind ungefahr gleich. 
Aus der Abb. 2 geht also klar 
hervor, daB die Kristalldicke bei 
der Leitfahigkeit der gefarbten — 
Kristalle eine besondere Rolle — 
spielt. Das kann man dadurch © 
deuten, da8 man in dem Leitungs- — 
0” 1000 2000 30009000 Sogg +4 eChanismus der gefarbten Kri- — 
Feldstdirke Volt/cm. stalle Raumwirkungen annimmt. _ 
Abb. 2a—c. Diese Raumwirkung ist neu und 
wir geben in der Tabelle 3 Zahlen — 
fur vier verschieden dicke, aber gleich gefirbte KCl-Kristallstiicke _ 
, bei 279°C. In der oberen Reihe der Tabelle sind die Kristalldicken — ; 


Tabelle 3. Die Abhdngigheit der Stromstarke (i) von der Kristalldicke bei verschie- 
denen Feldstirken an starkgefdrbten und entfirbten KCl-Kristallen. q 
(MeBtemperatur 279° C.) 
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See ie elektrischen Feldstarken in V/em angegeben. Die 
: icken auBert sich darin, daB die gemessenen Strom- 
starken mit der Kristalldicke zunehmen, obwohl bei normaler Ionen- 
Jeitung die gemessenen Stromstarken in der ersten Reihe bei allen 
| Kristalldicken gleichbleiben sollten. Genau dasselbe ist in allen waag- 
. rechten Reihen der Fall. In der letzten Spalte sind die Verhaltniszahlen 
| der bei groBter und kleinster Kristalldicke gemessenen Stromstirken 
| %3/t13 angegeben. Diese 
’ Verhaltniszahlen sind 
nicht gleich. Das ist ein 
Zeichen dafiir, daB die 
Stromzunahmen nicht in 
einfachem Zusammen- 
hang mit der Kristalldicke 
stehen. Betrachten wir 
weiter die Stromwerte in 
einer -vertikalen Reihe, 
d.h. bei einer bestimmten 
Kristalldicke, so sehen 
wir, daB die. Stromzu- 
nahmen rascher wachsen 
als die elektrischen Feld- 
starken. Das ist eine an- 
dere Ausdrucksform der 
Abweichungen vom OHM- : Ab. 3. 
schen Gesetz, die wir 
schon gesehen haben. Aus den zu der letzten Reihe angegebenen 
Verhaltniszahlen (Stromwerte bei 1000 V/cm Feldstarke dividiert mit 
den Stromwerten bei 100 V/cm Feldstarke) sieht man, daf die Ab- 
weichungen vom Oumschen Gesetz bei den dickeren Kristallen groBer 
sind. Diese Zahlen miiBten im Falle der Giltigkeit des Onmschen 
- Gesetzes gleich Eins sein. 
Um diese wichtigen Resultate anschaulich zu machen, geben wir 
‘in der dritten Abbildung die spezifischen Leitfahigkeiten als Funktion 
der Kristalldicke an. Die K-Werte, welche bei gleichen Feldstarken 
erhalten wurden, sind mit einer Linie verbunden. Es ist augenfillig, 
daB die bei kleinen Kristalldicken und verschiedenen Feldstarken ge- 
-messenen Werte einander sehr ahnlich sind; weiter kann man folgern, 
daB die bei noch kleineren Kristalldicken giiltigen Werte zu einem 
gut bestimmten Wert konvergieren wiirden. 
- Diese Kurvenschar ]48t vermuten, daB bei kleinen Kristalldicken 
und kleinen Feldstaérken die spezifische Leitfahigkeit unabhangig von 
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k: spezitische elektrische Leitfahigke/t Ohm~* cm~1 
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emgetragen, welche die Werte 1,3, 2,3, 3,6 und 6,3 mm hatten. In der 
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dicken und Feldstairken wird aber die Zahl ae pie thblen Leitungs- 
korpuskeln vergréBert. Von der weiteren Untersuchung’ der Kurven- 
form sehen wir jetzt ab, weil wir zur naheren Ergriindung der Finzel- 
vorginge weitere und zweckmaBig angestellte Versuche fiir nétig halte 

Diskussion. Das wesentliche Resultat unserer Arbeit kénnen wir 
dahin zusammenfassen, da®B fiir die elektrische Leitung U-zentren- 
haltiger Kristalle das Oumsche Gesetz nicht gilt. Die Frage ist, wie wir 
diese Erscheinung rechnerisch erfassen kénnen und was fiir einen 
Mechanismus wir annehmen miissen, damit wir die oben mitgeteilten | 
Zasammenhiange erklaren. In einer Arbeit hat der eine! von uns nc 
Tatsachen aufgezahlt, die einen Vorgang wahrscheinlich machen, nach 
welchem die neutralen K-Atome (F-Zentren) ihre Elektronen bei 
hdheren Feldstarken leichter abgeben und infolgedessen bei gréGeren. 
Feldstarken die Zahl der stromvermittelnden Korpuskeln vergréBert 
wird. Wenn diese Vorstellung vom Vorgang richtig ist, muB sich dies. 
in einer Abweichung vom Oumsche Gesetz auBern. 

Diese Vorstellung kénnen wir auf unsere hier gemachten Beob- 
achtungen anwenden, weil in den entfarbten Kristallen jetzt die sog. 
U-Zentren (Kaliumhydrid-Molekiile) vorhanden sind, welche in irgend- 
einer (direkten oder indirekten) Art an der Lieferung der stromtragenden 
Korpuskeln mitwirken. Unsere friihere Annahme, da® dieser Beitrag” 
bei héheren Feldstarken gréBer ist, ist auch in diesem Falle anwendbar. 

Unsere hier mitgeteilten Beobachtungen bringen zwei neue Erfah-— 
rungen; die eine ist, daB die Abweichung vom Oxnmschen Gesetz ves 
400° C abwarts auftritt und mit fallender Temperatur wiachst; 
zweite ist die, daB die spezifische elektrische Leitfahigkeit und die At= 
weichung vom Oumschen Gesetz von der Kristalldicke abhangig sind 
Diese zwei Beobachtungen sind fiir F-Zentren noch nicht gemacht 
worden, aber sie sollen nachgeholt werden. Die Abhangigkeit oo 
spezifischen Leitfihigkeit von der Kristalldicke ist nach der Literatur 
schon in einigen Fallen beobachtet worden. PooLte und Rice 
haben namlich in Glas, Glimmer und Kalkspat, JorrE® in dinnem 
Glasschichten bei hohen Feldstarken von 10 bis 100 kV/cm rer 
Abweichung vom Oumschen Gesetz und eine Dickenabhangigkeit beo 
achtet. Sie haben auch fiir den quantitativen Zusammenhang 7 
ihren Messungen eine empirische Formel angegeben. 

Unsere Kurven in der Abb. 3 zeigen, daB sich im Falle der U- Zenttem 
in den Kristallen ahnliche Vorginge abspielen diirften wie in diinner 


1 Grote: Z.: Z. Phys. 113, 28 (4939). 


* Poor, H.H.: Phil. Mag. 42, 488 (1921). — Scuizter, H.: Ann. Phys., 
Lpz. 32 (1926); 83, 137 (1927). % 
8 Jorrg, A.: Phys. Z. 28, 914 (1927). re 
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—- peas vom ‘Onwschen Gesetz. ey ‘A FAB 

aa - feed i abcasecttea bai hore Feldstarken. GUNTHER- 

SCHULTZE? hat fiir den Mechanismus dieser Erscheinungen eine Theorie 

ausgearbeitet und seine Formel ist quantitativ in Ubereinstimmung 

mit der empirischen Formel von PooLr und Scuitrer. Das Grund- 

gende in der Uberlegung von GUNTHERSCHULTZE ist die Annahme a 

ines ionisationsartigen Vorganges im Kristallinneren. Daraus folgt eee 

schon, daB fiir den dickeren Kristal sich die spezifische Leitfaihigkeit ; 

erOBer ergibt, weil bei gleicher Feldstarke in dickeren Kristallen eine * Mala 


Ionisation fahige geladene Korpuskel mehr Gelegenheit zur Erzeu- Cai 
gung neuer geladener Korpuskeln hat, als in diinneren Kristallen. “) Mi 
Man hat neuerdings auch in isolierenden Fliissigkeiten Abweichungen ioe 


vom OumMschen Gesetz und auch eine Dickenwirkung beobachtet?. 
Die Erscheinung wird durch in der Fliissigkeit entstehende Ionisations- - ; 
virkung erklart. Diese Erklarung kann auch in unserem Falle ange- eae 
nhommen werden, mit dem Vorbehalt, da8 wir von ionisationsartigen sak te 
Vorgangen, und nicht von einer eigentlichen Ionisation sprechen. Bild- 
lich k6nnen wir uns den Vorgang also so vorstellen: Einzelne Ionen 
kOnnen durch gewisse Ionen oder Elektronen durch Sto8 aus ihrer 
Ruhelage entfernt werden. So wird die Zahl der Leitungskorpuskeln 
vergrOBert. Es ist wahrscheinlich, daB es nicht gewohnliche Ionen sind, 
welche diese stoBartige Wirkung auf gewisse Ionen ausiiben kénnen. 
Es ist vielleicht auch zweckm4Big, vorlaufig anzunehmen, daB auch 
diese Leitungskorpuskeln, welche durch eine stoBartige Wirkung in die 
Stromleitung eingegliedert werden, nicht gewdhnliche Leitungsionen 
sind. Dariiber kénnen erst neue Messungen AufschluB geben. Unter ae 
diesem Gesichtspunkt scheinen die (Kaliumhydrid) U-zentrenhaltigen i 
Kristalle ein gutes Versuchsmaterial zu sein, weil die Versuchsbedin- 
gungen leicht herzustellen sind. Andererseits ist es méglich, die U- 
Zentren auch optisch zu verfolgen und die Vorgange im Kristallinneren 
sv auf andere Art zu untersuchen. 


Zusammenfassung. 


4. Es wurde festgestellt, daB in gefarbten KBr- und KClI-Kristallen 
nach der Entfarbung zwar bei der Entfarbungstemperatur die Giiltig- 
keit des Oumschen Gesetzes wieder hergestellt wird, aber bei tieferer 
Temperatur die Abweichungen aufrechterhalten bleiben. 
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- 2. Die Abweichungen vom Oxmschen Gesetz wachsen, angefangen \ Sena 
yon. der Temperatur der Entfarbung, mit fallender Temperatur. ” ae 

_ 3. Die Abweichungen vom Oumschen Gesetz werden durch Tem- af das 
pern und langeres Ruhenlassen kleiner, und héren eventuell ganz auf. we 
1 GUNTHERSCHULTZE, A.: Phys. Z. 24, 212 (1923). 5 ; Y 


2 RuuLE, F.: Phys. Z. 44, 89 (1943). A 
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Der Sebi cinaiee rictalicuston ist we s ein labiler Zustan 
aufzufassen. Sey a 
4. Die Abweichungen vom Oxmschen Gesetz stehen in Zusammen 
hang mit den Ionenablésungsarbeiten. _ 
5. In den Kristallen, in denen Abweichungen vom Oumschen Gesetz 
vorhanden sind, hangt die spezifische elektrische Leitfahigkeit von det 
Kristalldicke ab. \ 
6. In der Diskussion haben wir darauf hingewiesen, daB die in 
Punkt 5 angegebene Beobachtung vermuten lat, daB im Kristz IL. 
inneren neben der normalen Ionenleitung noch ein ionisationsartiget 
Vorgang auftritt. } 
Unsere Arbeit haben wir noch im Physikalischen Institut der Arz 
lichen Fakultat der gr. Tisza-Universitat in Debrecen angefangen, dan 
infolge der dazwischen gekommenen Ereignisse nach langerer Unte 
brechung im Physikalischen Institut der Franz. Jose/-Universiat 4 
-Kolozsvar (Klausenburg) fortgesetzt. 
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Kolozsvér (Ungarn), Physikalisches Institut der Franz-Josef-Uni 
versitat, im Marz 1944. ! 
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Supraleitung und elektrodynamisches Potential”. 


Von 


Mav. LAvE. 
(Eingegangen am 5. Mrz 1948.) 


Die Abnahme des in Gl. (S) unter Beriicksichtigung der Supraleitung definierten 
Potentials VY gibt die von einem quasistationdren Magnetfeld geleistete Arbeit 
wieder, sowohl, wenn die dem Felde angehérenden Kérper ihre Lagen dndern, 
als auch, wenn ein Teil des Normalleiters supraleitend wird oder umgekehrt. 
OV ist im allgemeinen nicht identisch mit der Anderung 6 U der freien Energie U, 
es kann vielmehr unter Umstanden F = —U sein. Abschnitt 7 gibt 2 Anwendungen 
auf Berechnung des magnetischen Grenzwertes, dessen Uberschreitung die Supra- 
leitung zerst6rt. 


1. Das Problem. 


Nach der MAXxwWettschen Elektrodynamik ist die Arbeit €A, welche 
ein quasistationdres Magnetfeld bei Anderungen der geometrischen 
Konstellation leistet, gleich der Abnahme (— éV) des elektrodynamischen 
Potentials V, dessen Definition aus der Feldstarke § und der Induktion 
% lautet: 


V=—fdzf (Bd). (1) 


0 

Der Index 7 am Integralzeichen deutet an, da sich die Integration 
tiber den ganzen Raum erstreckt; wir unterscheiden davon spdater 
mittels des Index s Integrationen, die sich nur iiber den Supraleiter 
erstrecken. Die Variation ¢ ist an die Nebenbedingungen gebunden, 
daB alle Stromdichten und alle permanenten Magnetisierungen Jt fest 
an der Materie haften (s. Gl. 12) und daf® in der den Zusammenhang 
von % und § festlegenden Formel 


B=uH+M (2) 
die magnetische Permeabilitat y fiir jeden materiellen Punkt nur eine 


Funktion des Feldstarken-Betrages H ist; manchmal werden wir sie 


als konstant voraussetzen. 
Im Gegensatz dazu lautet die allgemeinste Definition der freien 


Energie des Magnetfeldes: 
5) 
U = fdrf (Sd), (3) 
rT 0 


* Prof. CL. SCHAEFER zum 70. Geburtstag gewidmet. 
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518 M. v. Lave: 
so daB zwischen U und V der Zusammenhang besteht: 


U—V= fdr(B$). (4) 


Wird das Feld nur durch permanente Magnete, nicht auch durch Strome 
erregt, so ist tiberall rot = 0, und da stets div 8 = 0 ist, verschwindet 


dieses Integral. Dann ist V = U, und aus der allgemeinen Beziehung 
j4=—8V (5) 
folgt: 
GA=>—dOU, (5a) 


7 


Sobald aber Strome mitbeteiligt sind, bedarf es zur Aufrechterhaltung 
der Stromstarken, die sich in der einen Nebenbedingung ausspricht, 
einer Arbeitsleistung elektromotorischer Krafte; und dies kompliziert 
die Energiebilanz. Sind nur Stréme und keine permanenten Magnete 
vorhanden (3% = 0), und ist awBerdem u konstant, so folgt aus (1), der 
MAXwWELILschen Gleichung 


, ie, 
ret H =-- 3 (6) 


c 


und der das Vektorpotential % einfiihrenden Beziehung 


¥ = rot A (6a) 

die uns gelaufige Formel: 
z fee By rie 1 cS 4 
Vv=— : | dt (BH) =— = fara si) (7) 


Weiter folgt dann aus (7) und (4): 
U=—V=}fdtp*. 
r 


Dann ist nach (5): 


dA=+0U. (5b) 


Wir wollen nun nachweisen, daB Gl. (5) sich aufrechterhalten last, 
wen ein Supraleiter im Felde liegt, sofern man die Definition (1) 
passend ergiinzt. Man hat dabei die Dichte 3’ des Suprastroms zu 
beriicksichtigen, ferner die LoNponsche Konstante 2, auBerdem, sofern 
der Supraleiter einen Ring bildet, die Stromstarke J des die Bohrung 
umkreisenden Suprastroms und die (wenigstens fiir hinreichend 
dicke Supraleiter) den Induktionsflu8 durch die Bohrung messende 
»Periode’ S. Die neue Definition lautet: 

5) 


v='S9 Jarl [(Ba9) +4 agit. (8) 


r 0 
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Im Gegensatz zur Onmschen Stromdichte 9°, fiir welche weiter unten 
Gl. (13) die Bedingung formuliert, daB sie fest an der Materie haftet, 
gilt fiir die Suprastromdichte 9! Gl. (18). Desgleichen ist die Strom- 
starke J bei der Variation @ nicht unveranderlich, wohl aber die Periode 
S, wie es einem der Lonponschen Satze iiber den Ringstrom entspricht. 
Mit dieser unterschiedlichen Behandlung der beiden Stromarten hiingt 
eine Einschrankung zusammen, die wir uns auferlegen miissen: Dem 
Supraleiter wird kein Strcm von auBen zugefiihrt; vielmehr sind alle 
Suprastréme, ebenso alle OnMschen Stréme, als solche in sich geschlossen. 
Wichtig ist zudem die Erfahrungstatsache, da8 kein Supraleiter Ferro- 
magnetismus zeigt; wo }/ von 0 verschieden ist, ist It = 0. Die Ver- 
allgemeinerungen auf mehrere Supraleiter oder einen mehr als zweifach 
zcsammenhangenden Supraleiter sind so trivial, daB wir sie auBer acht 
Jassen. 

Unter diesen Voraussetzungen fiihrt Abschnitt 3 die Gl. (5) fiir be- 
liebige Verriickungen der Materie auf die uns bekannten Krafte des 
Magnetfeldes zuriick. Abschnitt 5 leistet dasselbe fiir den Fall, daB sich 
die Grenzflache zwischen Supra- und einem ihm chemisch gleichen 
Normalleiter relativ zur Materie verschiebt, so daB ein Teil der einen 
Phase in die andere iibergeht?. 


2. Die Grundlagen der Rechnung. 


Erleidet die Materie eine von Ort zu Ort variable Verriickung cu, 
so hangen die Anderungen eines beliebigen Skalars a in einem festen 
Raumpunkt, @a, und in einem materiellen Punkt, da, nach der Formel 
zusammen 

da =@Ga-+ (@u,grada). (9) 
Da die Werte von 4 und y (die letztere wenigstens bei konstantem H) 
an der Materie haften sollen, da also 


di=0O und @ (Ht = const) = 0 (10) 
zu setzen ist, gilt fiir die Rechnung von Abschnitt 3: 
dA =—(éu, grad A), Opn = const) = — (Ou, gradu). (41) 


Die Bedingungen, daB 3° und fest an der Materie haften, bedeuten, 
daB fiir jede materielle Flache do’ gilt: 


df 3°do’ =0, df M,do’ =0. 7 (12) 


1 Die Bezeichnungen und die grundlegenden Satze entnehmen wir aus M. 
v. Lave Ann. Phys., Lpz. 42, 65 (1942) und 43, 223 (1943). Sie sind ebenso ent- 
halten in der Broschiire ,, Theorie der Supraleitung’’ von M. v. Lave, Berlin und 
Géttingen 1947. Wir zitieren im folgenden dieses Buch kurz als ,,Supraleitung". 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 34a 
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df B,do' =fd'&B,do', | (13) 

d' B= B+ divB-du—rot [6u,B] (14) © 
ist. *Polelich haben wir in Abschnitt 3 mit 
85° = rot (Au, 3°, am ——div M- éu + rot + (9s =). (5), 


qu technen. Fir 9° fallt der zweite Term in (14) wegen "4 
. divg®=0 (16) 
fort. 
Aus der Voraussetzung, daB alle Suprastrémung in sich geschlossen 
ist folgt fiir das Innere und die Begrenzung des Supraleiters . 


div}'=0, gt =0. (17). 


SchlieBlich brauchen wir fiir den Suprastrom immer wieder die Lonpon- 
sche Beziehung!?: , 


cA + U=grad ¥ = (18) 


Pee 


. 
“EF 
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zwischen %/, %& und dem skalaren ,,Supraleitungspotential“’ Y. Letz-— 
teres ist nur fiir das Innere des Supraleiters definiert, daher mehr-_ 
-deutig, sofern dieser einen Ring bildet, und zwar gerade um die in (8) 
auftretende Periode S. Um keine Vorzeichenzweideutigkeit aufkommen 
zu lassen, machen wir den Ring durch den beliebigen Querschnitt Q- 
einfach zusammenhiangend. An Q unterscheiden wir die Seite 1 und 2. 


Ein positiver Strom J durchflieBe Q in der Richtung von 2 nach 1; + 
_zudem soll 


a ae 


S=¥,—¥, 7 (19) 


sein. Haben S und J dasselbe Vorzeichen (was durchaus nicht notwendig 
ist), so fallt danach grad ¥Y mit der Stromrichtung zusammen. Dies eT 


Festsetzung entspricht auch die Vorzeichenwahl beim ersten Sui a 
manden in (8). 


Aus der Vektorrechnung benutzen wir die bekannte Regel _ 
(rot 8) = (Vrot U)—div [u 8] 
in der U und B zwei beliebige Vektoren darstellen, 


1, Supraleitung’’ Gl. (12.40). 


i) ae 
’ 


=e te 


3. Der Beweis}. 
Nach (8) ist auszuwerten 


—av=—1s-a9 s+ efae{fiwas) + Lage) (21) 
0 


ye Ta : 
tos 


=o 
7, 


at 


‘Unter Benutzung von (2) und der daraus folgenden Gleichung 


ean A + 
eS = aa Bt ie 


a J (84S) = (B09) + (N+ 90n),a8) 
_zerlegen wir die Variation des Raumintegrals nach dem Schema: 
efar{fBds) +3439") = ely + 01g aI + 01,+.0l,, Wak a 
eh =far(Beg), el, fdr (Gem), OI,— fdr f ouHdH,} (22) © 
=f ar{Ay, 23), 2 oly 4 f arg en. 
Den Summanden ¢J, formen wir nach (6) und (6a) um, wobei statt 


3 im Normalleiter 3 S°, 1m Supraleiter aber 3’ zu setzen ist. Im Hin- 
blick auf (20) ersibt sich 


ec al eit ti Te fae 3}. 


Das erste Integral erstreckt sich nur iiber die Normalleiter, das zweite 
nur tiber den Supraleiter. Nach (18) finden wir somit: 


E- EOE Pe {far (%3,) + + fac (grad ¥, 23). 


-Partielle Integration iiber den Raum des Supraleiters lehrt aber, daB 
ie et . “ re) A eleaeel low! 
EL far (grad, 29) —— ~ [ dc div (23) ; ~ | Pasiae. 
oe s s . 
ist, wobei wegen (17) das erste Integral verschwindet, und zum zweiten 


die Oberflache des Supraleiters nichts beitragt. Hingegen ergibt der 
Querschnitt Q, falls der Supraleiter ein Ring ist, den Beitrag 


= 


2 —+ [ vay, do = + (%—¥%) 03 =~ S03, 


1 Eine Verallgemeinerung der Betrachtung bei Emit Coun, Das elektro- 
agnetische Feld, Kap. II, §4. Berlin 1927. 
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ist. Weiter ist nach (45): 


tf dx(Xe3%) = + far Q,rot (6, Bo]) => i; dr (B (éu, 3°) 


= [dx (eu (3° B)), 


a1, + @1,— | SeZ+ fdr (@u(Q?B)). 


Nach (41) ist : 
61, =—4 fdr (éu,gradd), 


H 
61, = — f dr(éu, f gradu Hd). 
0 


SchlieBlich folgt aus (15): ~ 
61, = f dt(H, rot [éuM) —eudiv M), 


und da, wo t+ 0 ist, rot H =-9 gesetzt werden mu (¥ 
hier fort!) gilt weiter 


Gites fart ((ou an 3°) — (@u, ) div a} 


=~ f ar(eu, > (Jom) +Hdivm). a 


Durch Addition der Gl. (23), (24), (25) und (26) folgt schlieBlich: 
—@V=fdr(eu®) 


H 


® = + [9°,u.$]— 9 div m— [ gradu HdH 1" grad. (27 
; 0 


y <a 
Wenn (5) hiermit iibereinstimmen soll, muB, da @u eine beliebige Funk 
tion des Ortes ist, K die Kraft des Feldes auf die Materie sein. Un 
in der Tat sind uns die ersten } Summanden wohlbekannt als die Kraft 
auf den Trager eines OuMschen Stroms, auf magnetische Ladungen 
deren Dichte ja gleich — div M ist, und auf Stellen verdnderliches 
Permeabilitaét. Den vierten Summanden —4} 9!" grad A endlich e1 
geben auch die Lonponschen Spannungen im Verein mit den MAXWELL 
schen ; er verschwindet im homogenen Supraleiter, weil in ihm grad A = 0 
ist. In dieser Ubereinstimmung liegt der gesuchte Beweis. 


rs Die eae an Unstetigheitsfldchen. 
pr wir vereinfachten uns den Beweis des Abschnitts 3, indem wir uns 
alle Ubergiinge als stetig dachten. Nachtraglich miissen wir Unstetig- 
keitsflachen in Betracht ziehen, indem wir sie als diinne Schichten 
sehr schnellen Ubergangs behandeln. Unterscheiden wir die beiden 


‘Seiten einer solchen Fliche wieder durch die Indizes 1 und 2, so ergibt 
der dritte Summand in (27) einen bekannten Kraftausdruck. 

_ Uns interessiert hier mehr die Fliche zwischen zwei homogenen 
Supraleitern, deren Konstanten wir mit 2,, und A, bezeichnen; es sei 
a i, also der Supraleiter Nr.1 der bessere. Wir beschranken uns 
auf zwei charakteristische Sonderfalle. 


Erstens flieBe der Suprastrom tangential zur Grenze. Dann be-_ 


‘steht zwischen den beiden Stromdichten die Beziehung?: 
4, (3 l= | Sl=—c. (28) 


Auch in der diinnen Schicht, in der wir uns den Ubergang vor sich gehen 
en, ist tiberall A| 3’| = C. Die Integration des vierten cy in (27) 
unter dieser Nebenbedingung ergibt aber 


hie witty = a gies ly Ue ond Pe 
—5 faz ig eager 7 A(5)a= 4 07(3- 3) 


Diese Kraft hat die Richtung in den besseren Supraleiter mit dem 
kleineren / hinein. 

Zweitens nehmen wir den Stromvektor als zur Grenzflache senk- 
‘recht an, dann ist in der Ubergangsschicht | 9’ =const. Unter dieser 
Voraussetzung ergibt dieselbe Integration 


$4 3 —4 A = 4 (1, — 12) 9" <0, (30) 


o wieder eine Kraft in den besseren Supraleiter hinein. An (29) 
und (30) erkennt man ohne weiteres die beiden Hauptwerte des Lonpon- 
schen Spannungstensors wieder, den Zug } A g? senkrecht zu den Strom- 
linien und den gleich starken Druck lings dieser. 

_ Am wichtigsten aber ist fiir uns die Kraft auf die Grenze zwischen 
dem Supraleiter und einem Normal- oder Nichtleiter. Einen Normal- 
leiter darf die Lonponsche Theorie als einen ,,unendlich schlechten” 
S ee citer mit 1/A=0 hinstellen, und ebenso einen Nichtleiter; nur 
4B bei diesem auch noch die hier nicht vorkommende Leitfahigkeit 
x all ist. So verstehen wir hier unter der Oberflache einen schnellen 


1 |,Supraleitung‘‘ Gl. (3.5). 


‘ -, 


Ubergang zu 1/4 = 0, wobei 9 nach (17) tangential liegt. Dann erg ibt 
(29) je Flacheneinheit der Oberflache einen Zug 4 3° ins Innere des 


Supraleiters, in Ubereinstimmung mit der aus den Lonponschen 
Spannungen folgenden Kraft. a 


4 


5. Die Potentialanderung beim Phaseniibergang. 


Wir wollen nun die vom Felde geleistete Arbeit CA =— CV fair 
den Fall auswerten, daB zwar alle Kérper ihre Lage und Forni behalten, — 
dafiir aber jedes Stiick der Grenzflache zwischen dem Supra- und einem — 
ihm chemisch gleichen Normalleiter sich um eine Strecke éw verschiebt; 
wir rechnen @w positiv, wenn die Verschiebung in den Normalleiter 
hineinfiihrt. Der Raum s, welchen der Supraleiter anfangs einnimmt, 
erweitert sich (bei positivem @w) zu einem Raume s’ durch den Zuwachs 
einer Schicht s’—s von der wechselnden Dicke @w. Wo der Supra- 
leiter nicht an den ihm chemisch ser Normalleiter grenzt, ist selbst- : 
verstandlich éw <0. 

Der Beweis von Abschnitt 3 setzte voraus, daB die afer en 
Konstanten in jedem materiellen Punkt erhalten bleiben; dies betra 
sowohl die Lonponsche Konstante 4 als auch, sofern sich H nicht an- — 
derte, die Permeabilitat ~. Bei der Phasenumwandlung jedoch andert 
sich das physikalische Verhalten in der Schicht s’--s von Grund au 
vorher war dort 9/ = 0, hinterher hat 9 in ihr einen durchaus endlichen 
Wert. Trotzdem sind alle anderen Feldanderungen unendlich klein, 
weil diese Schicht unendlich diinn ist. Dies trifft aus Stetigkei 
griinden auch auf die magnetische Feldstarke in der Schicht selbst zu; 
auch hier gibt es ein unendlich kleines @$, wahrend freilich 


erot =~ (3 ) 


endlich wird. Dies ist der springende Punkt des folgenden Beweises 


In der Potentialdefinition (8) setzen wir nach einem friither abge- 
leiteten Satzet 


wu i jy 1 x 
Se =[aray + + far(ay) 
$s 


und finden so: 


eens. fa Ta +5 ferase farfivasy 


Danach bilden wir 


" Laur, M. v.: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, math.-physik. Kl. 1946, 86. - 
,», Supraleitung™, Gl. (12.19). 


, ya : 


s 


Basra] €+( (19%), ra=—t farig. 


“Die nteerale éI, und @I, tiber die Schicht s’—s kommen hinzu, 
_ weil erst die Umwandlung selbst in ihnen Strom erzeugt. 
Nach (18) ist 


<i: Coeur haa (grad Y, 0) + (8, 280}. 


~a] 


7, 


&yy 


_ Ferner gilt, weil in der Schicht s’—s Gl. 31) anzuwenden ist: 


ef, =+{ faray) + farcasi}. 


Da weiter wegen cA = 0 
(AS, OS!) = (31, 2 (A 5) 
ist, k6nnen wir die Umformung vornehmen: 


4 Broun eo fax{ ((grad P—WU), 6.5!) + (3! sual) 
4 = farfax. ex) + tan} | 
=~ fae (91,029 + 40) 


ha 


=-+fa (31, @grad VP). 
s 


_ Und wenn wir hier partiell integrieren, finden wir wegen (17): 
OI, + I, + 81, + 01, = —3-3(%—%) =0; 
denn es ist (s. 19) S='%,—'%, unveranderlich. In @/, aber ersetzen 
wir dt durch éw-do. Dann folgt aus aided 
—0V=-tfdo-dwi¥. (35) 
_ Dies estiitigt uns, daB das Feld bei der Phasenumwandlung die Anpet 
q @A=—4fdo-dwl¥ 
. esctst’ was wir frither aus dem Zug £AS x” berechneten, der auf die 
 Oberflache wirkt. 


1 Im Gegensatz zu Abschnitt 3 ist hier 6 ; % 0% =BeH weil keine Verriik- 


; kungen éu_stattfinden, also oN = 0 und we = 0 ist. 
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6. Potential und jreie Energie. ah She Bis 
Bei Anwesenheit eines Supraleiters betragt die freie Energie des 
Magnetfeldes (vgl. 3): =< 


U= fart f (dB) +403"). G6) 
Nach (33) wird also 
, u—v=—+ fac(uy) + faz (B9) 
und da nach (6a) : ; 


far(B9) =+f facia») + faz(a3)} 


q 
7 


> 


ist, gilt ohne jede Einschraénkung: 


4 


u—v=s fara3%. Ons 


Andererseits folgt aus (8) und (36) 


svratsies few eae aa 


und da, sofern 4 von H unabhdngig ist, nach (2) “4 


+5) 
S{(H4B) — (VA H)} = — (MH) 


0 
ist, erhalten wir: { 


U+ V=1S-3— farm). (39) | 


SchlieBlich folgt aus (37) und (39): 


1 


U= 3 5-3- 5 fara + fb fares, 


(401) 
| » farms) -2 far (ayy. 


Abgesehen vom ersten Summanden rechts haben diese Formeln ganz 
die Bauart der aus der MAxwettschen Theorie bekannten, enthalten — 


* Die erste der Gl. (40) ist eine Verallgemeinerung einer frither abgeleiteten 
(M. v. Laur, Géttinger Nachrichten 1946, S. 86, oder ,,Supraleitung’, Gl. (12.21) 0 
insofern diese auch permanente Magnete beriicksichtigt. Der damals ausge- — 
sprochene Eindeutigkeitssatz bedarf insofern der Erganzung, als nicht nur die 
Periode S und die Oumschen Stréme das Feld eindeutig bestimmen, sondern, 
daB die Magnete dabei wesentlich mitspielen. ; 
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Ist das Feld nur durch permanente Magnete und einen Ringer 
_ im Supraleiter, aber nicht auch durch Oumsche Stréme erregt, so ist 

nach (37) V = U, also die Arbeit @A =— @U; sie geht auf Kosten 
_ der Feldenergie. Dies gilt, wie auch « von H abhangt. Sind umgekehrt 

nur Oumsche Stréme vorhanden, aber weder permanente Magnete 

noch ein Ringstrom, so gilt unter der Voraussetzung einer feldunab- 
_hangigen Permeabilitat nach (39) V=—U, also GA =+ 8U. Die 
elektromotorischen Krafte, welche die Oumschen Stréme gegen die 
Induktionswirkung der Feldénderung konstant halten, haben hier auBer 
der’ Arbeit @A auch noch einen ebenso groBen Zuwachs zur freien 
Feldenergie aufzubringen. Im allgemeinen la8t sich kein einfacher 
Zusammenhang zwischen ¢A und @U aufstellen. 


7. Thermodynamische Anwendungen. 
AnlaB zu dieser Untersuchung waren 2 Beispiele zur Thermodynamik 


des Phaseniiberganges, die sich an mehreren Literaturstellen bearbeitet - 


finden, und zwar auf energetischer Grundlage. Man findet dort Ergeb- 
nisse, welche von meiner allgemeinen Theorie dieses Uberganges }, 
mindestens fiir gegen die Eindringtiefe 


1ta¢ yA (41) 


_ diinne Kérper, abweichen. Ich méchte hier zeigen, daB eine richtige 

Anwendung energetischer Methoden, beruhend auf der Gleichung 
eA =— GV, in diesen Beispielen zu meinen friiheren Ergebnissen fihrt. 

_ Aus der Thermodynamik brauchen wir dabei (in Ubereinstimmung mit 

_ jenen anderen Stellen) die Gleichgewichtsbedingung, daB die zuge- 

_ fiihrte Arbeit @A gleich der Zunahme der freien Energie der Materie 
ist. Bezeichnet V das beiden Phasen gemeinsame Molvolumen, jy und 
f; die freien Energien je Mol des Normal- und des Supraleiters, schlieb- 
lich @S die Volumenzunahme des Supraleiters bei der Umwandlung 
(also im Sinne von Abschnitt 5 das Volumen der Schicht s’—s), so 
lautet die Gleichgewichtsbedingung 


aa=—av—S—™ as, (42) 


Als erstes Beispiel denken wir uns einen Kreiszylinder (seine Achse 
sei z-Achse, auBer z benutzen wir die Polarkoordinaten 7 und #), dessen 
bis zum Radius R reichender Kern supraleitend sei. Ihn umgebe ein 
Stiick Normalleiter, dessen Permeabilitat gleich 1 ist, und diesen wieder 


1 Lave, M. y.: Ann. Phys., Lpz. 32, 71, 253 (1938). — ,,Supraleitung’’ $§ 16 
und 17. 
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leerer Raum. Bei einem gewissen groBeren Radius folge dann ein von 
Oumschen Strémen durchflossenes Solenoid. Im leeren Raum innerhalb _ 
und im Normalleiter erzeugen diese Stréme ein homogenes Feld = Ho; 
auBerhalb des Solenoids ist kein Feld, so daB das Potential V, welches — 
wir hier je Langeneinheit des Zylinders ausrechnen, jedenfalls einen — 
endlichen Wert besitzt. Wollten wir uns dasselbe Feld mittels perma- 
nenter Magnete erzeugt denken, so miBte man ihm senkrecht zur z-- 
Achse unendliche Ausdehnung zuschreiben, so da sich kein endlicher 
Wert dieses V ergabe. Die Unveranderlichkeit der OnMschen Stréme, — 
die wir bei der folgenden Variation voraussetzen, verbiirgt die Konstanz _ 
von H,. In (42) beziehen wir fiir dieses Beispiel wie @V auch @S auf die © 


Langeneinheit. 
Als zweites Beispiel diene uns eine unendlich ausgedehnte, ila 
parallele Platte, welche von z =—d bis z = + d reicht und beiderseits ~ 


an normalleitende Schichten grenzt. Bei 2 Ebenen weiter auBen nehmen 
wir 2 Oumsche Stréme fiihrende Platten an; zwischen ihnen und dem — 
Supraleiter herrsche das homogene Magnetteld , = Hy, wahrend | 
auBerhalb kein Feld vorhanden ist. Das Potential V, welches wir hier | 
wie @S auf die Flacheneinheit der Platte beziehen, ist dann jedenfalls 
endlich. Auch dies ware nicht méglich, wollten wir die Felderzeugung 
permanenten Magneten zuschreiben. 

In beiden Beispielen ist danach die zugefiihrte Arbeit GA gleich dem 
Zuwachs der freien Energie des Feldes. 

Die Rechnung verlauft in beiden Beispielen so gleichartig, da8 wir 
sie fiir beide nebeneinander geben. Im Supraleiter sind Magnetfeld — 
und Stromstirke gegeben durch die Formeln! 


fiir den Zylinder fiir die Platte 
“ae Ig (ifr) Coj (f z) 
§,= o- 

Ds 1, (iB R) Ly = Ao Gor (Bay ’ 
ob Hy 11, (ipr) at — Mo Sin (pe ) 
Ve Va To BR) Ve Ya Cof (Ba) ” 


Der iiber den Supraleiter erstreckte Teil des Integrals in (8) ist danach 


-— $f dr($? +19") 


d. h. 
a Hi “ te 
ae 0 Pare te > 
Ys TRGBR) J ra) = wh, Sakae oR AS fi Cof? (Bz) + 
Be . 
—ITi(iBR)j\dr + Gin? (B2)} dz 


* Siehe ,,Supraleitung", Gl. (10.1) u. (10.3) bzw. (7.42). I, und J, bedeuten 
die BesseL-Funktionen nullter und erster Ordnung. , 


* aoe 


’ Say t,o 
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we Die Anderung, auf die sich @V und @S beziehen, bestehe im ersten 
i - Falli in einer Vergr6Berung von R um @R, im zweiten in einem Zuwachs 
der halben Dicke d um @d. Durch Differentiation der letzten Glei- 
chungen folgt?: 


eva Rt | | —aV, = H3[1—Zq2 (Bd) ad. 
ane I, (iB R) y' : 
ets ae ok | 
Das iiber den Raum piihalb des Supraleiters zu erstreckende Teil 
__ Integral in (8) erleidet bei den genannten Veranderungen, da aufSerhalb 


des neuen Volumens des So oes iiberhaupt keine Bhi ein-— 
_ tritt, den Zuwachs | 


tay, —=—xHRROR; ~*~ | _ ev —— Hed: 

und der Volumenzuwachs des Supraleiters ist: 
op = @S =20ReR. ake 0S = 2d. 
Ty (42) ist nun — @V =— @V,— eV, zu setzen; der Grenzwert He | 


der das Gleichgewicht awischer Normal-‘und Supraleiter erhalt, be- 
rechnet sich folglith aus den Gleichungen: 


pea) 3 i1,GBR)\%~ fy—fts $ 1 yp in — fs 
2 (ee a z 4 yeg_2 (pa) — INI | 
© 2 ON BR) V ) 2 70*8 oe 
_ “St ear \ 4 
--1 Dabei sind folgende Formeln zu benutzen: 
be R Z, 
Be. fraisnar=% ugeeR + AEBR), 
x 0 , 
; R $ 
: ; \ ek 2 : 
[rmapnar=— Ui GPR) —In GBR), (iB R)], . 
A, 0 , 
; 1 GBR) +I, @BR) = spp 0 GBR) 
_ Ersparen kann man sich die Integration durch Benutzung des von M. ee anon 
_ Gottinger Nachrichten 1946, S. 86 bewiesenen und in ,,Supraleitung, Gl. (7.3), 
| auagesprochenen Satzes: 
te far (Gt +19) =e a3 \n do, 


“wo n die innere Sa oate bedeutet. 
Ca Fiir die Derivierten Ij (i B R) und I’, (i BR) sind die Formeln zu benutzen: 


i 


aa 1g (BR) = —T, (GBR), 1, (BR) = 1, (4B R) ~ ipr! GBR). 
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530 M. v. Lave: Supraleitung und elektrodynamisches Potential. 


in Ubereinstimmung mit meinen friiheren Ergebnissen?. Fiir groBes BR 
oder Bd sind die Faktoren von ! Hj beide gleich 1. Wollte man ¢A = 
__ @U setzen, so bekime man bei konsequenter Rechnung Vorzeichen- 
umkehr auf der linken Seite dieser Gleichung -—- eine bare Unmdg- 
lichkeit. 

Diese Ubereinstimmung beweist nun freilich nicht allzu viel; das 
hier befolgte Verfahren ist namlich vom friiheren nicht unabhangig, 
da der Beweis der Gl. (5) in Abschnitt 3 auf demselben Kraftansatz 
beruht, der sich aus den Lonponschen Spannungen ergibt und den das 
altere Verfahren direkt benutzt. Auch ist das hier befolgte Verfahren 
nur deshalb in diesen Beispielen so einfach, weil in ihnen das Magnetfeld 


auBerhalb des Supraleiters unverandert bleibt. Im allgemeinen ist dem © 


nicht so, und es ware meist schwierig, seine Anderungen zu berechnen. 
Das altere Verfahren vereinigt somit die Vorziige der allgemeineren 
Anwendbarkeit mit dem der direkteren Verwendung des entscheidenden 
Kraftansatzes. 

Die Einschrankung, daB der Supraleiter keinen Strom von auBen 
zugefiihrt erhalt, erweist sich als notwendig, wenn man versucht, nach 
dem hier befolgten Schema die Arbeit des Feldes fiir den Fall auszu- 
rechnen, daB ein supraleitender, von einem Strome in der Langsrichtung 
durchflossener Zylinder, seinen Radius auf Kosten der Umgebung 
vergroBert, und dabei die Stromstarke als konstant ansieht. Man 
kommt so nicht zum richtigen Ergebnis. 


Géltengen, MAX-PLANCK-Institut fiir Physik, Marz 1948. 


1 Siehe ,,Supraleitung“', Gl. (17.2) u. (17.5), wobei auch (16.5) zu beachten ist, 
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Zur Deutung der KosselsM6llenstedtschen 
Elektroneninterferenzen konvergenter Biindel 
an diinnen Plattchen II * **. 


Von 
E. Furs}, 
Mit S Textabbildungen. 


(Eingegangen am 17. Dezember 1947. ) 


Zusammenfassung. 


W. Kosser und G. M6LLENSTEDT haben mit konvergenten Elektronenbiindeln 

beim Durchtritt durch diinne Glimmerplattchen Interferenzstreifensysteme. ge- 

funden, fiir welche der Verfasser in I eine theoretische Deutung entworfen hat. 

Im Anschlu8 hieran werden jetzt die Ergebnisse einer eingehenden Durchrechnung 

mitgeteilt und der Vorgang der Streifenverschiebung durch eine mechanische 

Analogie erlautert. Die Deutung erlaubt eine experimentelle Bestimmung von 
Phasenfaktoren der Strukturamplituden. 


I. Rechenergebnisse. 


In einer friiheren Arbeit (1) hat der Verfasser eine Theorie entworfen, 


welche die von W. KosseL und G. MOLLENSTEDT mit konvergenten 
Elektronenbiindeln beim Durchtritt durch diinne planparallele Glimmer- 
folien erhaltenen Interferenzstreifensysteme? als Folge der EwaLpschen 
Pendellésung im Kristall zu verstehen erlaubt. Eine eingehende Durch- 
rechnung, deren Einzelheiten in anderem Zusammenhang mitgeteilt 
werden sollen, ergab nun folgendes Resultat: 

Fiihrt man in der Aufnahme der Abb. 4 zwischen (mittlerem) Primar- 
fleck 1 und Sekundarfleck 2 (060-Interferenz) die aus Abb. 2 ersicht- 
lichen Koordinaten ein, in welchen der Mitte des Flecks 2 die Rolle 


* Prof. Cr. SCHAEFER zum 70. Geburtstag gewidmet. 

** Vel. die erste Arbeit gleichen Titels in Ann. Phys. Lpz. (5) 43, 538 (1943), 
im folgenden als I zitiert. 

1 Die Ergebnisse dieser Arbeit wurden in einer wegen der Kriegsverhaltnisse 
unvollendeten Doktorarbeit zum Teil vorbereitet, die im Anschlu8 an Teil I von 
W. PaszkKo, Posen begonnen worden war. 

2 Vgl. in W. Kosser u. G. M6LLEeNnstEpT: Ann. Phys. Lpz. (5) 36, 113 (1939), 
Abb. 20 S. 131 [hier Aufnahme (1) genannt] und Abb. 21 S. 132 (hier als Aufnahme 
(2) bezeichnet], beide mit Muskovit erhalten, sowie in W. KossEv: Ann. Phys. 
Lpz. (5) 40, 17 (1941) die an Phlogopit gewonnene Abb. 2 5. 23 {Aufnahme (3)], 
und ferner bei G. M6LLENSTEDT: Ann. Phys. Lpz. (5) 40, 39 (1941) die Abb. 11 5. 58 
(hier Aufnahme (4)], die wieder an Muskovit gewonnen wurde. 
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Abb. 6. Ape: 7. 


Da A in erster Naherung konstant = 1 ist im Bereich des Flecks 2, 
so verlaufen die Streifen minimaler Intensitat ungefahr dort, wo 
A = (2n —1)a (mn ganzzahlig). 

- In den Abb. 3—7 sind nun die daraus folgenden Streifensysteme 
im Bereich eines 4-Flecks fiir verschiedene Werte der Konstanten c 
-gezeichnet. Die Schar beginnt mit c = 0,5, fiir welchen Wert ein im 
e oBen geradliniger Verlauf der Streifen, ohne Verschiebung, nur mit 
wellenartigen Schwankungen zu erwarten ware. Bei einem kritischen 
= 1,411 tritt erstmals (zunachst in Form einer Unstetigkeit) Streifen- 
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verschiebung um eine Streifenbreite ein. Mit wec em Verlauf- F 
Ubergangsgebiet, d. h. im Bereich der Krxucui-Linie (331), bleibt da 
so bis zu einem zweiten kritischen Wert c = 3,33, bei welchem abe ma 
eine Unstetigkeit eintritt, die den Ubergang zu Verschiebungen von 
(asymptotisch) zwei ganzen Streifenbreiten ankiindigt. Dementsprechend 
ist das Verschiebungsgebiet bei c = 4,5 nach allen Richtungen welt 
-! raumiger. 

Die Figuren sind mit dem entsprechenden (rechten unteren) Qua- 
dranten des Flecks 2 der Abb. 1 zu vergleichen und ergeben, wie m an 
sieht, gute Ubereinstimmung in der Gegend von c= 2,0 + 0,5 mit 
@® — 0. Die Abb. 6 und 7 zeigen, daB die Erscheinung recht empfind- 
lich von der Phase ® abhangt, so daB z. B. fir ® = 2/2 total andere 
“as Kurvenverlaufe zu erwarten sind}. 

“ay Nun gibt C. H. MacGittavry®? fiir Muskovit die Werte | Sosa! =a 
2,4 eV, | Sg] = 2,4eV, M. v. Lave in seinem Buch iiber Mate a 
wellen® -fiir Phlogopit |S35,|=3,38eV. Welche Genauigkeit diese 
aus der Streifenstruktur von Kosse1-Aufnahmen erschlossenen Werte 
beanspruchen diirfen, ist wohl mangels geniigender Erprobung no ch 
nicht festzulegen; die Betrage von MAcCGILLAvRY werden durch eine 
zweite unabhangige Rechenweise gestiitzt, ihnen gegeniiber ersche nt 
der Wert fiir Phlogopit etwas hoch. 
seat Beniitzt man diese Daten, sowie die fiir die Aufnahmen (1) —@) ) 
oh von den Autoren angegebenen Elektronenwellenlangen und Kristal 
dicken, so kommt man zu folgender Aufstellung: 


ae Bei Aufnahme (1) 2 -  @) (4) 


ist t°10* 0:53 0,53 0,52. 0,39 

k- 107 = 1,09 1,09 134 1,28 

: D-108 =890 580 620 700 
also eo zee. = 2,58 1,40 2,12 1,75 


Die theoretische Voraussage wird also im ganzen fiir ® = 0 gut 
bestatigt, doch reicht die Scharfe der seitherigen Aufnahmen nicht hin, 
um die Werte der Strukturamplituden daraus mit gréBerer Gena eit 
: zu ermitteln. Immerhin lassen die Aufnahmen gut erkennen, daB der 
a, : Streifenverlauf etwa ebensoweit vom unteren wie vom oberen kritischer 
rit. c entfernt ist. 


as Die Theorie laBt deutlich erkennen — (man sieht es wohl auch in 
208 den Kurven der Abb. 3—7 angedeutet) — daB asymptotisch, mii 
a i wachsender Entfernung von der schneidenden Krkucut-Linie ein 
F - : Zusate bei der Korrektur: In Ubereinstimmung mit dem FrirpEtscher 
eG Satz sind aber die Kurven fiir ® = + 2/2 nicht unterschieden. , 
bee * Mac Gitravry, C. H.: Physica, Haag 7, 329 (1940). 3 


3 Laur, M. v.: Materiewellen und ihre Interferenzen, S. 337. Leipzig 1944 
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Verschiebung um eine ganze Zahl von Streifenbreiten zu erwarten ist, 
da es aber wegen der Begrenztheit der Figur und der Hiiufung der 


Einfliisse verschiedener Kixucut-Linien nicht zu diesem asymptotischen _ 


Verhalten kommt und daf daher in den Flecken Verschiebungen um 
eine unganze Zahl von Streifenbreiten gemessen werden. Die KossEL- 
schen Streifen sind naémlich weder im Groen noch im Kleinen streng 
geradlinig oder auch nur Aquidistant, sondern sie sind kurzperiodisch 
gewellt, insbesondere in der Nahe des Verschiebungsgebiets, und im 
Grofen etwas gekriimmt [was besonders deutlich an Aufnahme (41) 
zu sehen ist]. Ferner schwankt die Intensitét langs ihres Verlaufs 
kurzperiodisch, und schlieBlich bleiben sie z. B. auf der &-Achse noch 
ein betrachtliches Stiick von ihrer Asymptote weg. Durch genaue 
Berechnung der Kurven und Vergleich der Streifenlage bei 7 =} 
und verschiedenen € mit den Punkten gleichen &-Werts fiir 7, = 0 ergibt 
sich fiir die vier Aufnahmen der folgende Bruchteil einer ganzen Streifen- 
verschiebung: 


Bei Seti TS Oi O87: 20,85 
&=1/4 0,80 0,87 0,88 0,86. 


Die Werte schwanken naturgemaB, stimmen aber gut mit dem von 
KossEL und MOLLENSTEDT meist erwahnten Verschiebungsbetrag von 
0,85 der Streifenbreite iiberein. 


Zur weiteren Bestatigung der Theorie ware es erwiinscht, Kreuzungen 
von KrkucHi-Linien mit KosseEt-Streifen zu untersuchen, bei denen 
eine Streifenverschiebung von der doppelten Streifenbreite auftritt oder 
die Verschiebung ganz unterbleibt. Obwohl aus experimentellen Griinden 
Kristalldicke und Wellenlange nicht beliebig variiert werden kénnen, 
sollte es méglich sein, Kreuzungen von Kikucul-Linien aufzufinden, 
deren zugehérige Strukturamplituden in so starkem Mae schwanken, 
daB die kritischen c-Werte unter- bzw. iiberschritten sind. 


2. Mechanischer Vergleich zum Versténdms der Streifenverschvebung. 
Die dynamische Theorie der Raumgitterbeugung faBt die selektive 
, Reflexion‘‘ an einer Netzebenenschar unter dem Braccschen Winkel 
in strengem Sinn als eine (raumliche statt zeitliche) Resonanzerschei- 
nung auf. Man erkennt das etwa durch folgende Gegentiberstellung: 


Ein schwingendes Pendel: ein zeit- Eine Welle: ein raéumlich periodi- 


lich periodischer Vorgang. scher Vorgang. 

Kreisfrequenz o. Kreiswellenzahl k. 

Eigenfrequenz w, des unverkop- Eigenwellenzahl ky der unverkop- 
pelten Pendels. pelten Welle. 

Zwei Pendel. Zwei Wellen. 


an” 
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Kopplungsfeder: Einrichtung zur Beugende Netzebenenschar: Ein- 
Energietibertragung vom einen richtung zur Intensitatstibertra- 
aufs andere Pendel. gung von der einen auf die 

andere Welle. 

Parameter p (z.B.) verstellbare Veranderlicher Einfallswinkel « 


Pendellange) zur Verstimmung gegen die Netzebenenschar, umn 
des einen Pendels gegen das die verkoppelten Wellen in star- 
andere, um Resonanz gréfer kere oder schwachere Resonanz 
oder kleiner zu machen. zu bringen. 
Vollresonanz bei Eigenfrequenz- Vollresonanz bei symmetrischer 
gleichheit w, = @. Lage der Wellen, wobei k, = Ro. 


Durch diese Gegeniiberstellung wird zunachst noch einmal die in 
friiheren Arbeiten des Verfassers eingehend erdrterte Gestalt der Aus- 
breitungsflache als Durchdringung von 
Ausbreitungskugeln mit abgerundeten 
Durchdringungskanten verstandlich. Man 
erhalt namlich im Fall der beiden Pendel 
mit Frequenzen @, und @,(f) qualitativ 
folgende Frequenzabhangigkeit der Kopp- 
lungsschwingungen (vgl. Abb. 8). Die 
gleichphasige Normalschwingung zeigt 
Frequenzerniedrigung, die gegenphasige 
Erhéhung. Die durch den Scheitelabstand 
der hyperbelartigen Kurvenzweige darge- 
stellte Verstimmung ist um so gréBer je 
starker die Kopplung ist. Ein Hyperbelpunkt bedeutet eine Normal- 
schwingung des gekoppelten Systems, an der beide Pendel beteiligt 
sind; doch tiberwiegt eines derselben um so mehr, je weiter der Punkt 
vom Hyperbelscheitel entfernt ist, je naher also die Kopplungsfrequenz 
der Einzelfrequenz dieses Pendels im unverkoppelten Zustand gleich- 
kommt. Mit dieser Figur vergleiche man Abb. 6 aus der Arbeit des 
Verfassers tiber die Ausbreitungsflache!, dabei wird die véllige Ent- 
sprechung beider Vorginge einieuchten. 

Zum zweiten ist dieser Vergleich geeignet einige Eigentiimlichkeiten 
der Ewarpschen Pendellésung im Kristall zu verdeutlichen. Man kennt 
die Pendelung der Energie, wenn eines von zwei in Resonanz stehenden 
gekoppelten Pendeln angestoBen wird. Mit einer Kreisfrequenz Aq, die 
unmittelbar aus dem Abstand der Hyperbelscheitel in Abb. 8 zu ersehen 
ist, wird sie vom ersten zum zweiten Pendel und wieder zuriick iiber- 
tragen; dabei kommt nach einer halben Schwebungsperiode das érste 
Pendel vortibergehend véllig zur Ruhe. Weniger bekannt ist, da® und 


Abb. 8. 


1 Furs, E,: Ann. Phys., Lpz. (5) 36, 209 (1939). 
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wie die Energiependelung auch auBerhalb des eigentlichen Resonanz- 


gebiets stattfindet. Auch dort spielt sie sich ab, aber wie der Abstand . 


zweier senkrecht tibereinanderliegender Hyperbelpunkte erkennen laBt, 
mit um so gr6Berer Schwebungsfrequenz, also um so kiirzerer Wan- 
derungsperiode, je weiter man von der Frequenzgleichheit der unver- 
koppelten Pendel sich entfernt. Die Beriicksichtigung der Teilampli- 
tuden jedes einzelnen Pendels bei den Kopplungsschwingungen liBt 
ferner leicht abschatzen, daB die mitgeteilte Energie, wenn eines von 
ihnen angestoBen wird, nur noch partiell wandert, so daB das ange- 
stoBene Pendel niemals véllig zur Ruhe kommt. Mit wachsender Ent- 
fernung aus der Resonanzlage wird der pendelnde Energiebruchteil 
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immer geringer. 


Wir ziehen nun wieder folgenden Vergleich: 


Ein Pendel schwingt zunachst (fiir 
#<0) allein, im Augenblick 
t=O wird die Kopplung ein- 
geschaltet. Seine Energie be- 
ginnt auBerhalb der Resonanz- 
lage partiell, in dieser total zum 
zweiten Pendel zu wandern und 
kehrt von diesem nach der 
Schwebungsperiode zuriick, wo- 
nach das Spiel von neuem 
beginnt. 


Der Zustand, in welchem das 
zweite Pendel nach einer ab- 
gemessenen Zeit T, in welcher 
die Kopplung wieder aufgeho- 
ben werde, zuriickbleibt, hangt 
von der Phase gy = Aw-T des 
Schwebungsvorgangs ab, 


Verstimmt man bei gleichbleiben- 
dem T das zweite gegen das 
erste Pendel kontinuierlich, so 
bleibt das zweite abwechselnd 
erregt und nicht erregt zuriick, 
wobei, wie Abb. 8 zeigt, m mit 
wachsender Entfernung von der 
Resonanzstimmung erst quadra- 
tisch dann linear anwachst. 


Die Primarwelle fallt auBerhalb 
des Kristalls (fiir z< 0) -allein 
auf die Kristalloberflache z = 0 
ein, wodurch die Beugungskopp- 
lung mit der ,,reflektierten“ 
Welle in Gang gesetzt wird. 
Durch mehr oder weniger voll- 
standige Braccsche Reflexion 
wandert ein Teil ihrer Intensitat 
in immer neuen Kristallschich- 
ten zwischen Primar- und Se- 
kundarwelle hin und her. 


Der Zustand, in welchem die 
letztere die Kristallplatte der 
Dicke D hinten (nach Aufhoéren 
der Beugungskopplung) verlaBt, 
haingt von der Phase y = 
Ak-T des Schwebungsvorgangs 
ab. Auch hier wachst @ erst qua- 
dratisch, dann linear mit der 
Entfernung aus der zur Netz- 
ebenenschar symmetrischen Re- 
sonanzlage der beiden Wellen an. 
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In I Abb. 2 und 3 ist gezeigt worden wie dieses Zusammenspiel _ 
zwischen Primdr- und Sekundarwelle im Zweistrahlfall zu dem KossEL- 
MOLLENSTEDTschen Streifensystem fiihrt, und warum dasselbe bei 
symmetrischem Strahlengang nicht, bei unsymmetrischem aber sehr 
annahérnd aquidistant wird. Im Fall der uns hier interessierenden 
Aufnahmen (1)— (4) haben wir, wie der stark iiberbelichtete Primar- 
fleck anzeigt, unsymmetrischen Strahlengang, daher annahernd Aqui- 
distante Streifung des Flecks 2. 

Wir versuchen nun drittens, die im Schnittgebiet der KiKUCHI- 
Linie (331) auftretende Streifenverschiebung mechanisch durch die 
Ankopplung eines dritten Pendels an das zweite zu verstehen, weil 
diejenigen Richtungen des Sekundarbiindels, die zu Punkten der 
Kixkucuti-Linie zielen, mit entsprechenden Tertiarrichtungen in Resonanz 
stehen, d.h. unter dem Braccschen Winkel gegen eine weitere Netz- 
ebenenschar verlaufen. Zundchst ist es verstandlich, warum die An- 
kopplung des dritten Pendels sich auBerhalb der Resonanzlage am 
zweiten kaum bemerkbar macht, denn von dessen Energie wandert ja 
nur ein geringer Bruchteil zum dritten und zuriick. In der Resonanz- 
lage dagegen greift die Wechselwirkung (2, 3) entscheidend in das Spiel 
(1,2) ein, weil ja hier gar nicht Energie von 1 auf 2 iibertragen werden 
kann, ohne da gleichzeitig Betrage gleicher GréBenordnung weiter 
zu 3 hinflieBen. Das macht eine Veranderung der Intensitat von 2, 
aber zunachst noch keine Beeinflussung seiner Phase g verstandlich. 
Die letztere erhellt jedoch, wenn man beriicksichtigt, daB der Fleck 3 
auch direkt von 1 gespeist wird und seinerseits davon an 2 weitergibt. 
Man hat also das dritte Pendel nicht bloB mit 2, sondern auch mit 4 
verkoppelt zu denken. Der Amplitude 2 wird daher auf doppelte Weise 
Energie tibertragen: durch direkte Kopplung an 1 und durch ,, Umweg- 
anregung” tiber 3. Beide Einfliisse stehen nicht in Phase und ver- 
andern daher die resultierende Phasenlage gegeniiber dem Fall nur 
zweier verkoppelter Systeme. Dies ists was sich als Streifenverschiebung 


Li 


yes 


Sy. im Bereich der Kikucut-Linie geltend macht. Man erkennt sofort, daB 
2 sie asymptotisch nur in einer ganzen Zahl von Streifenbreiten bestehen 
ei kann, denn weit weg von der Resonanzlage (2, 3) hért ja der EinfluB 
Vs der Umweganregung auf. Daf der Kopplungsmechanismus (2, 3) selbst 
‘. eine Eigenphase ® in das Spiel einbringt, kann allerdings mechanisch 
ty nicht ohne weiteres verstindlich gemacht werden. Dazu mii®te man 
8 kompliziertere, z. B. elektrische Kopplungen zum Vergleich heranziechen. 
3 
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Eine bewegliche Sonde fiir Untersuchungen | 
an Gasentladungen * 
Von 
W. von MEYEREN, Prag. 
Mit 2 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 19. Oktober 1944.) 


Zur Bestimmung der elektrischen und gaskinetischen Eigenschaften 
des Plasmas in Gasentladungen werden Sonden benutzt, kleine ebene, 
oder zylindrische, oder kugelférmige Elektroden von definierten Ab- 


Glaswand des Entladungsrohres hindurchgeschmolzene Metalldrahte. 
n vielen Fallen ist die Ausmessung des Plasmas an verschiedenen 
Stellen der Entladung geboten. Die Sonden miissen dann verschiebbar 
ngeordnet werden. Im folgenden soll eine Ausfiihrungsart einer be- 
eglichen Sonde mitgeteilt werden. Sie ist — je nach ihrer Lange — 
um mehrere Zentimeter verschiebbar. Ihre besonderen Vorziige sind 
die schnelle Auswechselbarkeit und os genaue MeBbarkeit ihrer Lage 
im Entladungsraum. 

Zur Einfiihrung der Sonde in das EntladungsgefaB muB dieses mit 
einer besonderen Schliffhiilse zur Aufnahme des Sondenhalters versehen 
werden. Dieser besteht aus einem Normalkernschliff K aus Metall, 
z. B. aus Messing (Abb. 1). Am unteren Ende ist K durch eine kreis- 
formige, federnde Tombakmembran M von 0,1 mm Dicke vakuumdicht 
verschlossen. Dies wird durch sorgfaltiges Verloten von M mit einem 
PaBring und der Erweiterung von K erreicht. Durch die Mitte von M 
ist die Metallstange St ebenfalls vakuumdicht verlétet hindurchgefithrt. 
Am oberen Ende tragt sie die eigentliche Sonde S, beispielsweise einen 
diinnen zylindrischen Draht. Dieser ist in der iiblichen Weise mit Aus- 
nahme seines oberen Endes durch ein genau passendes R6éhrchen G 
aus Hartglas oder Quarz vom umgebenden Gasraum isoliert. Der 
Stellring R fixiert die Lage des Rohrchens G. 

_ Das untere Ende der durch die Membran M elastisch Paetateten 
Stange St wird mit Hilfe der Schraubspindel Sch bewegt. Der gefederte 
Gegenbolzen B beseitigt jeden toten Gang der Spindel. Die Drehung 
der Spindel wird an der geteilten Trommel T abgelesen. Eine Fiihrungs- 
stange F verhindert ein seitliches Ausweichen der Stange Sé und damit 
‘der Sonde S bei Drehung der Spindel. Die Bewegung der Sonde kann 
also nur in einer Ebene erfolgen. Ist die Bewegung in einer anderen 
~ * Herrn Prof. R.W. Pout zu seinem 60. Geburtstag am 10. 8.44 gewidmet. 


messungen. In der einfachsten Ausfiihrung verwendet man durch die . 
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Ebene erwiinscht, so braucht nur der Kernschliff K in seiner Schliff- 
hiilse entsprechend gedreht zu werden. 
Nach dem Einsetzen der Sonde in das Entladungsrohr wird die 
,»Eichung‘‘ der MeBtrommel M vorgenommen, d.h. es wird die Lage 
Ss des Sondendrahtes S im Entladungsraum bei den” 
verschiedenen Trommeleinstellungen bestimmt. 
Dies ist sehr einfach durchzufiithren. Ein Fern- 
rohr mit Fadenkreuz wird auf einen horizontal 
verschiebbaren MeBschlitten gesetzt. Dieser 
wird parallel zur Bewegungsebene der Sonde 
ausgerichtet, das Fernrohr senkrecht dazu. Als 
Bezugssystem fiir die rdumliche Lage der Sonde 
wahlt man dann z. B. die Flache einer Elektrode 
des Entladungsrohres. Abb. 2 zeigt eine auf 
diese Weise erhaltene Eichkurve fiir die Lage- 
bestimmung der Sonde. Die MeBgenauigkeit 
betragt + 0,04 mm. Die beim Durchlaufen 
der Eichkurve in entgegengesetzten Richtungen 
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Abb. 1. Bewegliche Sonde. Abb, 2. Eichkurve der MeBtrommel. 


(Schnittzeichnung.) 


erhaltenen MeBpunkte fallen sehr genau zusammen. Der tote Gang 
in der Spindel Sch ist also praktisch véllig beseitigt. 

Soll die Sonde in einem Entladungsrohr verwendet werden, so wird 
sie derart angeordnet, daB der eigentliche Entladungsraum durch Uber- 
schieben eines elektrischen Ofens ausgeheizt werden kann, ohne die_ 
Schliffdichtungen gleichzeitig zu erwarmen. ; 


Prag, Institut fiir Experimentalphysik der Deutschen Karls- Unig 
versitat, Juli 1944, z. Z. Gehrden iiber Hannover. 
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Bemerkung zu der Arbeit Bildentstehung und tie 
Auflésungsvermégen des Elektronenmikroskops Ad 
a f 
vom Standpunkt der Wellenmechanik*. ~ 
ae 
Von aye : 
WALTER GLASER, Wien. Be 
(Eingegangen am 16. April 1947.) “ Baty: 
In der angefiihrten Arbeit wurde das Auflésungsvermégen des ence) 
Elektronenmikroskops bestimmt. Ist Cé die Offnungsfehlerkonstante (Sang 
und A die DE BRocLiE-Wellenlinge des Bildraumes, so ist die kleinste ee 
vom Ubermikroskop noch aufgeldste Strecke ae durch oa 
sate Raat 
MAE, 
tian = = 0, 56( 5 faq Ss: ra zx oe 
Vay 
+ Sa 
gegeben. Hiebei bedeuten ®, und 2 die Werte des Achsenpotentiales eG fea 
in Ding- und Bildpunkt. Diese Formel gehért zu der auf S.662 angee 
fiihrten Strahlungscharakteristik. Fiir die den physikalischen Verhalt- 5 ‘ 
nissen besser entsprechende Strahlungscharakteristik Be} Q yi 
, 7 Sage 
K=Kye-°% og as 
ergibt die wellentheoretische mia! AY ce 
vide Ma ds 
dinin = 0, 78 (5 Sa y/S ape 
nae el 
wie an anderer Stelle ausgefiihrt wird. ae 
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Sichtbarmachung der Drehimpulsachse 
des kriftefreien Kreisels. 


Von 
Ro_r HAGEDORN, Gottingen. 


Mit 4 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 28. April 1948.) 


Es wird ein Verfahren beschrieben, mit dem man die Drehimpulsachse eines 

Kreisels sichtbar machen kann. Es ahnelt dem bekannten Verfahren zur Sicht- 

barmachung der momentanen Drehachse: Das unregelmaBig gemusterte Papier 
' wird ersetzt durch ein System konzentrischer Kreise. 


Von den drei fiir eine allgemeine Behandlung der Kreiselerschei- — 
nungen notwendigen Achsen war bisher die wichtigste, die Drehimpuls- _ 
achse, der direkten Beobachtung unzuganglich. Im folgenden wird 
kurz ein Verfahren beschrieben, mit dem man auch die Drehimpuls- _ 
achse nicht minder gut sichtbar machen kann als die momentane ~ 
Drehachse. 


Das Verfahren zum Nachweis der momentanen Drehachse ist all- _ 
gemein bekannt: Man setzt auf die Figurenachse des Kreisels eine 
gemusterte Papierscheibe (z. B. mit Druckschrift). Dann verschwimmt — 
der Text durch die Rotation zu einem einheitlichen Grau. Nur in einem ~ 
engen, standig wandernden Fleck bleibt der Text kurz in Ruhe und © 
als Druckschrift erkennbar. Das Verfahren benutzt also die Tragheit 
des Auges. 


Auf der Tragheit des Auges beruht auch die folgende Tatsache, die 
eine Sichtbarmachung der Drehimpulsachse erméglicht: La8t man ein 
System gezeichneter konzentrischer Kreise rotieren, so sieht das Auge 
bei hinreichend hoher Drehfrequenz auch dann ein (allerdings unscharfes) — 
Kreissystem, wenn die Drehachse nicht durch den Mittelpunkt des 
gezeichneten Kreissystems hindurchgeht. Jedoch ist dann der Mittel- 
punkt des gesehenen Systems nicht der Mittelpunkt des gezeichneten, — 
sondern der DurchstoBpunkt der Drehachse durch die Zeichenebene. 

Bringt man also auf einer zur Figurenachse senkrechten Zeichen- — 
ebene ein derartiges aap konzentrischer Kreise an (Abstand der 
Kreise voneinander etwa 2 bis 5 mm, Strichdicke 1/, bis ¥/, mm), so — 
erkennt man bei bintephaed hoher Nutationsfrequenz den DurchstoB-— 
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- Sichtbarmachun 
punkt der raumfesten Drehimpulsachse als Mittelpunkt eines etwas ae” 
. erwaschenen Kreissystems. Wesentlich hierbei ist eine hinreichend 4) 
hohe Nutationsfrequenz. Man erhilt sie leicht mit dem in Abb. 1 dar- 
gestellten Kreisel. Zum Ingangsetzen geniigt ein kraftiges Quirlen der 


Scheibe ees 
mit Muster : iby 
Laufgewicht ' viene 
; « * ri ‘ - 
: Kreiselkérper be 
' S 
toe 
Abb. 1. Abb. 2. i 
Abb. 1. MaSgerechte Skizze eines Kreisels zur Vorfiihrung der 3 Achsen. Der Durchmesser des Kreisels oe 
etragt etwa 20cm. Es empfiehlt sich, die Figurenachse des Kreisels und die Scheibe an ihrem Ende apt 
moglichst leicht gegen den KreiselkGrper zu machen. Das Laufgewicht ist niitzlich, um den Schwerpunkt we x 
; des Kreisels genau in seinen Unterstiitzungspunkt zu legen. ry yey 
Abb. 2. Muster zur Beobachtung der momentanen Drehachse bei schneller Nutation des Kreisels. / lela AB ng 
a . * . se at 
Figurenachse zwischen den gestreckten Handflachen. Nutationen erhalt shame 
man bei schnellem Lauf durch einen Schlag von oben auf den Rand eek. 
. > . pa ot ‘ 
des Kreiselkdrpers oder gegen die Me 2 
Figurenachse. ae 
alt 


ay 


Bahn der 
momentanen 
Drehachse 


Abb. 3. Visueller Eindruck beim Umlauf von Abb. 4. Vollstandiges Muster zur gleichzeitigen 
Abb. 2 bei gleichzeitiger Nutation. Beobachtung aller 3 Achsen. 


Soweit das Verfahren zur Sichtbarmachung der Drehimpulsachse. 
Es unterscheidet sich also von dem zur Sichtbarmachung der momen- 
tanen Drehachse nur dadurch, daB die Scheibe mit einem unregel- 
maBigen Muster ersetzt wird durch eine Scheibe mit einem System ee 
aufgezeichneter konzentrischer Kreise. — Es folgen noch einige Hin- Pac* 
weise fiir die gleichzeitige Beobachtung der anderen Achsen. 4 


Bei den die Drehimpulsachse sichtbar machenden Drehgeschwindigkeiten 
dieses Kreisels ist die Nutationsfrequenz zu hoch, um mit Hilfe des gemusterten 
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Papiers die momentane Drehachse sehen zu kénnen, da das Rages ihrem Uml. 
nicht folgen kann. Ersetzt man das Punktmuster durch ein nicht ganz bis zur 
Figurenachse durchgezogenes Geradenbischel durch die Figurenachse, so lieg t 
mit guter Naherung in jedem Augenblick die momentane Drehachse auf ein er 
dieser Geraden (Abb. 2). Dem Auge erscheint diese Stelle dunkler als die Um- 
gebung. Diese Stelle — der DurchstoSpunkt der momentanen Drehachse — 
durchlauft schneller, als das Auge folgen kann, einen Kreis um die Drehimpu s- 
achse. Man erkennt ein zur Mitte scharf begrenztes, eigenartiges, kreissymmetri- 
sches Muster, dessen innerer Grenzkreis ungefahr den Umlauf der momentanen 
Drehachse anzeigt (Abb. 3). (Das Bild verliert an Klarheit, wenn die Geraden 
ganz durchgezogen werden.) Bringt man beide Muster (konzentrische Kreise und 
Geradenbiischel) méglichst in verschiedenen Farben auf dem gleichen Blatt an 
und markiert die Figurenachse noch durch einen dicken Punkt in einer dritten 
Farbe (Abb. 4), so gelingt es bei einiger Ubung, gleichzeitig die Bahn der Figuren- 
achse und der momentanen Drehachse als konzentrischen Kreis bzw. als einseitige, 
kreisférmige, scharfe Begrenzung eines andersfarbigen Musters (Abb. 3) und den 
DurchstoBpunkt der Drehimpulsachse als Mittelpunkt dieser beiden Kreise und 
eines weiteren bis zur Mitte —— Kreissystems in einer dritten Farbe z b 
erkennen. . 
Der giinstigste Nutationsausschlag und die giinstigste Drehfrequenz nangal 1 
vom Kreisel, von der Ausfiihrung der Muster und zum Teil von der persdénlich or is 
Einstellung des Beschauers ab. La8t man bei hoher Frequenz beginnend die Dre- 
hung, und unter gelegentlichem WiederanstoBen die Nutation abklingen, so w r 
auch bei mehreren Zuschauern die Erscheinung jedem fiir einige Sekunden sichtbar. 


Géttingen, I. Physikalisches Institut, Januar 1948. 
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Zur projektiven Relativititstheorie 
mit variabler Gravitationsinvarianten. 
2. Mitteilung. 


Varlaflonsprtiiziplci und Feldgleichungen 
fiir Gravitation und Materie. 


Von 
GUNTHER LupwiIc. 


(Institut fiir theoretische Physik der Universitat Géttingen.) : 


sli petals 


(Eingegangen am 28. April 1947.) 


Fes werden die grundlegenden Feldgleichungen fiir das Gravitations-, elektromagne- 

tische und das x-Feld (x = Gravitationsinvariante) aufgestellt. Weiterhin werden 
_ die formalen Ausdriicke fiir den Energie-Impulstensor und den Viererstrom der 
: Materie abgeleitet und die zugehdrigen Erhaltungssdtze untersucht. Ein brauch- 
barer Ansatz fiir ein kosmologisches Modell wird diskutiert. 


ae 


Wahrend in einer vorhergehenden Mitteilung! die FeldgréBen g' 
fiir das Gravitationsfeld, die F,, bzw. q, fiir das elektromagnetische 
Feld und J = 2x (wir setzen “a folgenden immer die Lichtgeschwin- 
;  digkeit c = 1) fiir die Gravitationsinvariante mit ihrer Herleitung aus 

den projektiven g“) aufgestellt wurden, sollen in der vorliegenden 
Arbeit die wichtigsten Zusammenhange und Prinzipien zum Aufstellen 
| von Feldgleichungen fiir diese eben genannten metrischen Groen und 
_ fiir Materiefelder dargelegt werden. Den Ausgangspunkt bilden Varia- 
tionsprinzipien der Form 
F 6 f @dX°dX1dX*dX*dX*—6 f Qdr=0. 


Gegeben sind hierbei das metrische Feld, das wir durch die g?) (statt | 
d 


urch die g,,*) charakterisieren wollen, und daneben Materiefelder mit 
den FeldgréBen Wy, wobei (M) symbolisch die verschiedenen Felder 
te mit den verschiedenen Indizes vertritt. Uber (M) ist, falls es in einer 
- Formel doppelt auftritt, zu summieren wie tiber Tensorindizes. 
_ Wie in Ml so werden wir auch hier alle Beweise sehr kurz fassen 
oder sogar nur andeuten, und dies sei auch hier aus demselben Grunde 
wie in MI (MI S. 451) erlaubt. 

Um die Feldgleichungen aufzustellen mu man erst eine Invarianten- 
dichte & suchen, die nur eine Funktion der ¢’ ) ihrer ersten und ihrer 


1 Comets. G.: Z. Phys. 124, 450 (1948). Verweise auf diese Mitteilung werden 


im folgenden kurz mit M1 bezeichnet. 
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zweiten Ableitungen ist und die letzteren nur in der Form enth: alt, 
da8 man durch partielle Integration im Integral { ®dt diese zweiten 
noch explizit abhangt. Neben & ist noch eine weitere Invariante n- 
dichte & gesucht, die eine Funktion des Materiefeldes Par und seinen ~ 
abhangen soll. i 
Wir wollen versuchen, die Feldgleichungen fiir oy und Wy.) aus dem 


NAT = a vas 7 
BAG oA * Sy bE y= be 
Ableitungen herausschaffen kann. Wir lassen zu, daB © von den X” — 
ersten Ableitungen Y%y), ist! und sonst nur von den aie Nd und Ss 
Variationsprinzip 


6f (G+ 2)dr=0 (1) 


zu gewinnen. Um (1) gut diskutieren zu kénnen, miissen wir auf die 
Arbeit des Verfassers? iiber den Zusammenhang fiinfdimensionaler mit 
vierdimensionalen Variationsprinzipien verweisen und dazu noch einige 
neue Begriffe einfiihren. ’ 

Das Integral (1) ist iiber einen Bereich der fiinfdimensionalen Mannig- 
faltigkeit der X” (die wir kurz V nennen wollen) zu erstrecken. Wir 
wollen aber nur solche Bereiche B, die wir ,,Normalbereiche nennen 
werden, zulassen, die die folgenden Eigenschaften haben: a 

B wird begrenzt von einer geschlossenen (vierdimensionalen) Flache, 
bestehend aus endlich vielen Flachenstiicken mit definierter Normalen-— 
richtung. ; f : 

B enthalt von den Punkten eines Strahles AX¥ (— «0 < A< + oo) 
aus V entweder keine Punkte oder gerade die und nur die Punkte eines — 


Intervalles 4, < A < A, mit log * =f (th, Ap = ead). “3 

Jeder Normalbereich bestimmt also eindeutig durch die Abbildung 
x* — x* (X*) einen Bereich in der vierdimensionalen Welt der x*. Die 
Punkte eines Strahles 4X” aus V bestimmen immer einen einzigen 


Weltpunkt, da die x*(X") homogen vom nullten Grade sind. Durch 
m (A,, Ap) = log om als MaB des Intervalles von A, bis A, auf dem Strah * 
1 


AX" ist ein gegeniiber §; (der Gruppe aller vom ersten Grade homo- 
genen Transformationen der X”) invariantes additives Ma® einer 
Punktmenge auf einem Strahl aus V definiert. Bei der Abbildung eines 
Normalbereiches B auf einen Weltbereich By der x* entsprechen also 
jedem Punkt von B, Punkte eines Strahles aus B vom MaBe m = 
Aus dem in der in Anmerkung 2 S. 546 erwahnten Arbeit abgeleiteten 
Satz folgt dann sofort (mit dt = dxidx?dx9dx'): 


Pa oe | meer 
JLY—gar=f fit \—gat. (2). 
B B, i 
1 Es bedeuten: Fj, = @F/@X" und Hy, = @H/ex*. 7 


* Lupwie, G.: Z, Naturforsch. 2a, 3 (1947). 
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4 teil, daB der Gausssche Satz fiir sie eine besonders einfache Gestalt 
_annimmt: Ist H irgendeine Funktion der X¥ homogen vom Grade — 4, 
so ist H jz homogen vom Grade —5 und H ju@t homogen vom Grade 
Null. Das Integral = H),,dt genommen iiber einen Normalbereich B 


 1aBt sich in ein tirana umformen. Der Rand von B lat sich 

in 3 Teile zerlegen: Bildet man den Durchschnitt eines Strahles 2 X“ 
mit dem Rand von B, so besteht dieser Durchschnitt, falls er nicht 

leer ist, entweder nur aus 2 Punkten mit den Koordinaten X“ und 

X+# = eX“ oder aus einem Intervall s vom MaBe m = 1. Alle Punkte 
_ des Randes von B sind entweder Punkte der Art X“ oder X# oder aus s. 
Die entsprechenden Teile des Randes mégen mit R, R und R, bezeichnet 
werden. Die Randintegrale iiber R und R, die bei der Umformung von 
f H,,dt nach dem Gaussschen Satz entstehen, heben sich also gegen- 
B 


seitig auf, so daB fH dr einem Randintegral iiber R, allein dqui- 
B 


valent ist. Bei der Abbildung von B auf B, entsprechen den Punkten 
von R, nur Punkte des Randes R, von B,, so daB ein Randintegral 

_ uber R, in ein Randintegral tiber R, iibergeht. Hiervon werden wir im 
folgenden Gebrauch zu machen haben. 


Die iiber die Invariantendichte © gemachten Annahmen und der 
eben besprochene Satz lassen durch partielle Integration die Umformung 


Se tte lee So, (3) 


zu, wobei & nur noch von den g’ und g) abhangt. Die wasiatan 
_ von (1) ergibt, wenn man 


ek fe 6 Ax 
Rio)" => a Lib a6 ( ; Sa\4 = oe (sae | ; 
Bu \y 


a agp \ 28 ni» 08, \ OBnly (4) 
CRY ag 
xe foe (ara), 
setzt: 
8 f (G4 QdAr= J [(Moy" + Soy") 68% + LO bay] de + {- ayes 


Diese Variation soll dann gleich Null sein, wenn die sonst willkiirlichen 
Anderungen 6 auf dem Rande R, verschwinden. Diese Forderung ist 
auf dem Rande R, wegen seiner ‘Eigenart trotz der Homogenitat der 
3B Ly und 6Y%y) erfiillbar (ware es aber z. B. nicht fiir R und R auBer 
. dab 6g) und 6%) im ganzen Gebiet B identisch gleich Null waren). 

— Somit erhalt man, da die one beliebig (homogen vom Grade — 1) 


i an 


oe oteeg ie ete ytd aber Bich den weiteren Pre cailischien Vor- 


ase 


wihlbar sind, die Feldgleichungen 


a Fidler teak PAC. 


Goxruer Lupwie: 


Ro)" + Slay" = 0 ar 
fiir das metrische Feld. Die den Tensordichten (4) entsprechenden — 


Tensoren setzen wir re. 
Kyo)" =(—8)~# Xo)"; usw. (7) 


Die Feldgleichungen fiir die Materiefelder ergeben sich aus (5) mit 
derselben Uberlegung wie oben sofort zu - 


gan) <9, @ 


Setzen wir noch 
(=A is 


(—g)- 1 =G, “4 


so ist nach (2) = 
f[(G+Qar= f(GO+L) V—gdt=f 1 (G+L) — eat. (9) 
Fithren wir nun die Bezeichnungen 
eee a 
4 =~ . (10) 
gar p\)—g=siVelee, 3 


ein, so lassen sich also die Feldgleichungen auch aus dem affinen Varia- 
tionsprinzip 


4 --~> 
d/(G+ Bdt=0 (14) 
herleiten. Statt der Feldvariablen gi? sind dann die affinen gf’, g 
und J, statt Y%,, die sich durch affine Aufspaltung ergebenden Le 14 
zu benutzen. Ist z. B. Way ein Vektor Y,, so besteht Y%y,) aus einem 
affinen Vektor Y, und einem affinen Skalar Y%). Alle weiteren obigen 


Betrachtungen lassen sich dann sofort auf (11) iibertragen. Mit den 
Abkiirzungen 


, 4 ca ‘ a 

’ Ry? = ER EN $ S k ex ov ra 

wi) =—y | wd Oe ae ie 
eet) = ae}, a 


OP, @ nr ‘ Py only my 


piste ete 


folgt aus (11): 


df(o 4 4) dt =f (a + Si) del? + (+ t") dg, + 
B, 


‘ 


. 4 
+ (a+ b)dJ +2006 My] dt + f..., 
R, 


: z +4 - re 
z eth ary as = Las 

’ ne <a aS ‘a CLAP 

, , f 


% le 
E 4 


nd damit ie Felgihange Sg) 
Ray® SF Say* = 0; By +f = = 0; ; 
a+ b=0; QM) 0=0, 


‘ oO zusammenhangen. Dieser Zusammenhang soll kurz dargestellt 
wer 

Bei dem Ubergang von fiinfdimensionalen zu vierdimensionalen 
Percale ist, wie oben hervorgehoben, zu beachten, da® der Rand Ne 
den Rand R, von By, iibergeht, so da8 ein Integral f... in ein 


rs 
it. abet: Diese Tatsache gestattet es, die Gl. (5) sofort in eine 


; ffine umzuschreiben: 
| fle as Q) dt =J (Ror + Soy) dg?” + (®a" + Se 4) dg? + 
4 200 6 Pap] nye ats |. 


a [$72 (Xoo) + So) @)) ST +4 Go + (45) 
+ Soy") dq, + (Ma)* + Say") dee? + 


+ 20 Sy) nye dt flee 


Durch Vergleich von (15) mit (13) folgt 3 


4 4 : 
Kok = Ji Kas; Sar = JES; 
= J Ko}; f= J So; (16) 
a=] * Koyo; b= 3J~* Soyo). | 


Die Feldgleichungen (6) fiir das metrische Feld zerspalten also affin 
in die Gl. (14), von denen die erste die Gleichung fiir die Gravitations- 
potentiale gi), die zweite die erweiterten MAxwettschen Gleichungen 
darstellen und die dritte eine neue Gleichung fiir die Gravitations- 
invariante x = 4 J darstellt?. 


Den Tensor Sy , werden wir ,,Materietensor“ nennen, i, wv ty und 
as. Vierermaterietensor, Vierermaterievektor und Materieinvariante 


bezeichnen. S und ¢,, hangen sehr eng mit dem iiblichen Energie- 


mn 
impulstensor bzw. Stromvektor zusammen, und die niachsten Zeilen 


“ee Die Beziehung J = 2% wurde von P. Jorpan aufgestellt: z. B. P, JORDAN, 
Ci. MULLER: Z. Naturforsch. 2a, 1 (1947). 


_ Zeitschrift fir Physik. Bd. 125. 36 


tstheorie 1 mit varia Teearratiniartiiacton B49 . 
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Bis Gl. (14) miissen natiirlich mit der affinen Aufspaltung der Gl. (6) 


‘ 
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zu verstehen hat. 
Ein sehr naheliegender Ansatz fiir © ist? 


G®=U(Y)(R+W)I,J*#+vVimy—et,- (17) 


wobei R der fiinfdimensionale Kriimmungsskalar, U(J), W(/) d 
V (J) Funktionen von J sind. In diesem Ausdruck fiir 6 kommen tat- 
sichlich die zweiten Ableitungen ee ; nur linear mit Faktoren vor, 
die selbst keine Ableitungen der gi”) enthalten, so daB man die Um- 
wandlung (3) durchfiihren kann. , 

Fir die Berechnung der 8, ,, ist in diesem Falle eine einfacher Weg 
von CL. MULLER? angegeben worden, so daB wir hier nur das Resultat 
anfiihren wollen. Die Gl. (6) lauten in diesem Falle: 


J 
4 
} 


{ v’ (UWwy (UV) 
Ryu= 5 bon RWI J+ V)— (5 rad aes; omc £ PY hota s Tae 
Uy uM 1 i ef 
1 XXX WI Sin foe a = ag Soe i 


U’ usw. bedeutet die Ableitung von U nach J. Nach der Gl. (37) aus 
MI ist mit (10) ) 

4 4 : » 

G= JIU) |R+ 4] Fe + JOT im + i 

— £ WY) —43I-) In I" + VD) V8. i 

Dies stimmt nun, falls / konstant ist, mit dem iiblichen Variations- 
prinzip fiir das Gravitations- + elektromagnetischem Feld iiberein, 

wenn wir 2x, wie es schon durch P. JorDAN® geschehen ist, mit J 
(Lichtgeschwindigkeit c = 4 gesetzt) identifizieren. Die gesamte Wir 

kungsgr6Be fiir metrisches Feld + Materiefeld hat also die Form 


G+8= VEU R+ 7B Pt [7 + (20) 
sat + (WY) 3-4) Jim J + VJ) +L). ; 


+ Ansdtze fiir G von ahnlicher Gestalt wie (17) wurden von P. JORDAN in 
Erwagung gezogen und fiir spezielle Falle, wie @ = J* R, zusammen mi 
Ci. MULLER die entsprechenden Feldgleichungen aufgestellt. é 

+t Es bedeutet: /l# = gH” J),. ? 

* Die Variationsableitungen von U(j) R sind von CL, MULLER berechnet 
worden. Die Rechnungen erscheinen in Kiirze in den Ann. Phys. Man erhalt die 
Variationsableitungen auch durch explizite Rechnung analog derjenigen aus 
WEITZENBOcK: Invariantentheorie, S, 383. Groningen 1923. 

® JorpaAN, P. u. CL. MULLER: Z. Naturforsch. 2a, 4 (1947). 
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_ Dann lautet (20): 


4 4 a 4 
G+8=V—spuy)|R+ + TEP + IAT + 
ce +(WN-£I*) Jn J+ VT) + LF. 
“i Ist J konstant, so hat (22) die iibliche Form eines Variationsprinzips 


_ uber 


~~ 


(22) 


4 < 
R+xutF,,F"" +x. (23) 
- Der Energieimpulstensor ist dann definiert als | 


Ta! pats] ~ Pel ss (ey) r (24) 
Si Ir : 


> (4) é ef) 


Rir 


"so daB also nach (142) und (16) der Zusammenhang besteht: 


Sik pfluT#; Sth FUT. (25) 
_ Aus (19) ergibt sich nach a fiir k,: 
=A =F 1) (26) ‘ 
so daB die zweite Gl. (14) die Form annimmt: ay 
E (J2UF" r)iin = Pe (27) 
Als iibliche Definition des Stromes s, gilt: 
Fin By » (28) 
4 (28) gilt aber in der neuen Theorie nicht mehr, sondern man erhalt 
aus (27) 
. F« =—U1]-it = (+ + 2y-)] FF (29) 
< a hg al )in ee 3 
Neben dem Ladungsstrom ‘ . 
! s,=—UtJ-4, (30) 
4 der Materie tritt also ein Polarisationsstrom des Vakuums der GréBe 
= (4 +5I4) InP (34) 


aut, 

---‘Nachdem die zweite Gl. (14) schon in (27) und (29) explizit aufge- 
; stellt wurde, sollen auch noch die beiden anderen (die erste und dritte) 
_ 36* i 
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angegeben werden. Man kann sie entweder durch Vetepaltine der Proje 
tiven Gl. (18) mit Hilfe der Formeln (34), (35) und (37) aus Ml erhalten, © 
oder aber direkt aus dem Variationsprinzip tiber (19). Die oben erwahnte — 
_ Rechnung von Cr. MULLER kann man auch hier benutzen, und man er- 


“ hye ‘lt dann leicht aus dem vierdimensionalen Variationsprinzip 

ARE sory oy" ran 4 1 area ; 

Be < ja Raala Leo a 

a . 13 62) 
¥ y m 1. _ a 

ae +(W ~ Fz) Jim J i+v|dt ake “S 

aaa die Gleichungen: 

— fs E : 4 J (3 a) ‘ih 

Bs. Raz eek +L (Bak + Ean FO" Bix) + fr 

ue : (7? uy, Uy’ 1 4 1 4 é 

ila a J © pes mo, Se 5 aoe 

i jg ot ( sa) (Fis Fin “3 Jim J gis) a V Bis 2piu tke | 7, 

aie : 4 ur 

GEG Snes | 

is & 

SCs a aaa, eens Sa sd . oT a 

ott (-G ju a aa ie Jim J + (34 +55)¥ +IV'+e bess 

a Die Feldgleichungen (27) und (33) sind fiir den Fall ohne Materie und 

ie fir U =1 und W = V = 0 schon genauer untersucht worden!t. Bevor — 

: wir aber daran gehen, eine Wahl von U, W und V zu versuchen, miissen 

det: wig wir die Erhaltungssatze fiir den Materietensor aufstellen. a 

Poy Nya Die Erhaltungssatze sind eng verkoppelt mit den Invarianzgruppen _ 

Naas, Ni der Theorie. Daher miissen wir kurz auf diese eingehen. Die Gruppe — 

5 _ ‘aller vom ersten Grade homogenen Transformationen der X* bezeichnen — 

akg wir mit §,. Die Gruppe aller Transformationen der affinen Koordinaten 


x* nennen wir @,. Liegt ein bestimmter Zusammenhang der X* mit 


den x* durch x* = f*( X°,..., X4) vor, so kann man (dies ist natiirlich 
nicht notwendig) die Transformationen von $; und @, in der Weise 
miteinander koppeln, dab ee diesen funktionellen Zusammenhang — 
als invariant fordert, d.h. = f* (X",...,.X"%) setzt. Jede Trans- 
formation aus §,; erzeugt Re genau eine Transformation aus 4, so | 
dali $, auf diese Weise homomorph auf , abgebildet ist. Folglich 
mu (= 5/9 sein mit dem Normalteiler 9 aller der Transforma-_ 
tionen, die die identische Transformation in @, erzeugen. Dies sind, 
da die /* homogen vom nullten Grade sind, gerade die Transformationen 


ANB = A(X, 2X4) XP 
mit A homogen vom nullten Grade. 


1 Jorpan, P. u. Cr. MtLier: Z. Naturforsch. 2a, 1 (1947). 
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Fas eine : Funktion von 5 Variablen gegeben F (X°, ..., X*), so defi- 
nieren wir die Transformationen x, dadurch, da8 wir setzen 


eee (AOL. XS PKU ROP oX,, 1. 0X), 


wobei g eine homogene Funktion nullten Grades der X” ist. Die Gruppe 
der Transformationen %, nennen wir $8. $8 ist abelsch. ® darf nicht ‘ 
mit dem obigen 2 verwechselt werden, obwohl es mit ihm isomorph ist. j 

Zu diesen Gruppen kommt noch die in Ml im AnschluB an die 
dortige Gl. (1) und (2) definierte fiinfdimensionale Drehgruppe 9, 
mit ihrer Untergruppe 2,. 

In der fiinfdimensionalen Beschreibung stehen %., ® ®;, % als In- 
varianzgruppen zur Verfiigung. Beim Ubergang zur affinen vierdimen- 
sionalen Beschreibung hat man die Gruppen &, und ,. Man sieht sofort 
da8 man durch den Ubergang zum Vietbiniensosaled die Gruppe $5 
auf ©, und 2; auf 2D, einschrankt. Welche Rolle spielt die Gruppe % 
beim Ubergang von ies projektiven zur affinen Beschreibung? Die 
Definition eines projektiven Tensors ist: 


- Ein projektiver Tensor Oye ne transformiert sich bei einer Trans- 
ay 
formation X’* = X’*(X”) aus §, nach 


ra 


ASN EE Gy Soar Els, te REA: AT Heats PREM GE. 


G1 +--+, \vy |v, \'o, \‘o, Hy A, “vat a 


und bei der Transformation %, aus $ nach 


Salah ce Ba Fale one) 35) 

wobei H, ein Operator ist. Zwei wichtige Beispiele sind folgende: 

1. H,=1. In diesem Falle nennen wir «°** einen Normaltensor. 
Einen Normaltensor nullter Stufe nennen wir auch Invariante, wahrend 
ein Skalar gegeniiber 8 nicht invariant zu sein braucht. 

2. w''! ist komplex und H, = e*/'°8¢ mit reellem 1. 

In jedem Falle bilden die H, eine Darstellung der Gruppe 8. Die 
in MI, Gl. (20), (21) und (24) erklarte Parallelverschiebung und Maf-. \_ 
ableitung gilt nur fiir Normaltensoren. Fiir allgemeine Tensoren ist 
die Parallelverschiebung Caer durch 


6, a” = dX" (Tha eee 


( (p) ; Sloe, (36) 
6a” =—6X’ (wv, a —Y, Ta”), 


wobei // die infinitesimale Peace Oa UPS, der Gruppe $$ ist, d.h. Mets 
es ist Bae. 
H, at = e760 gh, (37) sty 


a, 


t Es bedeutet X",, = ax#/eX”. ae 


rT 


aT nee? BLN Ge oe Ok 


* 
“a? 

ay 
fe 


ei 


e pot at Lupwic: ‘ee are 
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da 98 eine Abelsche Gruppe ist. Entsprechend ist die MaBableitung 


definiert durch: 


a a a A 
a= tlya —YMla, “| (38) 
A a (4) () (4) 
a’ ‘hte a ‘in + Ow) oh erg en: : 
Statt der Beschreibung eines Tensors durch die a4! * fe ' kann man auch 


die Fiinfbeindarstellung wahlen. er Ror poheaes sich dann ent- 


sprechend seinem Tensorcharakter bei der Gruppe D;. Bei $ gilt: 
x og Vile - (¥4) wy; je Oa == OP ’ (39) 


Q (Hy) +++ (Ay) Q (Hy) -++ (Hz) 


Fiir einen Normaltensor sind also die Fiinfbeinkomponenten homogen 
vom Grade Null. 


Dies ist wichtig fiir den Ubergang zur affinen Beschreibung. Fiir 


» einen Normaltensor erhalt man nach M1 aus seinen Fiinfbeinkomponenten 


sofort seine affine Aufspaltung. Fiir einen Nichtnormaltensor waren 
aber die so aufgespaltenen Komponenten, da sie nicht homogen vom 
Grade Null waren, keine Funktionen der affinen Koordinaten allein, 
also keine affinen GréBen. 


Jeder Nichtnormaltensor laBt sich aber normalisieren. Man wahle 
eine beliebige Funktion 7 (X°, ..., X4) homogen vom ersten Grade, die 
schon in Ml, Gl. (45) eingefiihrt wurde. Dann bilde man 


a=, 008, (40) 


Damit ist « ein Normaltensor. Die ,,Normalisierung“ « von « ist aber 
nicht eindeutig definiert, da 7 beliebig ist, d.h. bis auf einen Faktor 
homogen vom Grade Null unbestimmt ist. Gehen wir also von 7 zu 
y durch 

" =O7N. (41) 
liber, so geht « tiber in «’: . 


a’ = He 1%. (42). 


Die Transformationen (41), (42) nennen wir die Eichgruppe €. Es 
ist also € = PB. Eselbst ist eine affine Gruppe, da o homogen vom nullten 
Grade ist. Aus projektiven Normaltensoren erhalt man also affine 
eichinvariante GréBen, aus projektiven Nichtnormaltensoren affine 
nicht eichinvariante GréBen. Nach Ml, Gl.(15) transformiert sich Vr 
nach der Gleichung 


Pr = Px — (log a)),. (43) 


Die von den Gruppen @, und € erzeugte Gruppe (4, ©) ist eine Trans- 
formationsgruppe der Variablen 4, 7, die die Gruppe $, erzeugt, wenn 


Pp 
Ws 


‘ 


: a5 saesie to foyid eae \ a 

ra Riaass eee B55 a 

ae, FF inc | ia a *e< a A wines 

Baan den funktionellen rapt adeeeie sho ‘awischen den x, y und den 
* festhalt, so daBt 


(Gq, &) De xt (44) . <i i, ¥ 


is st. Nachdem nun der Zusammenhang der affinen mit den projektiven 
ppen klargestellt ist, gehen wir zu der eigentlichen Aufgabe, der 
Aufstellung der Erhaltungssitze iiber. . 
Der Begriff der Normalbereiche erlaubt es, Wort fiir Wort die be- 
Kannten Ableitungen aus dem Affinen* auf die projektiven Integrale 
4 Gdr und fdr zu iibertragen. Diese Ubertragung ist schon von 
Pats® durchgefiihrt worden. Der Begriff der Normalbereiche verein- 
facht an einer Stelle die dortigen Ableitungen: Aus der dortigen Gl. (49) 
folgt z. B. sofort ohne Rechnung die dortige Gl. (56). Das Ergebnis 
der Ableitungen sind dann die Gleichungen: — 


Kru = Ke, Bees 
Kr*, =0, (46) 


mathematische Identitaten, Falls die Feldgleichungen 009 =Q 
erfiillt sind, gilt weiterhin: 


ou = Sr, ; (47) 
Sri, =0, (48) 


6 =2 6 + aa KF Dae tp — 2" Yay + Bia. (49) 


Hierbei ist ¢ 2/2 X” die Ableitung von 2 nach dem explizit auftretenden 
X” und 


6X 
QU) — —F* 50 
OP My ip sa 
; . gret A a BY de = 4 (gere? ie ger _ yy’ "*) (51) 
mit 
Wee? — Qu Ge Wy, (52) 


wobei 672 der Operator einer infinitesimalen Drehung ist. Ist z. B. 
j im) ein Vektor ¥, so gilt 


Gre Wn — gin yo — gan yr, (53) 
Auf Grund der Verkniipfungen (16) miissen bestimmte affine Rela- 
‘tionen eine Folge der Beziehungen fiir den Materietensor sein. Die 


Symmetrie von Gir ist eine triviale Folge der Symmetrie von G’". Die 


1 Jorpan, P.: Géttinger Nachr. 1945, 74. 

2 7B. W. Pautt: Relativitatstheorie, S. 616, 720. Berlin 1921. — RosEN- 
FELD: Mem. de l’Acad. Roy. de Belgique XVIII Nr 6 (1940). 
3 Pats: Physica, Haag 8, 1137 (1941). 
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Vaneae der ere aichns (48) ergibt: 
se ae = Go "\m ee D has Jim sm. 
Ban cin in | n 2 (n) (b) =1 71) ¢(0)(0) 
res! My = s! aa EOD Yay ) SO) im) 4 J 7S oS — Eppes ‘a 
Aus (46) folgt somit: 
KO PIP Te KO” 0 
4 
und ; Te 
Kin + EKO" £4 J Je —4 Jy" BO 8. 
4 
Mit der Bezeichnungsweise (16) lauten diese Gleichungen: 
, Rim = 0 
4 
und 
2 m m 
K,, i= + Fink —Jina=0 
Ebenso folgt: 
om = 0; 
a 
4 : ' 
Sim + Fun” — Jind = 0. - (61) — 


Wendet man das Verfahren der ieGritesteaien Transformationen, das 
zu den mathematischen Identitaten fiir die Tensoren K“” und a 
fiihrte, auf den affinen Fall und das Integral (11) an, so folgt dir 


; Snm me Smn 
und die Divergenzgleichung 


: 
Swim + Pim Qn + OF, mn — OJ, =0, 7 


was mit (61) tibereinstimmt, wenh 730 (60) benutzt. (60) ist aber ei 


Folge der Eichinvarianz von @. Denn g ist eichinvariant, da L ei 1e 
Invariante, d.h. homogen vom Grade Null ist. 
Damit ist also gezeigt, wie die Gruppen $5, D5, 8 bei den jell 


$s tiven Integralen zu denselben Erhaltungssatzen fiihren wie die Gruppen | 
a" (4, Dy und © bei den entsprechenden affinen Integralen. Um bce 
aes physikalische Bedeutung der abgeleiteten Divergenzeigenschaften be 

Me zu erkennen, wollen wir sie an einem Beispiel erlautern: 

oy Wir wollen annehmen, daB es ein solches Koordinatensystem gibt 
¥ da J nur von der Zeit x4 abhangt, daB se) = == p= 0: (fir sae 2,3) 
Rees, und daB gf) =1 ist. Dann ist g=—g mit g=|\g,,]] (fir i, k =4, 2, 3) 
Bite Wir wollen auBerdem annehmen, daB der Raum (dh. die Mannig 


i. faltigkeit der x1, x*, x3) geschlossen und endlich ist. 


er ¥ GA 


i ee. 


ese 


Vise gesamte Energie der Materie bezeichnen wir ee den Ausdrick , 


Be F(t FantoanafeViaranae, 
‘ Ww 


ji ntegriert uber den ganzen Raum W. Wie verandert sich E mit der 
Zeit ? Zunachst folgt aus der Gl. (61) 


. 
=) 


ss m ‘ = m x m s m 
4 SG, lis = Sg im — Ss) Smid =Jis b— Fa ' (63) 


Wir wollen nun annehmen, daB das Glied F ‘ma t™ (zumindest im Mittel) 


verschwindet. Weiterhin mége “ Materiefeld raumlich isotrop (zu- 
‘mindest im Mittel) sein. Dann ast Ge" =0 far hie A und Sa." 


85) w Ve fiir (s), m = 1, 2, 3 und St = Vz. Aus (63) folgt dann, wenn 
wir Differentiation nach x4 mit einem Punkt bezeichnen: 


(vo V2) =joVe+wi: s (64). 


Aus (25) folgt, daB die Energiedichte ¢ ' 
e=Ty=J-?U-tv Pot ste), 
ist. Der Druck # der Materie ist dann 


p=Ti =—J-1U-1w. (66) 


Damit haben wir die Beziehung: 


(peu Vee) =fo/e—prup Je. (67) 
- Allein aus den Divergenzrelationen l48t sich keine weitere Beziehung 


zwischen e, b, p herleiten, dazu miiBte man den Tensor TJ;, Senaiics 
_kennen. Wir wollen nur erwahnen, daf fiir b= p = 0 


Ji ae ery (ae i x3) 


d. h. 
| e= J-3U-1(¢) ty (68) 
peel Mit der Denehung (25) ist also dann auch 
. Sua= —(g)"*y (69) 


Ein anderes Beispiel zu der Beziehung (63) ist der elektromagnetische 
Tensor 


te 


4 
S),, = —J2U (FE, Fi” —4 Fan F™" bin)- (70) 
es (33) sieht tad daB. er dieselbe Stelle in der Gleichung inne hat 


wie der Tensor ce der Materie. Man wird daher erwarten, daB er 
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dersetpen i vercemerelandH geniigt. Dies laBt see du ‘ch Ausre hes en 


bestdtigen, wenn man (27) benutzt. Man erhalt: + *2 : 


Sy =F + Jb + (7 } 


a 


é 1 (3 U’ | mn >) 
soa (2 4 2 UR eee a) 


mit 


Dieses 5‘) entspricht aber in der Gl. (33) vollkommen dem 6 der Materie. 


‘S oF _ Addiert man die Relationen fiir se, ;, und S, ;» 80 heben sich die beiden % 
fi Glieder mit F,,; 7?” heraus, und es folgt: 
(Sen + Sug = Jie (0 +0). (73 


Betrachten wir als Beispiel ein isotropes Strahlungsfeld ohne Quellen a 
so ist im Mittel FF" = 0, so daB aus (77) und (67) folgt: 


(jiu Vé eo) Bansey FY F Vere. (74 ) 

Da nun die Spur T(4, =0 ist, folgt p\) =4e, so daB schlieBl h 

or (jiu Vz ee) = 2a u een VE. 

Hieraus folgt mit einer von x* unabhingigen GréBe o (21, x2, x*)s 

| ee = J-1U-1()-¥g 
Dies fihrt dann auch zu den Gleichungen: 


: he S,,=—()-4, | 
: 4 
S),, =—gah(g) io fir i,k =1,2,3. 


Ist uns die Abhangigkeit der GréBen J und g von der Zeit x4 bekannt, 
so kennen wir also nach (68) und (75) auch die Abhangigkeit der Energie-_ 
dichte von der Zeit. Durch Integration nach (62) kénnen wir dann auch 
die Energie selbst in ihrer ALhangigkeit von x* bestimmen. sigh - en 
wir noch ; 


78) 


B=fo\gaxaxtax 
Ww 


vV=J Ve dxtaxtdx, 
Ww 
wobei V das Volumen der Welt ist, so folgt aus (67) 
(MUEY =f B—pusy, 


und 


GR . E=J- bis: ig Oe (78) 
ee ae) 
aS Re fe -§U-1fol(g-*axrdatdxs. (79) 
Die Paatericite wie tie elektromagnetische Strahlungsenergie der Welt 
bleibt also im allgemeinen nicht konstant. 


Die durch P. JorpDAN! aus der Erfahrung durch Dimensionsbetrach- 

tungen abstrahierten Uberlegungen zur Kosmologie legen es nahe, daB 
J proportional zu (x4) + und E proportional zu (x4)? ist. Es scheint 
plausibel, daB diese vereinfachten Abstraktionen am besten erfiillt sein 
werden, wenn man den Druck # = 0 setzt. In einer spateren Note 
werden wir zeigen, da8 es auch verniinftig ist, b = 0 zu setzen®. Dann 
wiirde aus (78) folgen, daB die beste Aussicht auf eine mit der Erfahrung 
-tibereinstimmende Theorie besteht, wenn man 


. 1) WT Les (80) 
setzt. Rein deduktiv, allein aus der hier dargestellten Theorie 1aBt 
Sich nichts tiber den Wert von U(/) spect aps Wir machen den Vor- 
schlag (80). 

Ganz ahnlich wie beim fits sa Ga Sea liegen die Verhaltnisse 
beim Ladungsstrom der Materie. Es gilt 


fees: | (81) 
Wahlen wir wieder das besondere oben angegebene Koordinatensystem, 
so ist 
; (Ve t") «= 
ee der Gl. (30) fiir s” folgt 
| (Jiu Ve s*)im =0. (82) 
Integration dieser Gleichung iiber die ganze Welt ergibt mit der Ge- 


- samtladung 
. o=f Estat ava 
die Beziehung 


x (JiUQ) =0. (83) 
Falls s* = 0 fiir & = 1, 2,3, folgt aus (82) direkt 
ie (yu Ve s4) =o. (84) 


a 


1 Jorpan, P.: Ann. Phys., Lpz. 36, 64 (1939). — Phys. Z. 45, 183 (1944). — 
Die Herkunft der Sterne. Stuttgart 1947. 
be 2 Lupwic, G.: Z. Naturforsch. 2a, 482 (1947). 
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Wenn nicht U=/J~! ist, was nach unserem Vorschlag (80) nicht de Cae 
Fall ist, gilt also hier nicht der Erhaltungssatz fir die Ladung der 
Materie allein. Dies beruht eben auf dem in (31) eingefiihrten Polari-_ 
sationsstrom v™ des Vakuums. Aus (29) folgt namlich, da, F’”,,, =O 


ist, die Relation (s’ + v’)), = 0. Aus (84) folgt fiir die Ladungsdichita _ 
der Materie : ; : on 

st = J-9U-*(g)7 by (A, 22, 29), | (85) $ 
und fiir die Ladung | 
O=J-lU- fy(a, 22, 8)dodede.  . (86) 


Wenn also die Gesamtladung der Welt zu Anfang, z. B. beim Ursprung 
der Welt, gleich Null war, so bleibt sie immer gleich Null. Und es ist 
wohl auch anzunehmen, daB die Gesamtladung der Materie der Welt 
Null ist. 7 

Besonders einfach und iibersichtlich werden die abgeleiteten Be- 
ziehungen, wenn wir uns die Welt als Hypersphare vom Radius g@ 
vorstellen, wobei 9 noch von x* abhangen kann. Sind dann 2x1, x?, x3 — 


Koordinaten der Einheitshypersphare, so ist a ape ELS eae wo- | 
bei f & (x4, x2, x3) dxt.dx?dx8 = 27? ist. Nehmen wir dann weiterhin 
die Materie gleichmaBig verteilt an, so ist in (68) und (78) y (x1, 27, x4) = 
Yo é (x1, x7, x8) mit konstantem y, zu setzen. Ebenso ist in (75) und | 
(79) ¢ =o, & und in (85) und (86) schlieBlich y= y,& zu a 
o 


Dann wird 
E = J-4*U-1 99223; 


Et) — J-§U-1 ~ Gg 2n°; ona 


Q=J-2U-ly, 22%. ¢ 

Hervorgehoben sei nochmals, da8 bei derselben Abhangigkeit der GréBen — 
J und @ von x4 die Energie E und E“ nicht gleich mit x* veranderlich 
sind, was wesentlich darauf beruht, daB im ersten Falle der Druck 
gleich Null angenommen wurde, wahrend er im zweiten Falle die Arbeit — 
paV bei der Ausdehnung des Weltvolumens um dV nach (77) leistet. © 
Am Schlu8 dieser Mitteilung wollen wir auch eine Wahl von W (J) j 
und V(/) versuchen, nachdem wir in (80) einen Vorschlag fiir U (J) 
gemacht haben. Wollen wir erreichen, daB keine mit einer Dimension 
behaftete Konstante in die Theorie eingeht, so mu8 man, damit R- 


und W(J) J\,J“ dieselbe Dimension haben, W (J) proportional zu J-2 
wahlen. Wir setzen deshalb ' 


Wf) =—ay>. "(88am 


V (J) setzen wir versuchsweise gleich Null. ’ 


pny. 


7 4 


a Bye erevnatzonarshantes 
' 


ity ‘ist | somit eine Kénstante, ates wir rein deduktiv aus der vores 
gen nden Theorie nicht herleiten kénnen, sondern die vorliufig aus der | 
Erfahrung zu bestimmen wire. Wenn aber die Theorie verniinftig ist, — 
darf sich fiir A nur ein Wert der GréBenordnung 1 ergeben. 


Mit der Wahl U(J) = J3, W(J) ==AJ und V(J) =0 erhilt a 
man aus (33) die Gleichungen: aoe» 


R vy es R J FE” 1 mn i = ‘ oa 
Pt, ae iaz + in” k = ak gin) +I Fee — . Ae a 


eae 1- 4 1 res ee ai ea 
ot wi "im Gin — (4 +a)J *(Ti Jit Jiml gin] — ay jae (89) ela 
4 1 n : n ae 
[oe fm a x (4 +2ay Jay ie = & + 4) Im J+ b=0 an a 
ie 
Setzt man hier fiir = , die Werte (69) mit Ss: , = 0. firs 4 4 ind, ~ 2 eee 
= 0 ein, so kann man (89) leicht lésent. Man erhilt ein sich linear Ribs). 
mit der Zeit ausdehnendes Weltall mit dem Radius = Basics ys 
| tee - (008) See 
oy are ree 
ar Se: ee 
Es ist bequem, alles in natiirlichen Einheiten zu messen, so daB das te 
Wirkungsquantum h —41, die Lichtgeschwindigkeit c= 1 und die i Ma th 
Elementarlange / = 1 ist®. Dann ist das augenblickliche Alter der Welt oo ae 
#~10. Die Massendichte (= Energiedichte) ¢ ergibt sich fir die ee 
_ Lésung von (89) mit (68) zu . Seam 
De ’ ax . $ < C es 
* éE= ie , (90b) : a 
«> 
wobei a eine durch die Theorie nicht festgelegte Konstante ist, wie \ Soe 
man es auch von einer klassischen makroskopischen Theorie auch nicht ; oa ee 
anders erwarten kann, da diese keine Energiedichte auszeichnet. Wir “ > hs 
werden aber in der Natur « von der GréBenordnung 1 (e = 1 ungefahr - be 
-Atomkerndichte) zu erwarten haben. Die Gesamtmasse ist entsprechend Fane 
? § oe '¥ a = 
F ; Dy at ad: Tal = f{ODC) » ks ea cs 2 i 
Die Gravitationsinvariante nimmt. ebenfalls wie ¢ mit 1/o ab: sae 
tae “hs a 
| yA Set d s 
we Ooh. aiaged O08) Rs: 
so dab , 
B: | ee Sh ea) 1). (90e) im 


1 Lupwie, G. u. Cr. Mttter: Ann. Phys., Lpz. 2, 76 (1948). 
2 Jorpan, P.: Ann. Phys., Lpz. 36, 64 (1939). — Phys. Z. 45, 183 (1944). — 
‘Die es der Sterne. Stuttgart 1947. 
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Vergleicht man diese Lésung (90) mit der JorpaNschen seca) 
so erkennt man sofort die Ubereinstimmung mit den dortigen GréBen 
ordnungsbeziehungen. 

DaB Materie ohne Druck (d.h. die Geschwindigkeit der Matertl S 
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit) eine gute Annaherung an die ‘ 
Materie im Kosmos ist, ergibt sich aus den kleinen beobachteten Stern- 
geschwindigkeiten. Trotzdem wollen wir auch den anderen Extrem-_ 
fall p =4. (d.h. die Geschwindigkeit der Materie ungefahr gleich de 
Lichtgeschwindigkeit) betrachten. Setzen wir dementsprechend fiir 


Se die Werte (76) und 6 = 0 in (89) ein, so findet man die Licune 


— = 3 a 
0=t Vag (ota) 


a=; 2a Op; (91b) 


(91 c) 


Hierbei ist 6 wiederum eine nicht durch die Theorie festgelegte Kon-_ 
stante, fiir die wir in der Natur einen Wert der GréSenordnung 1 
(Atomkerndichte) zu erwarten haben. Der Fall = 4¢ scheint nach © 
folgender Idee von P. JORDAN geeignet zu sein, eine deduktive Be- — 
griindung der JorRDANschen induktiven Theorie der Sternentstehung 
zu liefern: }. 
Ein kleiner RrEMANNscher Raum, der Stern, éntsteht spontan, erst — 
einmal ohne Zusammenhang mit dem Gesamtkosmos. Die Sternmaterie 
hat hierbei eine so hohe Temperatur, daB ~={fe. Der Radius 9, 
wachst nach (91a) mit dem Sternalter 4 an, wahrend x, nach (91¢c) — 
mit 4,~* abnimmt. In einem bestimmten Augenblick wird dann % =x, 
d. h. gleich der Gravitationsinvarianten des Gesamtkosmos. Fiir diesen — 
Augenblick ist 4, ~¢ (d. h. fiir einen heute entstehenden Stern 4 ~ 10, — 
was ~ 10-8 sec entspricht) und die Sternmasse nach (91b) dann _ 
Ey ~iS ~#. (92) — 
Ist x= x, so kann der kleine Sternkosmos mit dem Gesamtkosmos 
verschmelzen, wobei sich dann Eg, nicht mehr wesentlich andern wird. 
(92) ist die von P. JORDAN induktiv erschlossene Beziehung?. 
Ich danke besonders herzlich Herrn Prof. P. JorpAN fiir die Fér- 
derung dieser Arbeit durch wertvolle Diskussionen und Anregungen. 


1 JorpaNn, P,; Ann, Phys., Lpz. 36, 64 (1939). — Phys. Z. 45, 183 (1944), — 
Die Herkunft der Sterne. Stuttgart 1947. — Projektive Relativitatstheorie und — 
Kosmologie (FIAT-Bericht) 1947. 


Zur Theorie der Beugung. 


£ Von 
WALTER FRANZ, Miinster. 
ri Mit 9 Textabbildungen. 
: (Eingegangen am 28. November 1947.) . 


_ Es wird ein Naherungsverfahren zur Lésung des akustischen und optischen Beu- 
gungsproblems angegeben, welches die KiRcHHoFFsche Beugungstheorie als 
Spezialfall der ersten Naherung enthalt. Wahrend jedoch das KircHHOFFsche 

_ Verfahren nur die Beugung am schwarzen Schirm behandeln la8t, wird jetzt auch 

_ die Beriicksichtigung von Reflexion und Brechung méglich. Ferner bleibt das 
Verfahren nicht auf kurze Wellenlangen beschrankt. — Als Beispiel wird die 
petsbe und zweite Naherung fiir die blanke Halbebene, die héheren Naherungen 

fiir die kleine blanke Kugel durchgefiihrt. 


Einlettung. 
Die KircunHorrsche Beugungstheorie, welche eine Naherungslésung 
fiir die Beugung an einem mit Blendendffnungen versehenen Schirm 
liefert, kann in der tiblichen Darstellung nicht als erster Schritt eines 
konsequenten Naherungsverfahrens aufgefaBt werden. Man kann daher 
die begangenen Fehler weder abschatzen, noch durch genauere Rech- 
nung verkleinern, und eine Anpassung an bestimmte Reflexionseigen- 
schaften des Schirms ist nicht méglich, man mu8 vielmehr den ,, K1RCH- 
-HoFrFschen Schirm“ als ,,schwarz‘‘ bezeichnen!. — Gerechtfertigt wird 
die Theorie lediglich durch die Erfahrung, welche fiir kurze Wellen 
_ befriedigende Ubereinstimmung zeigt. So ergibt der Vergleich der 
Kircunorrschen Beugung an der Halbebene mit der exakten Lésung 
von SOMMERFELD? (s. Rupinowicz l.c. §8) Ubereinstimmung fiir 
kleine Beugungswinkel, was fiir optische Wellen ausreicht, da bei diesen 
_ fiir gréBere Beugungswinkel die Intensitat vernachlassigbar klein wird. 
_ Bei der Anwendung auf Schallwellen oder Hertzsche Wellen von be- 
 trachtlicher Wellenlange kann man sich damit nicht zufrieden geben, 
- sondern mu8 nach einem Weg suchen, um die Fehler der KIRCHHOFF- 
schen Naherung zu korrigieren. 
~~ _ Die Krrcuuorrsche Theorie bestimimt die Werte der Wellenfunktion 
im Schattenraum aus den Werten an der schattenseitigen Oberflache 
des Schirms, wobei in Unkenntnis der wirklichen Funktionswerte die 


’ 1 Siehe etwa A. Rupinowicz: Ann. Phys., Lpz. 53, 257 (1917). 
2 SOMMERFELD, A.: Math. Ann. 47, 317 (1896). 
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aus der geometrischen Optik folgenden genommen werden, namlich null a 
am Schirm selbst und die primare Erregung in den Offnungen. Ver- a 
sucht man, durch Einsetzen der aus der KrrcHHorrschen Naherung fol- 

genden Randwerte eine zweite Naherung zu gewinnen, dann erhalt ft 
man nur wieder das alte KrrcHHorrsche Ergebnis, einfach deshalb, 
weil jede im Schattenraum singularitatenfreie Losung derWellengleichung — 2 
(und das ist die KrrcHHorrsche Naherungslésung; sie verst6Bt lediglich A 


gegen die Randbedingungen!) sich mit Hilfe des KiRcHHOoFFschen * 
Integrals exakt aus ihren Randwerten reproduziert. ae 
Mit den besprochenen Schwierigkeiten wird man jedoch fertig, wenn “ 


man die Aufgabe etwas anders faBt. Man denkt sich zunachst die 
Primarwelle an dem Schirm (oder irgendeinem anderen Objekt) in 
plausibler Weise beeinfluBt, etwa nach den Gesetzen der geometrischen 
Optik abgeschattet und reflektiert. Diese ,,nullte Naherung* erfillt 2 
an manchen Stellen (z. B. den Schattengrenzen) die Wellengleichung 
nicht. Die Abweichungen von. der Wellengleichung lassen sich als 
Erregungsquellen (im elektrodynamischen Fall virtuelle Ladungen und 
Stréme) auffassen, welche strahlen und so eine erste Naherung liefern, 
welche zusammen mit der nullten die Wellengleichung exakt erfiillt. _ 
Durch Abschattung und Reflexion der ersten Naherung entstehen er- 
neut Abweichungen von der Wellengleichung, welche zu einer Strahlung 
zweiter Naherung Veranlassung geben usw. Die erste Naherung dieses 
Verfahrens fiir den Fall des schwarzen Schirmes ist mit der KIRCHHOFF- 
schen Theorie identisch. 5 
_ Die Vorziige dieser Auffassung zeigen sich bereits bei Behandlung — o 
der ersten Naherung, welche zwanglos die Beriicksichtigung beliebiger 4 
Reflexionseigenschaften der Oberfliche gestattet, wahrend nach der _ 
KircHHoFrFschen Theorie bis auf die unvollkommene Behandlung des & 
blanken Schirms bei Ruprnowicz (1. c. §4) nur der schwarze Schirm 3 
zuganglich schien. Ferner laBt sich ohne weiteres die gebeugte Welle 
auch im Lichtraum angeben (s. dazu § 2). — Eine zweite Naherung _ 
werden wir in $5 fiir den Fall der blanken Halbebene durchfithren, — _ 
Uberraschenderweise liBt sich das Verfahren besonders gut auf die " 
Beugung am unendlich Kleinen Objekt anwenden (s. § 4). Die erste ¥ 
Naherung hingt nur vom Volumen des Objekts ab, und die Durch- — 
fiihrung beliebig hoher Naherungen an der schallharten Kugel zeigt : 
eine Verminderung des Fehlers mit jedem Naherungsschritt auf ein | 
Drittel. : 

Wir besprechen das Naherungsverfahren und seine Folgerungen 
zundchst fiir die skalare Wellengleichung (Teil I) und dann fiir die 
Maxwettschen Gleichungen (Teil II), deren Behandlung zwar zu 


komplizierteren Formeln fiihrt, aber keine zusatzlichen Schwierigkeiten 
bietet. 


ERS oe 5, 


ur Theorie der: Beugung. a 


£3: $1. Prinzip des N&herungsverjahrens. ae ae a 
_ Enn periodischer Wellenvorgang im homogenen Medium wird be- prs 
herrscht durch die Wellengleichung | 


. | Au+ ku =0: , (1) 


Darin ist k = 27/2 die Wellenzahl. Die periodische Zeitabhingigkeit 
sei im folgenden immer in der Gestalt e~'@* angenommen, worin 
die Kreisfrequenz. 


Die Aufgabe der Beugungstheorie besteht darin, die Ausbreitung 

von Strahlung in einem durch verschiedene Gegenstande gestérten 
Raum gemaB (1) zu berechnen. Die Oberflachen der Gegenstinde 
sind dabei mathematisch durch gewisse Rand- oder Grenzbedingungen 

fiir die Wellenfunktion festgelegt. Die Aufgabe soll nun. durch ein 
Verfahren sukzessiver Naherung gelést werden, und zwar nach den 
Bemerkungen der Einleitung in zwei wesentlich verschiedenen ATTEN? 2.9) Si 
von Naherungsschritten, namlich den eigentlichen Naherungsschritten, 
welche die Anpassung an die Wellengleichung zum Ziele haben, ohne’ 
auf die Randbedingungen Riicksicht zu nehmen (KircHHOFFsches 
Integral), und den Zwischenschritten, welche die Randbedingungen zu 
erfiillen trachten, ohne auf die Wellengleichung zu achten. Wir bezeich- 
nen die aus dem nullten, ersten, zweiten... eigentlichen Naherungs- 
schritt folgenden Wellenfunktionen mit wu, u,u,..., die aus dem 
nachsten Zwischenschritt folgenden mit up, uj, u,..., und mit %p, 
4, Vg --. die aus der jeweiligen eigentlichen Naherung sich ergebende 
Korrektur, so daB 

Uy = Uo, thy 11 =U, +U,41. (2) 
Die Zwischenschritte bestehen in irgendwelchen groben Eingriffen 
(Abschattungen, Reflexionen u. 4.), welche bewirken, daB u, die Wellen- 
gleichung (1) nicht erfiillt, so da8 man nach einer Korrekturfunktion 
v,4 1 Zu suchen hat, welche diesen Fehler beseitigt. Die Summe uw, + 
@y 41 hat die Wellengleichung zu erfiillen, d.h. 


Av,2i+ kh? v,41=—Au, —k*u,. (3) 


Man hat also fiir v,,, eine inhomogene Wellengleichung, deren sin- 
-gularitatenfreie Lésung bekanntlich lautet 


; thr ait a 

1 é OS a 

wars pe f (Au, + Bu). rn aha, (4) _ 

Darin ist y der Abstand zwischen Integrationspunkt und Aufpunkt 1, ae 
und f dt eine raumliche Integration. Nach (4) wirkt die Abweichung | ‘i 
der Wellengleichung Au, + k?-u, vom Sollwert Null als Erregungs- Fe. 
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quelle fit die Beugungswelle Vy 4-40 — Das Veta (eed 2 
Gegenstande fiihrt dazu, in einem neuen Zwischenschritt v, +1 baw. 
das mit dessen Hilfe nach (2) zu bildende wu, ,; zu modifizieren (z. Ba 
durch Abschattung zu beschneiden), so daB das resultierende w’,.. *y 
wieder die Wellengleichung verletzt und eine Korrektur gemaB (4) 
verlangt. 

Damit ist alles grundsatzliche iiber das Naherungsverfahren gesagt. 
Man mag eine allgemeine Vorschrift vermissen, nach welcher die Zwi- 
schenschritte, also Abschattungen, Reflexionen oder ahnliches vorzu- 
nehmen sind. Auf solche Vorschriften muB man jedoch verzichten, 
um alle physikalisch und mathematisch erwiinschten Anderungen an — 
den Funktionen u, bei den Zwischenschritten vornehmen zu kénnen. — _ 
Die dadurch fslasstne Willkiir hat zur Folge, da® es keinen Sinn hat 
zu fragen, ob das Verfahren konvergiert; es ist in jedem Falle méglich, 2 
die Zwischenschritte so geschickt auszufiihren, daB das Verfahren — 
konvergiert, oder so ungeschickt, daB es nicht konvergiert. 

Man ist von der KircHHoFFschen Beugungstheorie her gewohnt, die 
Kleinheit der Wellenlange gegen die Abmessungen des beugenden 
Objekts als wesentliche Voraussetzung fiir die Giiltigkeit anzusehen. — 
Die wahren Verhiltnisse liegen jedoch erheblich anders. Keinesfalls — 
stellt die KrircHHorrFsche Theorie das erste Glied einer konsequenten 
Entwicklung nach steigenden Potenzen der Wellenlange vor; unser ~ 
Verfahren liefert zwar in jedem Falle das héchste Glied einer solchen | 
Entwicklung in der ersten Naherung richtig, gibt jedoch in der zweiten 
und den héheren Naherungen eine rein numerische (nach reinen Zahlen — 
fortschreitende) Approximation, so da bereits das zweite Glied der 
Entwicklung nach A erst nach unendlich vielen Schritten sich exakt | 
ergibt (s. dazu das Beispiel der Halbebene in § 5!). Dieses eigenartige ‘4 
Verhalten hingt damit zusammen, da nicht die Lésung der Wellen- 
gleichung, sondern die Erfillung der Randbedingungen Gegenstand der | 
Naherung ist. Die Wellengleichung wird in jeder Naherung durch mu, 
exakt erfiillt, und das Ubergangsgebiet zwischen geometrischer und j . 
gebeugter Welle (in der Nachbarschaft des direkten Strahls und der | 
geometrischen Reflexion), welches fiir kurze Wellen allein dominiert, 4 
und von der Kérperoberflache nicht wesentlich verandert wird, wird 
bereits in der ersten Naherung richtig Wwiedergegeben. Daneben enthalt | 
die erste Naherung, um eine GréBenordnung in 4 kleiner, um endliche 
aye Winkel abgebeugte Wellen, welche infolge Nichtberiicksichtigung der 
oy Randbedingungen unrichtig sind. Die zweite Naherung beriicksichtigt — 
; die beim Auftreffen der. Beugungswelle auf den Kérper eintretende 
* Reflexion, welche eine Welle gleicher GréBenordnung, wenn auch ~ 

zahlenmaBig kleiner, liefert, und das namliche geschieht bei einer 

zweiten, dritten, vierten Reflexion, ; 
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say Nachdem so von einer Entwicklung ses eateries der Wellenlainge 


nicht die Rede sein kann, fragt man sich, ob man die Voraussetzung 
_ kleiner Wellenlange nicht iiberhaupt fallen lassen kann. Dies ist in 


_ der Tat der Fall; wie wir in § 4 sehen werden, funktioniert das Verfahren. 


Salem im entgegengesetzten Grenzfall, Wellenlange groB gegen K6rper- 
_ dimensionen, besonders gut und 1aBt sich bis zu beliebig hoher Naherung 
_ durchfiihren. Freilich ist dann Abschattung und geometrische Reflexion 
- kein brauchbarer Ansatz fiir die Zwischenschritte; man hat statt dessen 
n “far die schallharte Oberflache eine Beugungswelle anzusetzen, deren 
_ Normalgradient mit der primaren Welle zusammen die Randbedingung 
_ erfiillt, wahrend der Funktionswert vernachlassigt wird. 
Die folgenden Paragraphen bringen die Durchfiihrung des Rerbah yong 
in einigen wichtigen und charakteristischen Fallen. 


§ 2. Kircuuorrsche Beugungstheorie und HuyGEnssches Prinztp. 


my 


Wir wollen zunachst zeigen, daB (4), auf den schwarzen Schirm 
_ angewandt, mathematisch mit der KrrcHHorFschen Beugungstheorie 
iibereinstimmt. Als nullte Naherung “) hat man dabei die Welle zu 

_ nehmen, welche vorhanden ware, wenn der Schirm keine Offnungen 
besaBe; d.h. also bis an den Schirm heran die ungestérte Primarwelle, 
und jenseits des Schirmes iiberall die Erregung Null. Die Unstetigkeit 

in der Offnungsflache bedeutet einen VerstoB gegen die Wellenglei- 
chung, welcher nach (4) zu einer sekundaren Strahlung Anla® gibt. 
Diese Formel setzt allerdings eine Wellenfunktion # voraus, fiir welche 
_ Ap im ganzen Raum existiert. Wir denken uns daher die Unstetigkeit 


von u# und seiner ersten Ableitung in einem unendlich schmalen Uber- — 


_ gangsgebiet stetig iiberbriickt. Wegen des unendlich kleinen Volumens 
dieses Ubergangsgebietes tragen nur solche Anteile des Integranden 
von (4) etwas bei, welche im Limes Ubergangsgebiet gegen null unend- 
lich groB werden, also nur die zweite Ableitung von ™ nach der Nor- 
_ malen. Wir spalten nun die Raumintegration auf in eine Integration 

nach der Flache und eine nach der Normalen m in Richtung zum Schatten- 
-  yaum, und erhalten dann durch zweimalige partielle Integration: 


ere 


. 


- Die Klammer []? bedeutet darin: Wert auf der Schattenseite minus 


Wert auf der Lichtseite. Auf der Schattenseite verschwindet uw und, 
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der Kircuuyorrschen Beugungstheorie, jedoch mit einigen wesentlichen — 


568 fe : WALTER FRANZ: 


éuj/én, ebenso verschwindet das letzte Integral in (5) wegen der Fads = 
lichkeit des Integranden, so daB schlieBlich bleibt: 


4 a ihr © ike bly d , 

a aa | {to én s oa gp Sn | af. (6) . 
Fiir den Wert der Funktion uj) und deren Ableitung auf der Licht- 
seite der Offnung konnten wir dabei die ungestérte Primarerregung u9 ‘S 
i 


und deren Ableitung einsetzen. Gl. (6) ist auBerlich genau die Formel — 


Unterschieden in der Interpretation, welche durch unsere geanderte 
Auffassung des Beugungsproblems bedingt wird: Zum ersten ist das 
Flachenintegral in (6) prinzipiell nur tiber die Offnung zu erstrecken : 
und nicht auch iiber die Schattenseite des Schirms, zum zweiten gilt 
(6) nicht nur im Schattenraum, sondern ohne weiteres auch im Lich="y me 
raum. Die Bedeutung dieser Unterschiede erkennt man aus dem nicht ~ 
restlos gegliickten Versuch von RuBinowicz (lI. c.), die KIRCHHOFF- — 
sche Lésung auf der Lichtseite des schwarzen und des blanken Schirmes 
za gewinnen; er sieht dazu keinen anderen Weg als die analytische 
Fortsetzung der Lésung aus dem Schattenraum, wobei es nicht gelingt __ 
die Reflexionsbedingungen auf beiden Seiten des blanken Schirmes zu 
erfiillent. . pa 
Unsere Herleitung von (6) ist ein sinnfalliger Ausdruck des HUYGENS- 
schen Prinzips. Man kann den Hergang anschaulich so beschreiben: — 
Wir verfolgen die primare Welle in ihrem Verlauf bis dorthin, wo sich 
ihr ein Hindernis entgegenstellt. Dort gebieten wir der Welle ein — 
, Halt!‘‘, um iiber den weiteren Verlauf das HuycGenssche Prinzip zu — R 
befragen. Die festgehaltene, bzw. abgeschnittene Wellenfront wird — 
selbst gemaf (4) und (6) zur Strahlungsquelle. Beim schwarzen Schirm 
brauchen wir dabei nur die Offnungsflache zu behandeln, da im Schirm © 
selbst nach der merkwiirdigen Bedingung der Schwarze die Strahlung 
sang- und klanglos verschwindet. ‘ ‘-_ 
Das HuyGenssche Prinzip laBt sich analog hierzu auf beliebige 4 
Rand- und Grenzflachen anwenden. Wir denken uns etwa die Grenz- 
flache zweier homogener Med:en. Lassen wir von einer Seite her primare “ 
Strahlung auftreffen, so wird sie zum Teil durchgelassen, zum Teil 
reflektiert. Wir verfolgen nun die Welle bis zur Trennfliche, denken yy 
sie uns lokal durchgelassen und reflektiert, und gebieten dann, 
sofort nach dem Verlassen der Trennflaiche, unser » Halt!*; das Huy- 
GENSsche Prinzip muB eingreifen, um die weitere Ausbreitung der Welle, 


1 Wis wir im folgenden, besonders in §'5, sehen werden, ist es nicht sinnvoll, 

fiir die ziemlich grobe Krrcnuorrsche N&aherungslésung iiberall énalytischesi™ 
Charakter zu fordern; man wird vielmehr auf Unstetigkeitsflachen fiir die Funk- 
: 


tion und ihre Ableitung gefiihrt, wie schon die besprochene nullte Naherung ug 
sie aufweist. 


4 
a 
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¥ zuriick ins erste und hinein ins zweite Medium, zu verfolgen. Dafiir Rs 
~ konnen wir Formel (6) verwenden, wobei jetzt die Grenzfliche die Rolle oat 
_ der Offnung tibernimmt, durch welche die durchgehende Strahlung ein- tae 
_ und die reflektierte Strahlung austritt, und an Stelle von % ist jetzt 3 


5 der durchgehende bzw. reflektierte Teil der Primarwelle zu nehmen. — 
_ Unbestimmt bleibt zunachst die Methode, nach welcher der lokale 
‘Durchgang der Welle durch die Trennfliche zu behandeln ist, was 
ersichtlich den ,,Zwischenschritt'’ des Naherungsverfahrens darstellt. 
Auch jetzt bleibt dabei der Willkiir bzw. der Geschicklichkeit ein breiter 
i Spielraum, die Erfiillung der Grenzbedingungen durch einen plausiblen 
; Ansatz ist einzige Bedingung. Ist die Wellenliange kurz, dann wird man 
2 


die Reflexion nach den fiir ebene Grenzflachen giiltigen Formeln vor-_ 


nehmen, fiir lange Wellen bzw. kleine Objekte bendtigt man andere 
Ansatze (s. § 4). 

Wie wir es soeben fiir die erste Naherung beschrieben haben, laBt 
sich prinzipiell auch fiir die hGheren Naherungen verfahren. Praktisch 


primar nicht eine einheitliche und von einer Seite auf die Trennflache 
treffende Strahlung hat, und dab man ferner wegen der fortwahrenden 
Aufspaltung in durchgehende und reflektierte Anteile schlieBlich eine 
groBe Zahl von Strahlungskomponenten verfolgen mu8. Man sieht 
jedenfalls, daB man mit Hilfe des HuyGrensschen Prinzips im Grunde 


durchlassigen Objekten behandeln kann. Man kommt also schon mit 
einer Spezialisierung des in §1 geschilderten Verfahrens aus, indem 
man ndmlich die Abweichungen von der Wellengleichung, welche die 
Zwischenschritte mit sich bringen, auf flachenhafte Gebiete beschrankt. 
Es mag trotzdem Fille geben, in welchen es zweckmabig ist, fiir ein 
-endliches Raumgebiet Abweichungen von der Wellengleichung zuzu- 
lassen, zum mindesten ist es wichtig, diese Moglichkeit zu kennen. 

In den Beispielen der folgenden Paragraphen beschranken wir uns 
ausschlieBlich auf blanke, undurchliassige Oberflachen. 


3 § 3. Beugung an einer unendlichen blanken Oberfldche in erster Naherung. 
Die Kriimmungsradien der Flache seien iiberall groB gegen die Wel- 
-Jenlange, und die Flache werde so bestrahlt, dab sie keinen Schatten 
- wirft. Die Oberfliche sei blank, und zwar wollen wir dafiir die beiden 
- Randbedingungen «= 0 und 6u/6n =O in Betracht ziehen. Die 
 Primarwelle 1, treffe nun die Oberflaiche und werde dort lokal nach den 
- Gesetzen der geometrischen Optik reflektiert, wie dies den gemachten 
- Voraussetzungen (Wellenlange klein gegen alle Koérperabmessungen) 
angemessen ist. Das bedeutet fiir die reflektierte Welle #, an der Ober- 

. flache u, = F mu und éu,/én =. + Ou,/6n, das obere Vorzeichen fiir 


wird freilich die Durchfiihrung dadurch erschwert, daf man dabei — 


_ jedes Beugungsproblem an ganz oder teilweise reflektierenden oder 


y 
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die Randbedingung u = 0, das untere fiir aulon = ne Soe ng 
der reflektierten Welle erfolgt dann nach (6), worin fiir % zu setzen — 
ist u,, wahrend unter 7 jetzt die duBere Flachennormale zu verstehen — 
ist. Fiir die reflektierte Strahlung spielt die Oberflache die Rolle einer 
unendlich ausgedehnten Offnung, durch welche sie in den AuBenraum ~ 
guriicktritt. Die so berechnete Reflexionswelle erfiillt die Wellen- 


gleichung exakt und stellt unsere Welle erster Naherung 2 dar: Br 
Pa og kr ‘2 
1 o e ae La ° Cu, , 4 
4 a] ee eee nf df (15 


Die Randbedingung wird von “4, = t% + v, wieder nicht exakt erfiillt, 
da v, Anteile enthalt, welche von einer Stelle der Oberflache ansetieata 
durch das Kérperinnere hindurch an einer anderen Stelle austreten, 
ohne dort auf die Randbedingung — 
PlL0Z) 4 Riicksicht zu nehmen; mit anderen — C 
es Worten, “, muB eine ,,Abschattung’ 
erfahren, d. h. es muB eine Strahl 
mit den Randwerten dieser uner-— 
wiinschten Komponenten weggenom- 
OE 7 £) men werden, was eine Strahlung zwei- 
ter Naherung v, zur Folge hat usw. — © 
Abb. 1. Beugung an der unendlichen Wir wenden uns jetzt der Berechnung 7% 
blanken Oberflache. 
von 2% Zu. 

Wir legen den Nullpunkt eines kartesischen Keorcipates aaa 
in die Oberflache, und zwar gerade in den Punkt, an welchem geome-_ 
trisch das Licht vom Lichtpunkt L zum Aufpunkt P reflektiert wird 
(s. Abb. 1; wir wollen der Einfachheit halber annehmen, da8B es nur ~ 
eimen solchen Punkt gibt). Die z-Achse habe die Richtung der Flachen- _ 
normalen, die y-Achse stehe senkrecht auf der Einfallsebene, die a-— 
Achse liegt also in Richtung der Projektion des geometrischen Strahlen- _ 
gangs. Bezeichnen wir dann mit x, 0, z die Koordinaten des Aufpunktes, 4 
mit x9, 0, 2) die der Lichtquelle und mit &, 7), ¢ die Koordinaten irgend — 
eines Punktes Q der Oberflache, wobei ¢ eine Funktion ¢ (&, 7) von e 
und », dann sind die Abstainde des Flachenpunktes Q von L und Py 


ro=VE—mP ++ Ca) r= VE—2)* +77 + C—2)*. @. 


Die Voraussetzung, daB der Nullpunkt die Glanzstelle sei und die 2- 
Achse normal, bedeutet e 


xL(%0,920) 
> 


ky a et Sor ? 
= a Sax 0; Zig > oe bE én 0. fir é= — (9) 
Als einfallende Welle u) haben wir die von L ausgehende Kugelwelle— 


el kro 


ty =, ~ (10) 


‘ M inti . ' ‘ .? 
at echnet site aus , vobei wir, wie Demerkt, 
ktierte Ske an der ha 


btflgchavhaben ; 


, Oy “Ou, | 
ay eat (14) 


for ir edie Reanabedinetne u = 0, bzw. éu/én = 0. Damit wird 
; eb k(r +10) 
(4=F, aa | (i out Set te) | ~eo+ ez) aap (12) 


ty On Y 1% 


m Grenzfall kurzer Wellen liefert nur die Umgebung der Glanzstelle 


> =7 =¢€ =0 einen merklichen Beitrag, da nur dort die Phase sta- 
iondir wird, d.h. 


Uy =F Uo; 


Re tH)=0, Zertn)=o. (13) 


5 allen anderen Stellen &,y fihrt die sehr rasch wechselnde Phase 

sr Exponentialfunktion zur Ausléschung. DaB (13) fiir = =0 
erfillt ist, ergibt sich aus (8) und (9). Die Berechnung von (42) gelingt 
je *tzt dadurch, daB man alle Funktionen nach steigenden Potenzen 
yon. g und 7 entwickelt. Fiir den Exponenten ergibt dies: 


ig TH I= (r+ 7) +A: + 2B-E-n+C-+- (14) 


: 1 = Zz eC | 
ee a age +7) 2% (; a =a a 6& |’ ? 
. AS a Re, meee 
Be te evan 1 "8, sy, 2E+0n la (15) 
1 2 ah 4 ag 
, C= op Utd) cree are ae ei 9. 


e darin auftretenden zweiten Ableitungen stehen in einfachem Zu- 
mmenhang mit den Kriimmungen der Fliche. Wenn beide Haupt- 
kri mmungen von Null verschieden sind, wie wir der Einfachheit halber 
voraussetzen wollen, dann sind ¢¢/@é und @¢/é7? ebenfalls von Null 
verschieden. Wir verlegen Lichtpunkt und Aufpunkt ins Unendliche 
und kénnen dann sowohl in (15) wie in (12) die Glieder mit 1/r und 1/r, 
streichen. Wir merken noch an, daf 


e- 


i 
ce 
. 


D 


¥ a on aa Y Yo on Vo ‘ 
un id erhalten dann fiir (12) 
ray 


a Or ~- Zz ae e% = Zo (16) 


Co 


Bod (17) 
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Nun ist, wie man leicht bestitigt, 


[Pe er #C y= Zolto a 1 
5a ay 0&0n] — YR,-R,  % FB’ 
wenn R,, R, die Haupt-Kriimmungsradien und R das Gausssche Kru 
mungsmafs. Damit wird 


ikf, tkr 
Pek gt eS 2 Sete 0) 


aC B= * 


os ie 7 


Dieses Resultat kann man sowohl dem Betrag wie der Phase nach | 
auch aus der geometrischen Optik entnehmen. Wenn man die Ent-— 

wicklung um eine Potenz &, 7 weitertreibt, erhalt man ohne Mihe noch | 
ein um eine Potenz der Wellenlange kleineres, ,,echtes“ Beugungsglied, f 
was aber nun nicht quantitativ richtig ist, sondern entsprechend den 
in §4 besprochenen Giiltigkeitsgrenzen der KircHHOFFschen Theorie 

einer Erganzung durch die hdheren Naherungen bedarf. Als erste 
Naherung fiir kurze Wellen ist (19) auch fiir endliche Flachen brauchbar, — 
da die Randeffekte von kleinerer GréBenordnung sind. % 


§ 4. Beugung am unendlich kleinen schallharten Korper. me 
Ist das beugende Objekt klein gegen die Wellenlange, dann sind, — 
wie bereits in §41 bemerkt, Abschattung und Reflexion keine brauch-— 
baren Naherungsbegriffe, wir miissen vielmehr einen angemessenen — 
Néherungsansatz fiir die Randwerte einer ,,Beugungswelle“ und ihrer — 
Normalableitung suchen, um deren Ausbreitung dann nach dem _ 
Huycensschen Prinzip vermittels (6) festzustellen. Wir beschranken a 

uns dabei auf den Fall der schallharten Oberflache, fiir welche 
Randbedingung @u/@n =0 gilt (die Randbedingung « = 0 hat fiir 
kleine Korper keinen physikalischen Sinn). Wir haben fiir die gebeugte 
Welle in erster Linie zu fordern, daB sie zusammen mit der Primate 


welle die Randbedingung erfiillt, also B 
r 

Oup Ou i: . 

nd = auf der beugenden Obata (20) 


Wie soll nun « p an der Oberflache von uw» abhangen? — Wir beachten — 
zunichst, da® fiir die (aus grofer Entfernung eingestrahlte) Primar- 


welle “) dem Betrage nach - - grad u, ist, dagegen die Stérwelle in der 


unmittelbaren Umgebung des Objekts mit einer negativen Potenz des 
Abstandes groB wird (z.B. die einfache Kugelwelle e*’/r wie A/r), 
so da w, von der GréBenordnung r - éu,/@n, was wegen (20) bedeutet, 
daB uw, gegen vy vernachlassigbar klein ist, so da® man ansetzen wird | 


uy—=0O auf der beugenden Oberfliche. (20a) 


VY 
>» 


r 
Wir Bneticen besonders an, “dab fiir unser Objekt, welches viel kleiner 
ist als die Wellenlange, die Unterscheidung zwischen beleuchteter und 
_ unbeleuchteter (und ebenso sichtbarer und unsichtbarer) Seite nicht 
~ sinnvoll ist — das Objekt wird von der Welle vollstandig liberspiilt. 
Pi Der Ansatz (20), (20a) ist eine Naherung und fithrt, in (6) eingefiihrt, 
| zu einer Beugungswelle, welche die Randwerte (20), (20a) nur angenihert 


besitzt1, so daB u, = mw) + v, die Randbedingung @u/é@n = 0 nicht vollig 
~ erfiillt.. Man kann jedoch durch sinngemaSe Anwendung von (20) und 
- (20a) dazu eine Beugungswelle zweiter Naherung ermitteln, und von 
dieser ebenso zu einer dritten und héheren Naherung fortschreiten. 
_ Aus (6) ergibt sich dafiir die allgemeine Formel 


Das Integral ist iiber die gesamte Oberflache des beugenden Objekts 
_ zu erstrecken, und w ist die 4uBere Flachennormale. . 
_ Wir fiihren jetzt die erste Naherung allgemein und die hdheren 
Naherungen fiir die Kugel durch. Primar moge ¢ eine ebene Welle der 
vektoriellen Wellenzahl f, einfallen: 
Uo(r) = e'(® - ug (0). (22) 

Darin bedeutet r den Ortsvektor. Setzen wir dies in (24) ein und be- 
_ricksichtigen, daB fiir einen auBerhalb des Kérpers gelegenen Aufpunkt 
der Integrand eine im ganzen Inneren des K6rpers definierte und 
_ regulare Funktion darstellt, dann kénnen wir das Flachenintegral mit 
Hilfe des Gaussschen Satzes in ein Raumintegral tiber das Kérper- 
~ yolumen verwandeln: 
thr 


eee (grad u,-do) = 4 fowl —_— © gradu): a7. (23) 


4a 


- do soll darin das vektorielle Flachenelement sein, Verlegen wir zu- 
nachst den Aufpunkt ins Unendliche, dann wird 

"Saal deshaoarend 

<A ett, (24) 


Y 


- worin R der Abstand des Aufpunktes von dem im Korper gelegenen 
- Nullpunkt, und f die Wellenzahl einer in Richtung Objekt-Aufpunkt 
fortschreitenden Welle (dabei |f,| = |f| =). Fiihrt man (24) und (22) 
in (23) ein, dann erhalt man 

ikR 


», = Ot at £3) fe f—f,ti.dr, ; (25) 


1 Dies ‘beraht darauf, daB den vorgegebenen Randwerten mathematisch die 


‘Spricht, von welchen die letzte bei unserer Anwendung des HuyGeEnsschen Prin- 
aig auf den AuBenraum notwendig unter den Tisch fallt. 


thr oo 
1 e€ Cuy ; 
Mirage [Seal (21). 


Summe einer nach auBen und einer in den Kérper gerichteten Strahlung ent-_ 


574 otras es ‘ sais 3 che ee Rs 
eH ns 


‘Das beugende Objekt geht dabei nur durch sein Volumen V ein, von a 


Se ; 


BER oP oat ~ ei : bidet 2 


Sey 


SS 


‘ " .- b 
Die Bejan SaHALM toh unter dem Integral abt sich Paes = tzen 
da kr nach Voraussetzung sehr klein ist. Beriicksichtigt man. noch, — 
daB  — k® und (tf: f,) = ®cos@, worin @ der Beugungswinkel, so 


ergibt sich ‘y 
*U — cos @) + u9(0). (26) , 


der Gestalt hangt in unserer ersten Naherung die Beugung nicht ab. 
Das bedeutet aber nicht, daB im Limes kleiner Objekte (26) genau 
richtig ist, da die Naherung nicht nach Potenzen der Kérperabmes- — 
sungen, sondern nach reinen Zahlen fortschreitet, wie dies im Charakter 
des KircuHorrFschen Verfahrens liegt. 

Um zur zweiten Naherung zu gelangen, miissen wir den Wert von 
év,/én an der Oberflache berechnen. Wir ermitteln zu diesem Zweck — 
den Ausdruck v, fiir beliebige Punkte. Wir gehen aus von dem letzten _ 
Ausdruck (23), und formen den Integranden unter Entwicklung nach > 
Potenzen von kr um, wobei wir wegen des ungeraden Charakters des 
héchsten Gliedes auch die erste Potenz mitnehmen miissen (diese beiden — 
Glieder liefern bei Berechnung der Ausstrahlung Beitrage gleicher — 


GroBenordnung, s. unten) ; mit R bezeichnen wir dabei den Ortsvektor 3 
des Aufpunkts, mit 7 den Vektor Integrationspunkt-Aufpunkt: 


a, 


iky nen © Sie 
div (— grad to) = (i st, ah «ci (ter) (27) ’ 
n ikr 2 ikr ° 4 “a 
aoe = SGP = £ U+itR Elias a 
: ° 2 5 ikr 28) | 
er = I ; Pe cat ¢ m. tow a . ( 
Re hee , Ey fo alt HR 4 F eee 


7 — 
Damit ist erreicht, da die Integration nur mehr an der Funktion ‘ 
e**'ly vorzunehmen ist. Das Ergebnis haingt jetzt wesentlich von der 
Gestalt des Kérpers ab. Wir nehmen die weitere Ausrechnung am _ 
Beispiel der Kugel vor, deren Radius als a bezeichnet sei. Den Null- 
punkt des Koordinatensystems verlegen wir in den Mittelpunkt der 
Kugel, so daB die Oberflache durch |r| =a gekennzeichnet ist. Das » 
Integral itber e**/r ist an der Kugel leicht auszufiihren, wenn m: 
beriicksichtigt, daB (4 + k*) e'*"/r = 0, also auch das notwendial 
radialsymmetrische Integral der Gleichung (4 + #2). f--.=0 genigt, 
also ein Aggregat in e***/R und e~"*®/R ist, dessen Kgaltisienter man — 
leicht ermittelt, indem man den Aufpunkt ins Unendliche verleg 
Man erhalt so 


a’. 


[ aie y Laon oe hie sinka — kacoska 
r 3 R (kas 


Kugel 


aa fem a Theorie 
a Jan mit erg eit ae 28), en, (03) ee 
ne | ee ce ee (30) 


ee wy, 


Limes: ka->0: 


- Uns interessiert an dieser Lésung, inwieweit sie die Randbedingung 
— eulon = 0 zusammen mit Up erfiillt. Wir berechnen daher év,/ém fiir 


oa = aund nennen wieder @ den Beugungswinkel, so daB also (t =) = 
k+ cos 0. 2 


oty 


aa 
én 


Wir er a, damit die Normalableitung der Primarwelle (22) | 
= 


Fal . 
ay = (tk-cos@ —k? a-cos?@) + u9(0). G2) 


F Man sieht, daB die Summe der beiden Ausdriicke noch nicht = 0 ist, 
_ daB vielmehr das cos O-Glied zu 3, das cos? O-Glied zu 2 wegkorrigiert 


(2 alts erzeugt. Es ist nun leicht, mit Hilfe dieses Ergebnisses auch 
_die héheren Naherungen zu berechnen. Wir miissen dazu nur noch wissen, 
welche Korrektur ein Anteil 1 in @u,/6n nach (21) hervorruft. Das 
ae wir ee bereits berechnet: analog zu (29) hat.man fir kleines 


ig 3 t 
4m 


R 
, so daB ereake ber ersichtlich einen 
n 


a —1 erhalt. Das heiBt: das pce nancies Glied wird in 


der nachsten Naherung vollstandig wegkorrigiert. Der allgemeine 
_ Naherungsschritt (zunachst nur die Randbedingung an der Kugel- 
 oberflache betrachtet) sieht dann folgendermaBen aus: 


= A,-ikcosO + B,:k?a—C,-k?acos*@ (33) 


mit erst zu bestimmenden Koeffizienten A,, B,, C,. Daraus folgt 
9 


pects + | ess ate -ikcosO—B,- ‘Rat — wee - ka + = C,: k? aco? 
a on iR=a@ 3 

: l ; 

My $1 i 4 A,:tkcosO + 2 C,-Ra— 2 C,-kacos?@, (35) 
dh. 2 

a 3 1 . —— 2 ¢ ft = - ; 
‘Ss 4Arui=% ae By ir =agGys Coa' 5 eg (36) 


oder wegen A, = Cy = 1 
Guy | i. ikcosO + (ZY: ie —(Z) acoso fiir y>0. (37) 


én |r Sg . 


: ea (—y ihc0sO + 2 ka + 2 ka-cos?O) - 9 (0). (34) 


5 _ wird, wobei das letztere ein weiteres unerwiinschtes "Kotrekantelied ey 


Man sieht daraus, daB das Verfahren in een ateon vielen SMES. 0 
einer exakten Erfiillung der Randbedingungen fiihrt, lim éu,/en 2 a 


v—> 0 


Die Ausstrahlung im Unendlichen errechnet sich aus (21) jetzt zu 


ikR ; J 

v,(00) = 2 +=, fart fo! af G8). 

oder mit (37) ie “4 
R2-V ee’ cos 9 2 ~ 

0, (00) = —— Bo yet fir v>1. (39) , 


Die beiden aus B, und C, resultierenden Glieder sind entgegengesetzt 
gleich. — Die Gesamtstrahlung y-ter Naherung wird 


< V eikR 3 1 we 
U, -m= 3 aro) oa (13 (1 ~)e086). (40) is 


u, nahert sich also rasch dem bekannten exakten Wert fiir die Reig 
an der kleinen Kugel’. 

Wir haben auch hier wieder das Fortschreiten der Naherung nach ~ 
reinen Zahlen und nicht etwa nach Potenzen von ka. Man kann die — 
Ursache, wie gesagt, darin erblicken, da8 zufolge der Naherungs- — 


+e annahme (20a) aus der Oberflichen-_ = 
Ng _  stérung — éu,/én nur zum Teil eine 
SE Pp auslaufende Welle resultiert, wahrend — z 
ean A der Rest einer Welle im Inneren der — 
—e ‘earaes 5. Kugel entspricht, welche aufer Be- 
\ yy, tracht bleibt. Der nach auBen wirk- 
Mt same Bruchteil ist dabei fiir ein Glied — 
\ ~ cos" @ gleich a4 . Es wird also. FE 
\ stets mehr als die Halfte wegkorrigiert, 
ae basete und das Verfahren konvergiert besser 
* 1 an ne; P me 
‘iratahe Verhaltnisse. als die Reihe yy 4/ 2". 
§ 5. Erste und zweite Naherung fiir die blanke Halbebene. " 


Als zweites Beispiel, fiir welches die exakte Lésung bekannt ist, 
behandeln wir die Beugung an der blanken Halbebene. Die sukzessiven 
Naherungen erstrecken wir dabei abwechselnd iiber den oberen un 
unteren Halbraum (s. Abb. 2). Wir gehen z. B. von einer bestimmteny 


} Natiirlich hatten wir diese Lésung auch in einem Schritt fitiden ktnnes 


indem wir etwa die in (21) einzusetzenden Randwerte so bestimmt hatten, daB 
Ov, | Cu 

sich ~~ | —— = “0 ergibt; doch war dies nicht der Zweck der Ubung. Es sollte 
a " 

vielmehr an einem bekannten Beispiel das Funktionieren des Naherungsverfahrens — 

gezeigt werden, 


ee ee 


a aN lt ret a i at i ts i in el ws ie ne) he ¥ tation a 
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Wellenfunktion im unteren Halbraum aus, welche wir in der Offnung 


abbrechen, wodurch nach dem HuyGensschen Prinzip gemaB (6) eine 


Welle héherer Naherung entsteht. Diese wird am Schirm abgeschattet 
und reflektiert und dann in jedem Halbraum fiir sich weiterverfolgt 
bis zuriick zur Offnung; dies ist die nachsthGhere Naherung. Durch 


_ erneutes Abbrechen in der Offnung ergibt sich eine weitere Naherung usw. 


Wie wir die Fortsetzung durch die Offnung zu suchen haben, ist 
klar: wir haben nur (6) sinngemaB auf v, , ;, «, anzuwenden. Dagegen 
bedarf die Abschattung und Reflexion am Schirm einiger Uberlegung. 
Wir bemerken, daB wir uns nicht zweifelsfrei im Grenzfall. ,,Wellen- 
lange klein‘ befinden; zwar ist die Ausdehnung des Schirms unendlich 
groB, doch der Kriimmungsradius ist am Rande unendlich klein, wir 
befinden uns also dort gewissermaBen im Limes grofer Wellenlange! 
Dort kann also weder von Abschattung noch von Reflexion in Strenge 
gesprochen werden. Wenn wir trotzdem, um den Verhiltnissen auf 
dem ibrigen, tiberwiegenden Teil des Schirmes gerecht zu werden, 
die aufeinanderfolgenden Naherungen so berechnen, als wenn der Fall 
kurzer Wellen vorlage, miissen wir in unmittelbarer Nahe der Kante 


‘mit Schwierigkeiten rechnen!. 


Man miiBte, um richtig abzuschatten und zu reflektieren, eine 
Welle ~, eigentlich erst in eine aus dem Schirm austretende und eine 
eintretende Komponente zerlegen, von denen die erste abzuschatten 
(d. h. zu streichen) und die zweite zu reflektieren ware. Diese Zer- 
legung k6nnen wir uns aber ersparen, da sie naherungsweise durch das 
Huycenssche Prinzip automatisch vorgenommen wird: wenn wir die 
gesamte Funktion u, zur Abschattung heranziehen, dann fallt der 
Anteil der eintretenden Welle bis auf Beugungseffekte (also Effekte 
der nachsthdheren Ordnung) fort, und dasselbe geschieht bei der Re- 
flexion mit dem Anteil der austretenden Welle. Wir werden so dazu 
gefiihrt, Formel (7) auf die allgemeine Naherungsstufe anzuwenden. 
Dabei sind von u, jedoch wegen der Schattenwirkung die Werte der 
primdren Welle in Abzug zu bringen, also an Stelle von u, bzw. du,/on 
zu setzen u,— WU, bzw. 6(u,—tM)/On. Wenn wir als Randbedingung 
das Verschwinden von “ bzw. éu/én annehmen, dann ergibt sich nach (11) 


- thr 
1 ae 
) eT) = —_—— . = = 4 14. = (} 
Ye+1 = on J» én ¥ i fiir die ; (41) 
ste is if Randbedingung | au 5 
eed bo én on ; 


m ist wieder die auBere Normale. 


1 Man kénnte diese Schwierigkeiten dadurch umgehen, daB man die zu inte- 
grierenden Funktionen in unmittelbarer Nahe der Kante (innerhalb der letzten 
Wellenlinge) geeignet auf Null abnehmen l4Bt, um so dem Umstand Rechnung 
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Wir kénnen.- ae zweierlei Weise vorgehen, je aber wir sa de a 
nullten Naherung die Existenz des Schirmes oder der Offnung ver- a 
nachlassigen. Die erste Méglichkeit entspricht dem tiblichen Ansatz — 
der Kircuuorrschen Theorie, die zweite ist jedoch physikalisch und 
mathematisch gleichberechtigt, und fihrt fiir den schwarzen Schitnial 
zum selben Ergebnis. Fiir den blanken Schirm, dem unsere jetzige 
Betrachtung gilt, ist das Ergebnis verschieden, und zwar gelangt man 
im ersten Fall in der Umgebung der Offnung, im zweiten Fallin der Um- 
gebung des Schirmes zu einer besseren Annaherung an die Wirklichkeit. — ¥ 
Wir erlautern zunachst den mathematischen Vorgang fiir die Rand- — 
bedingung @u/@n = 0, indem wir in der nullten Naherung von der Exi- 
stenz des Schirmes absehen. Dann haben wir als Wellenfunktion nullter — 
Naherung einfach die ungestérte Primarwelle im ganzen Raum. Die _ 
erste Ndherung berechnet sich nach (41) zu r 


> 


ikr : . 

= — sh. [Se ap. (42) 
Das Integral ist iiber die Schirmflache zu erstrecken. Dabei weist die _ 
Normale fiir den oberen Halbraum nach oben, fiir den unteren nach 
unten. Fiir spiegelbildlich zur Ebene gelegene Punkte hat v, entgegen- _ 
gesetztes Vorzeichen. Die Lésungen fiir die beiden Halbraume schlieBen — 
daher in der Offnung zwar mit stetiger Ableitung, aber mit entgegen- 
gesetztem, also im allgemeinen unstetigem, Funktionswert aneinander. 
Diese Unstetigkeit, vom Betrage 2-v,, verursacht die Strahlung sweiter 
Naherung. Wir kénnen dafiir direkt (6) anwenden, wenn wir dort : 
durch 2v,, @u9/én durch 0 und v, durch v, ersetzen: ; 


: a gtr : a 

= Pak taped 2 (43) 

Diesmal ist die Normalenrichtung » fiir die Strahlung v, nach beiden’ § 

Halbraumen gleich zu nehmen, nimlich immer aus dem Halbraum ~ 
herausweisend, fiir welchen der eingesetzte Wert v, gilt. Damit wird 

tkr 
€ 


aber fiir spiegelbildliche Punkte entgegengesetzt gleich; auch 


Vv ist antisymmetrisch zur Schirmebene, jedoch gerade so beschaffen, 
daB die Unstetigkeit von v, ausgeglichen wird. Die Lésung zweiter Nie 
herung uy + v, + vy = ty erfiillt daher im ganzen Raum die Wellen- — 
gleichung, dafiir fehlt es wieder an der Randbedingung. Die Ableitung | 
ist zwar am Schirm wegen der Antisymmetrie von v, und v, stetig, 


zu tragen, da® das letzte Sttickchen Schirm als ,,klein gegen die Wellenlange“* 
proportional zu seinem Volumen streut (s. § 4), welches = 0 ist, da der Schirm. 
unendlich diinn. Wir wollen jedoch von solchen etwas kiinstlichen Hilfen hier 
absehen und versuchen, wie weit man ohne sie kommt. 


*< cy oe Ge ; Sake (ey) 
wis > A 


aber nicht gleich null. Man hat daher analog zu (42) 


a 1 eikr uct 
4 | was ff res (44) 


 f 


_ wobei die Bemerkungen iiber Normalenrichtung und weiteren Gang 
_ des Naherungsverfahrens im Anschlu8 an (42) sich wortlich tiber- 
_ tragen, so daf sich alle geraden Naherungen gemiB (43), alle ungeraden 
_ gemaB (42) oder (44) berechnen. 

_ Hatten wir in der nullten Naherung von der Existenz der Offnung 
_ abgesehen, dann hatten wir auf der Einfallseite die zu “) phasengleich 


reflektierte Welle hinzuzunehmen, im anderen Halbraum die Erregung © 
gleich null zu setzen. Das gibt in der Offnungsflaiche eine Unstetigkeit _ 


_ 2% mn der Wellenfunktion, wahrend die Ableitung stetig (namlich 


beiderseits null) ist. Analog (43) ergibt sich daraus eine erste Naherung, © | 


_ welche diesmal in der Offnung der Wellengleichung geniigt, dagegen 

_ die Randbedingung am Schirm verletzt, woraus analog zu (42) die 
zweite Naherung folgt. 3 

_ Eine ahnliche Vertauschung der Formeln tritt ein, wenn wir statt 
der Randbedingung éu/én =0 verwenden u = 0. Wir haben dann 


_ zur Berechnung der ersten Naherung bei primarer Nichtbeachtung des 


_ Schirmes die andere Formel (41) zu verwenden, was zu einer Formel 
_ analog (43) fiihrt, nur daB die Normalenrichtung halbraumweise ver- 


_ schieden ist, so daB man zu einer symmetrischen Funktion kommt, — 


welche in der Offnung stetige Funktionswerte, aber entgegengesetzte 

Normalableitungen besitzt, so daB sich die zweite Naherung analog (42) 
_ berechnet, nun mit gleicher Normalenrichtung fiir beide Halbraume usw. 
q Nun zur Auswertung dieser Formeln. Wir berechnen zunachst das 
= Kircuuorrsche Integral fiir den schwarzen Schirm, wofiir wir in ein- 
 facher Weise zu einer schon von RuBINOWICz angegebenen Integral- 
 darstellung gelangen. Das auszuwertende Integral ist _ 


1 ghr ekr 
Pee w= hf (uy-grad a ere “grad ug) do. (45) 
3 | 

_ Die Integration ist dabei iiber eine Halbebene zu erstrecken. Fiir unsere 
_ Zwecke (blanke Halbebene) bendtigen wir nur den ersten oder zweiten 
- Summanden von (45); diese lassen sich jedoch leicht berechnen, wenn 
erst (45) bekannt ist, da fiir die phasengleich gespiegelte Primarwelle 
ne der erste Summand derselbe, der zweite entgegengesetzt ist. Das 
 gesamte Integral (45) hat aber vor den Summanden den Vorzug, daB 
der Integrand divergenzfrei ist und sich daher die Integrationsflache 
 mittels des Gaussschen Satzes deformieren laBt. Uber eine geschlossene 
 Flache integriert liefert namlich (45) up fiir alle inneren Aufpunkte und 0 
- fiir alle auBeren. Die reine Beugungswelle (welche zu der geometrisch 


jae der rahe iche unabhangig, wenn wir nur die eee i 
Kante beibehalten. Bequemerweise verlegen wir nun die oO in die 


; ae, dem Aufpunkt gegentiberliegende Halbebene; dann ist grad dod D, 
Sipe und in (45) bleibt nur das zweite Glied stehen. Lassen wir pronaet b 
Best} eine ebene Welle senkrecht zur Kante einfallen, dann kann die Inte- _ 


gration nach der kantenparallelen Koordi- ; 
nate sofort ausgefiihrt werden? und man : 
erhalt: ONS: 


: oo 
eae 


ou ee 
é Peed (46), 


Darin sind 9 und o’ die Abstinde des 
Aufpunktes bzw. Integrationspunktes von e’ 
der Kante. Nennen wir noch » bzw. Go. 
die Winkelkoordinate des Aufpunkts bzw. — 
der Lichtquelle, von der Schirmebene aus 

gezahlt (s. Abb. 2), dann wird 


OuUy 1 é 


: 4 Abb. 3. Integrationsweg fiir die wale TIM _—__ gi ko" cos (¢ — G) ; 

se SoMMERFELDsche Darstellung der on Be o@ (47) : 

Ps HankeEt-Funktion. . : Ska’ 

ae = —ik-sin (p—g,) ee oe—90 
Pay Fuihren wir jetzt fiir die HANKEL-Funktion die SOMMERFELDsche _ 
*-‘Integraldarstellung ein s 
, 4 
Das vy (1 t it cos 2 
Aaa HM @) = + fe: oad y. (48) 
ees : c 
i } : 
Bet mit dem aus Abb. 3 ersichtlichen Integrationsweg C, dann kann die 3 
Re Integration nach do’ elementar ausgefiihrt werden und man erhalt: “es 
: ek e cos x : ”" E.. 

y= SP G } deepen (49). 

W rev cos x + cos (py — ~%) hs 
bah 

i Dies ist bis auf geringe Unterschiede in der Bezeichnungsweise die von 


RuBrinowicz, l.c. (13), angegebene Formel. Hieraus laBt sich nun 
leicht der erste und der zweite Summand (45) berechnen, indem erst 5 

durch Vorzeichenwechsel von q die zu w hinsichtlich der Schirmebene _ 
spiegelsymimetrisehs Funktion aufgesucht und mit w die Summe bzw. q 


1 Siehe etwa Macnus- OBERHETTINGER, _ Formeln und Satze fiir die speziellen 
Funktionen der mathematischen Physik, S. 27, Zeile 3. . 


Eitteressh Sebi det ind Man erhilt so 


. ~ { é bar De 
i en =a | Mae at Ra! 
1 thr a ‘ ges y 
eg Bass é Uo - ' ‘uaa ‘| 
ne ral y | én “df (50) Oi PM 
s ; wiley t re 
es nas , [ax ettoomx.( sin (P — Po) ~ sin (v + Yo) ) , ay 4 
_4ni COS X + COS ((P — Po) ~~ cos x + cos (P+ Po) } ” We 
Diskussion der ersten Naherung. In hinreichendem Abstand von der o ye as 
geometrischen Schattengrenze (k 9 >> 1, p—q) + +2) liefett nur die ee 
unmittelbare Umgebung von zy = 0 einen Beitrag zu (50); man kann a 
in den Nennern cosy —1 setzen und im Exponenten = 1 — y?/2, 
wodurch aus der rechten Seite von (50) entsteht et 
fe. eke P-—FP + ‘it Eh): 
ae t *) big (25%). 1), 
: 2" Yanko (te(?5") +88 : oa 
-Damit laBt sich nach (42) usw. fiir alle vier besprochenen Falle (Rand- eat i " 
bedingung “= 0 oder @u/@n = 0, Naherung von der Offnung oder ea 


vom Schirm her) die Beugungswelle erster Naherung berechnen. Zum Ne 
Vergleich interessiert die exakte L6sung von SOMMERFELD, welche man Misys 
in jedem Falle dadurch erhalt, daB man in (51) den tg jeweils At hae 
durch den cos ersetzt, wobei gegebenenfalls y um 22 vergréBert werden 
-mu8, um sin ove an der Schattengrenze, sin Pte an der Schatten- 


grenze des reflektierten Strahles zu 1 zu machen. Ohne die ziemlich 
trivialen Formeln im einzelnen anzuschreiben, zeichnen wir in Abb. 4 
und § fiir einen speziellen Einfallswinkel das Diagramm der gebeugten 

- Strahlung fiir die 4 Falle, im Vergleich mit der exakten Lésung (aus- | 
gezogen). An den Schattengrenzen werden die Funktionswerte um eine 
GréBenordnung ko gréBer und stimmen mit der exakten Lésung tiber- 
ein. In Abb. 4 ist die Grenzbedingung u = 0 dargestellt, in Abb. 5 
éujoén =0. Die KircHHoFFsche Lésung erfiillt bei Naherung vom 
-Schirm her die Randbedingung, weicht aber in der Offnung stark von 
der Wirklichkeit ab und besitzt dort eine Unstetigkeit in der Ableitung 
bzw. der Funktion. Bei Naherung von der Offnung her ist dort die 
‘Ubereinstimmung gut, doch die Randbedingung nicht bzw. die falsche 
- Randbedingung erfiillt?. 


1 Dies stellt bereits Ruprinowicz fest, ohne allerdings daraus die Folgerung be 
zu ziehen, da8 man zur Erfiillung der Randbedingungen eine Unstetigkeit in der oe 
Offnung zulassen mu. Er glaubt stets analytisch fortsetzen zu miissen, was 

 ersichtlich eine starke Uberspannung der Kircuuorrschen Naherung darstellt. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 38 


2% Phe het 
BRO Suechn *  \WaLTER FRANZ: | “ 
; bg > ok Set Ne os 2 ‘oa 
oe, oe % ; ; . . i" ies! 
Eine kritische Stelle der ersten Naherung ist die ttelbare Um 


gebung der beugenden Kante, wo, wie besprochen, die Voraussetzunge 
des Abschattungs- und Reflexionsansatzes nicht erfiillt sind. Der Funk- — 
tionswert in der Kante laBt sich aus (50) elementar berechnen, da man ~ 
dort fiir die Exponentialfunktion 1 einsetzen kann. Man sieht da bei, 
daB w in der Kante zwar endlich, aber nicht stetig ist, indem es auch — 
fiir 9 = 0 vom Winkel abhangt. Das bedeutet aber, daB die Ableitu ng 


@ ? 
senkrecht zu ciner durch die Kante gelegten Ebene ( = = =e a} e A) Be, 


Abb. 5. Randbedingung @u/an=0. 


Abb. 4 u. 5. Vergleich der exakten Lésung fiir die Halbebene ( ) mit der Krrcunorrschen Naherung 
vom Schirm her (+ ——) und von der Offnung her (------ ). . 


gegen unendlich geht, und eine gemaB (42) aus @v,/€n gewonn 
zweite Naherung zu einem bei 9 = 0 logarithmisch divergierenden 
Integral fiihrt, also fiir alle Aufpunkte oo liefert. Wir kénnten den 
letzten Bruchteil einer Wellenlange des Integrationsgebietes, aus wel- 
chem die Divergenz herriihrt, aus den erwahnten Griinden ruhig unte x 
driicken, wollen uns aber im folgenden darauf beschranken, die zwei 


Abb. 4. Randbedingung “ = 0. 


welcher Iormel nur das endliche v, und nicht die Ableitung vorkommt. " 
Damit beschranken wir uns auf die beiden Falle: Randbedingu rae 
du/en = 0, nullte Naherung vom Schirm her, und Randbedingung: 
wu = 0, nullte Naherung von der Offnung her. . e. 

Zweite Ndherung fiir Randbedingung éujeén = 0, nullte Naherun g 
vom Schirm her. Wir legen die Ebene gm = 0 im folgenden in die Off- 
nung, g = in den Schirm. Die Wellenfunktionen berechnen wir nur 
fiir den Schattenraum; die Funktion im Lichtraum ist dazu, wie bereits 


et, “spiegelsymmetrisch. oe cuenta: sei 0< p<%, ‘ase 
htraum 0 >9 > —a (d.h. 0 >q) >2). Die qeeolemetcutun fiir 

a) ist dann entgegengesetzt zu dp, und v, daher gleich — w_. Auch 

in (43) lauft die Normale dp entgegen, und wir haben : 


. 3 


s ‘ 1 ” 1 Fs) eikr 
. v, = -— WwW ~-—-— ——_-_ Gf 
ma fw al 


“ia 


Risek (52) 
ee. = ~a fee w_ oo, “He (k eam 720.8 eae) : 

Darin ist w_ aus (50) einzusetzen, mit 9’ statt 0 und pS 0, Die 
_HAnkeEL-Funktion differenzieren wir nach g statt nach der Winkel- 
_koordinate des Integrationspunktes, weshalb ein Vorzeichenwechsel 
_ eintritt. Wir wollen uns des weiteren nur fiir die Beugungswelle in 


3 unendlicher Entfernung interessieren, entwickeln daher die HANKEL- 
Funktion asymptotisch fiir groBe Argumente (¢ dabei Abkirzung fiir 


ds a + gy” Fe erae 
, os 


ako 


: Im Nenner k6nnen wir statt des Wurzelausdrucks von (52) einfach 0. 
~ einsetzen, da wegen der rasch verdnderlichen Exponentialfunktion UL yee 
_ kleine Werte von o’ zum Integral beitragen und 9 nach Voraus-) 


setzung sehr gro8 ist. Aus demselben Grunde kénnen wir die Wurzel 
im eed entwickeln. Man hat 


ed 


a 5 - ~ SING d - geiko (cos % —cosq) © 

iy. ; cite fi cos 7 + cos@y # e- 

Die Integrale sind elementar auszuwerten. Man erhalt 

Ss sin 
Te ae 4a fay ee ee (55) 
gwko. , 4% “ €OS¥%Y + COSPy COSY — CcosP 

- 

Dieses Integral, zunachst unbestimmt genommen, ergibt 
z oe sin Po fe eae ‘SID Py 

se “cosy + cosg) cosz%— cose cosp + COs py (56) 
ae x ats ii—?9) sing ; dtp dim 

ee xin ehh 4 ete) cos@p + cos py Te ie pai’ 


~- Als Integrationsbereich hat man 7 = +100 bis y= —to. An der’ 
j: _ oberen Grenze ist e’* daher unendlich, die Briiche = 1, und wir kénnen 


38* 


Jagd, 1 a Ta. PAS) nett P . : : 


(54) 


7 “4 “ ‘a At Pa a 
“WaLTER FRANZ: 0 


ae oA a 
A Ree = ae 

/ h af ‘ 
4 “ys james 


coe ct Me : 


‘fiir den log den Hauptwert Null wahlen. An der unteren, Grenze ist _ 
é* —0; daher die Briiche = e?‘*-*) baw. e**%, als Logarithrhen er-_ 
geben sich 27 (m—@) bzw. 27g (man hat dabei zu beachten, daB nach ~ 


unseren Voraussetzungen |%—g|<2a und |y,|<2). Damit wird ¥ 
ers) | 4 

e Po sing — (1 — |) SiN Go (57) : 

Ug SS Se he, . ‘ 7 
a\V2nko COP 7 EOS Ph ' 


- 


Um die gesamte Beugungswelle zweiter Naherung zu haben, miissen a 
wir das zu —w_ ermittelte v, hinzufiigen, welches nach (51) explizit 


Jautet M 
Ta i (+0 + =) wy. ws % te? + te) ‘ 658) 
1 3Vaake (te 2 er ee: 


; 1] 
Zum Vergleich bringen wir die exakte SOMMERFELDsche Lésung ug 
i(ko+ = ~ 
Uu ee ‘) Se SP (59) p 
° 2 2wke (0% a? +t) ‘g 
2 Px 


In Abb. 6 findet man u, (ausgezogen) neben v, (gestrichelt) und v, + vg — 
(strichpunktiert) dargestellt. Man sieht, daB in der Offnung bereits — 
eine ausgezeichnete Naherung erzielt wird, wahrend am Schirm (wo | 
die dritte Naherung anzusetzen hatte) die Verbesserung gleich null ist. — 
DaB dort die Randbedingung (d.h. hier: am Schirm horizontale Tan- | 
gente) von der zweiten Naherung verletzt wird, entnimmt man aus ~ 
Abb. 7, welche den in der ersten und zweiten Naherung verbleibenden a 
Fehler darstellt. 


Zweite Naherung fiir Randbedingung u = 0, nullte Naherung von der 
Ojfnung her. Wir miissen jetzt in nullter Naherung im Lichtraum zu 
uy die mit Gegenphase reflektierte Welle hinzunehmen, im Schatten-_ 
raum die Erregung = 0 setzen. Das ergibt in der Offnung eine Un- — 
stetigkeit der Ableitung vom Betrage 2 - @u/@n, und nach (6) als erste _ 
Naherung v, gerade w_ aus (50). Man beachte, da8 diesmal die Normale 
in Richtung g zu nehmen ist! — Die zweite Naiherung im Schatten- 
raum, fiir welche die erste Formel (41) zustandig ist, wird gleichlautend — 
mit (43) (nur w, ist in (41) einzusetzen, da «) zusammen mit der Spiegel- 
welle die Randbedingung erfiillt), und man hat 


1 } ikr 
Vg >= fw er af 
2% e097, * 


oO 
i ' re) P : ss 
4 - [ de ne ” dg Hy (kVo® + 0? + 200 cos@). 
0) J 


‘+e 


! 


‘ nes The 
P — 
= 4- 

~aC8 


rim mat & weitgehe Bid mite 6a aberein; (ain, Unterschied betent ies 
n, daB fiir y’ der Wert 2 (statt 0) einzusetzen, und die Fort- _ ; 

_ setzung in den Lichtraum hier symmetrisch (dort antisymmetrisch) <Te 
_ yorzunehmen ist. Wir kénnen unmittelbar (55) tibertragen, wenn wir 
dort ¢ durch p —2 und @» durch gp + 2 ersetzen, und gelangen durch 


Abb. 6. Randbedingung é@ u/@n=0. Abb. 8. Randbedingung «=o. 
ror Abb. 6 wu. 8. Erste (———) und zweite (— -—) Ndherung ( exakte Lésung). 
Loe 
; Sy | 
eS | 
4 Vn ae ; | 
a ree 
2 2x zx = 
pe. = # FF = ra| P 
a leer 
vv 


ss Abb. 7. Randbedingung @ «u/@n=0. Abb. 9. Gahan “u=0. 
Abb. 7 u. 9. Fehler der ersten und zweiten Naherung. 


_ Auswertung des Integrals zu der zu (57) analogen Formel 


+ . m 
i{koi— 
a i( 3 7 


aa eae FORA (+90) SDP + y- SEE Gia + (61) 
ae 27 ke (1 OBR C08, 


Die dazugehérige erste Naherung ist w_, also 


2 (te 4) 

A, e P— Po toe 

a 2. y= -— — = (tg ——— — tg -— F, 62) 

fe - 2) 2xko ( 8 2 6 2 ( 

und die SOMMERFELDsche exakte Lésung 

F mK ; t Papo 

—— u cw ataeel PASS Tbe eho (63) 

a S$ 2V 22k Neos? —% | cos? +0 

— ; 2 2 

Cpe 
‘ . am 


586 


rung bringt jetzt die Wellenfunktion in der Umgebung des ‘Schirms in — 


_ gwecks Durchfithrung der dritten Naherungen auf alle Falle die be- 


WALTER FRANZ: 


Abb. 8 und 9 stellen die Verhaltnisse graphisch dar. Die zweite Nahe- 


Ordnung, verbessert jedoch in der Gegend der Offnung wenig, erzeugt 
dort vielmehr eine Unstetigkeit in der Ableitung, welche der Ausgangs- 
punkt fiir die dritte Naherung wird. 


9 oie Bh es 
4 


vel It he Ps 


Die dritte Naherung fiihrt auch in den beiden Fallen, fiir welche die 
zweite noch ohne weiteres gut geht, zu divergenten Integralen, da jetzt — 
die singularen Normalableitungen bendtigt werden. Man muB also — 


eos 
Fs 1s 


sprochenen Modifikationen in der Nahe der beugenden Kante einfiihren. ~ 


Pe 

Teil I]. Elektromagnetische Wellen. SS 

$6. Allgemeine Formeln. ae 

Die KrircHHorFsche Theorie war urspriinglich nur fir skalare é 
Wellenfunktionen entwickelt worden, also nur auf die Behandlung der a 


a 


Schallbeugung zugeschnitten. Um sie auch auf die vektoriellen Funk- 
tionen der elektromagnetischen Wellen anwenden zu kénnen, hat man 
einige Modifikationen anzubringen, welche von verschiedenen Autoren 
angegeben wurden!, jedoch, wie die urspriingliche Theorie, nur fiir den 


* 


Piet 


oe 


ity 


Fall. der Beugung an einem schwarzen, mit Offnungen versehenen M 
Schirm. = 
Wir wenden im folgenden das in der Einleitung skizzierte Verfahren 
direkt auf Lésungen der MAxwe tschen Gleichungen an, welche wir Re 
wieder mit der Zeitabhangigkeit e~'®* ansetzen, jedoch in der all- ; 
gemeinsten Gestalt, mit elektrischen und (in Wahrheit nicht existie- 
renden) magnetischen Strémen und Ladungen: : 
x 

1 


roth +i@me E =j; dive E=o. | (64) 


rot€—tauH = —j*; divu $ = o*. 


Darin sind j und ¢ die elektrischen, j* und 9* die magnetischen Stréme 
bzw. Ladungen, und die Wellenzahl bestimmt sich aus @ vermittels 
R= oF 9p, 

Setzen wir die beugenden Objekte als vollkommen undurchsichtig 
voraus2, und den AuBenraum als strom- und ladungsloses homogenes 
Medium, dann gilt es (64) zu erfiillen mit j = 9 = j* = 0* = 0, und 
é,4¢ konstant. Um dies zu lésen und dabei die Randbedingungen an 


* Siehe etwa J. A. Stratton u. L. J. Cau: Phys. Rev. 56, 99 (1939); dort 
weitere Zitate. 


: Gemab den in § 2 skizzierten Anwendungsméglichkeiten des HuyGENsschen 
Prinzips kénnten wir auch hier durchsichtige Kérper in die Betrachtung einbe- 
ziehen, doch wollen wir davon absehen. 


den beugenden Oberflachen zu erfiillen, wenden wir unser Naherungs- 
verfahren an. Wir nennen ©,, §, die Feldgré8en »-ter- Naherung, 
&,, §, deren aus den udechensdiiritten (Abschattung, Reflexion usw.) 
resultierende Modifikation, und 66, 41,09, 1 die aus den einzelnen 
Hauptschritten sich ergebenden Korrekturen. Wir denken das Ver- 
fahren bis zur »-ten Naherung durchgefiihrt; wahrend ©, und §, den 
“strom- und ladungslosen MAXWELL- Gleichungen geniigen, werden diese 
‘durch das Resultat der Zwischenschritte, © und §;, verletzt. Setzen 
wir © und §; daher in (64) ein, so werden die linken Seiten dieser 
Gleichungen von Null a aoe sein, und wir wollen sie der Reihe 


ach —j,, —@,, js, —o*nennen. Die Feldkorrekturen der (y -+ 4)-ten 
Naherung sind nun so zu bestimmen, dafi 
re bak. ORES AMET a (65) 
“die MAXwWELIschen Gleichungen des leeren Mediums erfiillen, d.h. . 
: rotd$,+;+iwedG,s,=j,; ediv 0G, 4.14 =@,; 
ee Pr Sr ho che ae diy 86. Se. (60) 


Oo, ., und 6,. ; diirfen dabei auBer den durch j,, 0,, j*, o* gegebenen 
: Singularitaten keine weiteren besitzen; man bestimmt sie daher in 
_ bekannter Weise aus je einem elektrischen und magnetischen Vierer- 
| potential: 


. eikr 4 eka 
: a - =e 
‘am aE Yr ae ae 7 Mis AD; Af, 


(analog ®* und Y%* aus o* und j7, unter Vertauschung von e und yw) 


66,.,=t0A— grad @ — — rot YU* 
(68) 
6Dy.,=to%—grad O* +7 rot W. 


fia (67) haben wir aes iiblichen Raumintegralen noch ein Flachen- 
pintegral hinzugefiigt; dieses verschwindet natiirlich, wenn man die 
Integrationen tiber dou gesamten unendlichen Raum erstreckt, da auf 
-dessen unendlich ferner Oberflache die Stréme und Ladungen ver- 
schwinden. Wir bendtigen das Flachenintegral jedoch im folgenden, 
weil wir an den Schattenkanten unstetige Stromverteilungen erhalten, 
und die Integrationen bequemerweise nur tiber das Innere der strom- 
Ehelegten Gebiete erstrecken, an deren Begrenzung die Stréme nicht 
verschwinden. 
: Setzen wir in 68) den Wert der Potentiale aus (67) ein und driicken 
hierin j i» 0» 1X, eX gemaB ihrer Definition durch &, , aus, dann ergibt 
sich der folgende Zusammenhang zwischen den Feldstarken y-ter und 
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ae op Wave bear Sn 


(y + 1)- -ter tiation 


6G, 44 =f far | (ee, iom-rots) - sien grad “—— ae ‘ oe 


= [ote cmaaee grad he ‘ 


+ — toe | oad, as - (rot §, +imeG,,do), " 
f 5 9) 
eke Be 


$415 5 wy J AT {(B 8 + i erot G)- o” _aiv grad — 


elkr 
— has iwe€, grad — —|}- 
—-- [era Pat ge te, ,, do). 
Um dies in eine aus der Behandlung der satires Wellengleichung ge- 


laufigere Form zu bringen, formen wir das Raumintegral mit Hilf 
partieller cables = um; wir beniitzen dabei die es aco a 


[vx (rot & Stopes) ar Se ae , 


{P (aiv ae. “\dx = 


und erhalten 
dG... = J f@e +46). dt + 


* : Z ikr 1 ~ 
“+ « jeseee tq | 40> Aiv & x 
elhr 


. dv- th 1 &) RN ae 
x tastes flee (rot, + te ) 7 ‘ 


ikr 
be. = Sf (PS, +49) art 


1 4 , . , P -t 1 . - , | 
vibe “A pete : 

ja_{ 29x (rot & time) - afd div ), X 

elk tkr 


1 . je 
x , sion J (do: (rot 6 — Fey $}))+grad 


§7. Kircunorrsche Naherung. 
Um die Formeln der Kircunorrschen Theorie abzuleiten, den! 
wir uns als beugenden Kérper wieder einen mit Offnungen versie len 
schwarzen Schirm, und wahlen als nullte Naherung diesseits der Schirm 
flache die ungestérte Prima&rwelle und jenseits die Erregung null. 7 


ai Nore ‘ rare fe a . , Ie 
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_ und §p erfiillen dann iiberall die Maxwerrschen Gleichungen, auer Fe 

_ langs der Offnungsfliche, wo die Felder und ihre Ableitungen sprung- Nl 
E haft zu null werden. Die Sprungstelle iiberbriicken wir durch ein un- 

_ endlich schmales Ubergangsgebiet, welches die Feldstérken und ihre ey 

ersten Ableitungen in stetiger Weise von dem Wert der Primirwelle Pat 
auf null abnehmen 148t. Nachdem man wie in § 2 die Integration tiber i ie isd 

_ die zur Oberflache senkrechte Koordinate vermittels partieller Inte- a 
gration ausgefiihrt hat, verbleibt ein Integral iiber die Offnung. An Rae hes 
den Schattenrandern besitzt das Ubergangsgebiet unendlich schmale © bits: 
Seitenflachen, an welchen die Feldstarken endlich, ihre ersten Ablei- , ay 

_ tungen stellenweise unendlich groB sind. Dies fiihrt zu Integralen iiber ey! 

! die Randkurve C, und man erhalt zusammen: i ; 


; ikr nex ees, 7) heal 
6G, = | (&- a ae —* & G,) df + a ay) e 
4 ' [asxe, pikr me 1 [ (a3) -graa eikr ? | vt *) ; 
4a Yr 4n2ime Ay Y : (73) ge ; z 
i= 2 flee — 
4a on 


1 S P ead 4 ba ee tkr ve 
“ aq | 4880: | (d8- Gy) - grad — as reas 


Y 421 0U 


Darin bedeuten jetzt ©), Hp die Feldstarken der ungestérten Primar- 
welle in der Offnung, die Normale der Flache weist in den Schattenraum, 
und das Linienelement d3 umlauft die Normale rechtslaufig. 


(73) ist die Formel der KircHHorrschen Theorie, das Flachen- jG ie 
integral in der auch aus der skalaren Theorie bekannten Gestalt, und el 
die Linienintegrale identisch mit den von verschiedenen Autoren abge- eS 
leiteten Zusatzgliedern der vektoriellen KiRCcHHOFFschen Beugungs- ER 
theorie (s. J. A. STRATTON u. L. J. Cau, 1. c.). ahi 

Freilich besitzt (73) eine fiir die Zwecke unseres Naherungsver- abies 

_fahrens wenig handliche Gestalt; die darin auftretenden Feldstarken : m4 
-nullter Naherung und deren Ableitungen sind nicht langs der Ober- 4a é 
flache frei vorgebbar, sondern durch die MAxwettschen Gleichungen ait. 
untereinander verkniipft. Will man die durch die Randbedingungen ah 
_geforderten Modifikationen an der nullten Naherung anbringen, so hat vn 


_man dabei die MAxwELL-Gleichungen als unbequeme Nebenbedingungen. Dice: 
Wir sehen uns deshalb nach einem Satz von GroSen um, welche lings be 
der Oberfliche frei wahlbar sind, und doch die simtlichen Feldstarken 

und ihre ersten Ableitungen an der Oberflache festlegen: dies sind die 

- Parallelkomponenten von &, und §, — sind sie vorgegeben, dann fihren iM » 
die Maxwettschen Gleichungen gerade zur Bestimmung der Normal- Pa i 

_komponenten und der ersten Ableitungen. (73) laBt sich nun unschwer mH 


BOO. 


durch diese GréBen ausdriicken. Es ole die Identitaten: 
jikr chr 
i a as 


kr 


fas: Vera = [ (dv: (7 So]) grad”. ' 


tkr tkr : 
© (do- grad) < (do- grad) & + 


ikr’ eth a 
+ [doxV]xG- ae = ra eS: —doxrot€,+ 7 (75) 


tkr 


+ (do-& o) grad ~— —dy-—— «div &,. 
Unter Benutzung der Apae Gleichungen ergibt sich damit — 
fiir die erste Gl. (73) — analog gewinnt man die zweite —: 

; 33 Cs ip pike 
6G, = gy rot | dox Gy: a es ———— (grad div + k?) [aox%q-° 4 


ikr eikr 


65, = a rot fdox Dy + 


ot BEI 2 E: 
ae (graddiv+k ) faox G- 
Hierin werden ersichtlich nur mehr die zur Oberfliche parallelen | 
Komponenten der Feldstarke bendtigt?. DaB 6, und 6, miteinander 
die MAxwe tschen Gleichungen erfiillen, wenn die Parallelkompo- _ 
nenten von &) und §, ganz willkiirlich gegeben sind, ist offensichtlich; — 


ekr 
man hat nur zu beachten, daB (4 + k*) -—__ = 0 und daher die beiden 5 


A +. k? = 0 geniigen, so daB statt grad ae + k* = rotrot + 4+ Rk? 
auch rot rot gesetzt werden kann. 


Genau, wie wir dies in § 2 fiir den skalaren Fall besprochen haben, 
1aBt sich (76) als Ausdruck des Huycensschen Prinzips verwenden, 
um die.an einer Grenzflache reflektierte oder durchgelassene Strahlung 
weiter zu verfolgen, Dies bietet nichts neues und interessantes, ebenso- _ 
wenig wie die Beugung an der schwach gekriimmten Oberflache analog ~ 
§ 3 und die Beugung an der ate bei dieser ieee sich der elektro- | 


(s. etwa A. SOMMERFELD, l. c.). Wir wollen daher als einziges Bei- | at 
spiel noch die Beugung am unendlich kleinen Objekt behandeln. e Et 


1 Fine ahnliche Gestalt der KircHHoFFschen Gleichungen ist in einer unver- 
offentlichten Arbeit von A. W. Maur enthalten, welche mir dieser freundlicher- 
weise zur Verfiigung gestellt hat. 


Tas Theorie dari s Sas 


— § 8. Beugung am unendlich kleinen blanken Korper. 


_. Wir berechnen die Beugung mit Hilfe des Huycrensschen Prinzips, 
-indem wir in (76) rechts an Stelle von © und §, die Randwerte einer 


_ die Richtung der auBeren Normalen verleihen. — Die Randbedingung 
lautet fiir den blanken Kérper ©, = 0, so da® der elektrische Teil 
der gebeugten Welle festgelegt ist zu 


€5y =— Gj. (77) 


Der magnetische Randwert der Beugungswelle bleibt noch zu bestimmen. 
- GewiB darf man nicht, wie bei der geometrisch-optischen Reflexion, 
Dpy = 9, setzen, da wegen der Kleinheit des Objekts eine Reflexions- 
- Wellenfront nicht zur Ausbildung gelangt. Naturgema8 ist es vielmehr, 
$,) naherungsweise zu vernachlissigen: 


Dadurch wird erreicht, daB die gebeugte Welle verschwindet, wenn 
&,, bereits die Randbedingung erfillt, namlich am Rande verschwindet. 


v 


-Multipolstrahlung erwarten la48t, und fiir diese in der nachsten Um- 


wird als das primare Magnetfeld, wenn gemaB der Randbedingung 
©, = 0 die elektrischen Felder von gleicher GréBenordnung sind. 
_ Die elektrische Dipolstrahlung ist namlich gegeben durch einen Aus- 


tkr ikr 

- = . é . . 

druck © =rot rotU-—— ; § = —imerotA-—, worin A ein 
Yr a 


konstanter Vektor (in Richtung des Dipols) ist. In der Nahzone ist 
e’*" = 4 und daher |§|:|€! ~wer, wahrend dieses Verhiltnis fiir die 


- sich aus Dipolen durch Differentiationen gewinnen lassen. 

Aus (76), (77) und (78) ergibt sich fiir die sukzessiven Niherungen 
4 gikr 

8G 41=— 5 tot fdoxG-" 
“i (79) 


09,-41= (grad div + k?) faox6,.", 


ies 
Wir diirfen uns darauf beschranken, die elektrischen Felder der auf- 
einanderfolgenden Naherungen zu bestimmen, da sich das Magnet- 
-feld am Schlu8 durch Anwendung der zweiten Maxwettschen Glei- 
_ chung ergibt. 


_ aus der y-ten Naherung folgenden Beugungswelle €E,, Hz, setzen und n ' 


Dp = 0. (78) . 


_ Eine Rechtfertigung findet der Naherungsansatz (78) dadurch, daB die 
elektrische -Randbedingung in erster Linie elektrische Dipol- und 


gebung des Objekts das magnetische Feld um eine Potenz kr kleiner 


Primarwelle ~ @ e/k ist. Dasselbe gilt fiir elektrische Multipole, welche 


aioe is y oa Se i 
. + ‘ = ry 
eae : : Be s f 
Bees: ps fr te ide oy, 
ing ’ - _, “+ to af 
tT ae 
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Ausstrahlung nach dem Unendlichen in erster mance Ci Ki 
Da die primare elektrische Feldstarke € im Inneren des Korpers- 
regular bleibt, laBt sich das in (79) enthaltene Oberflachenintegral in — 
ein Volumintegral verwandeln: 
ikr 


66,=— {rot fde-VxG,-—. (80) 


Die Primirwelle sei als ebene Welle gegeben durch 
& = €,,°2 >". (81) 


Wenn wir wie in (24) den Wellenzahlvektor der zu dem unendlich fernen — 
Aufpunkt ausstrahlenden Welle mit £ bezeichnen, ergibt sich aus (80): a 


= 
ike 


5G, =f [t—be, Gyolxt Ve“ (82) 


_ Das Volumintegral ist sofort ausfiihrbar, da nach Durchfiithrung der _ 
Differentiationen fiir © und e'*’/r naherungsweise der Wert an dem — 
*. Aa im Kérper gelegenen Anfangspunkt genommen werden kann. V ist 
Bho, «, das Volumen des Kérpers, welches hier wie im skalaren Fall als einziges _ 
aan Bestimmungsstiick der Kérpergestalt eingeht. Die hdheren Naherungen _ 
bringen erst den Einflu8 der spezifischen Form des beugenden Objekts. 
Hohere Naherungen fiir die Kugel. 
Wir entwickeln (81) nach Potenzen von f,r; wegen der Kleinheit — 
des Objekts kénnen wir uns auf die zwei ersten Entwicklungsglieder 
beschranken: : 


Ey w Egg (1 +7 (E t)). (33) 


‘Legen wir in Richtung © die x-Achse eines Koordinatensystems, in } 
Richtung fy die y-Achse, dann benétigen wir zur ee eae der 
ersten Naherung die folgenden GréBen: R 


" rot d dco " rote,x me mt 3 
71° ex | Ds, oa ak oars, (84) 
Die darin enthaltenen Oberflichenintegrale lassen sich fiir beliebige | 
; Kugelradien elementar ausfiihren. Man verwandelt sie zunichst in 
Volumintegrale: 
8 elke ikr 
mn fao-y <9 = fat-grad (»". —-| ‘ (85) 


‘ 
Pir n = 0 ist man rasch fertig; die Differentiation nach dem Inte- 
grationspunkt an einer Funktion von 7 laBt sich in eine Differentiation — 


ee? 


é tkr > ik 
< fa - grad <—— = —grad far® es (86) 


Fbes hier verbleibende Raumintegral iiber die skalare Kugelwelle ent- 
“nimmt man aus (29): 
_ sin ka — kacoska Sie Ra 


3 AD r ei AR \ ' 
far =v. = ea raze eases ++). (87) 


Zur Auswertung von (86) benétigen wir davon nur das héchste Ent- 


-wicklungsglied beziiglich ka, und erhalten nach Einsetzen in (84) die. 
durch einen Anteil e, der Primarwelle verursachte Beugungswelle zu 


ikR = 


V 
gq TOt Le,xgrad] 2 (88) 


Um die Korrektur K(e,) des zugrundegelegten Randwertes e, zu er- 


‘mitteln, haben wir darin fiir R den Wert a einzusetzen (nach Ausfihr ung 
‘der Differentiationen natiirlich) und ka gegen 1 zu vernachlissigen; 
das. Peers ist (unter Weglassung radial gerichteter Anteile) : 
F 
“ K(e)=——e,. - (89) 
- Der Randwert e, wird also nur zu F wegkorrigiert — im skalaren 
Fall betrug die Korrektur des héchsten Gliedes 3! — eine bessere 


3 
Korrektur miissen erst die hdheren Naherungen besorgen. 


Der allgemeine Fall (85) 14Bt sich vermittels Differentiationen eben- 


- falls auf (87) zuriickfiihren. Bezeichnen wir die Koordinaten des Auf-_ 


_punktes mit X, Y, Z, den zugehérigen Radiusvektor mit R, und den 
Vektor vom Integrationspunkt zum Aufpunkt mit 


; 7=R—r mit den Komponenten &, 7, C, (90) 
dann haben wir fiir » = 1: 
w B eas a eikt 2 gikr 
ér> + cash ce or or ér r (91) 
Darin kann nun 4 durch — ee ersetzt werden. Ferner ist 
TH t é 
* ikr 
Sag 79 Pa SM LI e” 
Ag Fee os noe Some. (92) 
“weshalb (91) iibergeht in 
a tkr r ikyr 
é ieee? 6 ie eo oe Ota 
ety a= (¥ 4 AY -OUA/2)) ir? ae 


Pas mate aie | AL ; ae i e me Sail 4 : 
lem Aufpunkt mit entgegengesetztem Vorzeichen verwandeln: 


ee 3 By eu é ee: Oe 
jay. 3 soa a ET Are ager 


Die durch Punkte angedeuteten hdheren Potenzen von ka sind zu 
vernachlissigen. Die durch den Anteil y-e, der Primarwelle ve 
sachte Beugungswelle ergibt sich damit nach (84) zu 


a $ [. t| op" a re] e, e rad} eikR >, (04 " 
Se rem Tot +e, 5° Oy § R . v4 
Hieraus wird die Korrektur des Randwertes ermittelt, indem R = a 
gesetzt und ka gegen 1 vernachlassigt wird: $ 
. R (yey == ye, yk oty. i (95 § 


Hierbei sind wieder radiale Anteile weggelassen, ferner X, Y durch 
x,y ersetzt, da der Aufpunkt nun Integrationspunkt fiir die nachste. 
Naherung wird. : 

aig (89) und (95) zeigen, daB die nach Durchfiihrung der ersten Ni h 
PER rung verbleibenden Randwerte der elektrischen Feldstarke Glieder e, 
Bien ye, und x-e, enthalten, fiir deren weitere Korrektur die Fora 
mein (89) und (05) bzw. die daraus durch Vertauschung von x und 
entstehende Formel 


K(x- ey) = — ee ey + TER ts 


> ~~ DA het : cae i rx 
a ; 1 ed, re ae ee Ce nas +e 
an ae Ft ty to oe: f , \ ‘ ’ 
2 : " ‘. se ; 4 te 
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we zustindig sind. Daher nimmt die allgemeine Naherung (a) die’ 
- oh Gestalt an > 
et : €, (a) = A,-e, + B,-y-e,4+C,-x-ey (97) 
‘ ee, und fiir die Koeffizienten gelten nach (89), (95) und (96) die Rekursione 1 
oe : 
te ay I ie ugh BGs mg: 2 " 
Hs Ayia 3 4: B41 = eB, +7 G; Crei=-C, + 5, B,. (98) 
4 Die allgemeine Lésung von (98) lautet oe 
ros - 
, A,=A-(2)'; B, = B(2) C. 4V; ¢=B@y— (4y; 50} 
, mit unbestimmten Koeffizienten A, B, C, welche durch die Anfangs. 
oY bedingung €) = Gyo + 7 (ft) Gy festgelegt werden zu ; 
. : a 
£ A=Ey; B=ZikEgy; C= tk: Ey. (100), 
. i 


me aA 
a, ~ 
» he yy 


oa a 


ee F man dies ein awa buehioc dab 250 es Go und ze: es ist, 
dann entsteht , 


oo a aed (ek A es 
eae gi ={(2) + +((3) + (5)'}# Gox)}Eo0+ ot) ed ea 
| , ot Ses ikea 
f- 1 ((3\" 1\" es ey. 
| + lte) (i) Gngih | 2 
- Dies Konvergiert mit wachsendem » gegen Null, die Randbedingung 
_ wird also im Limes » > co erfiillt. 
Als nachstes interessiert die in den verschiedenen Naherungen ver- 
_ ursachte Beugungswelle. Die durch die Anteile e, und y-e, der Rand-— 
-werte verursachte Beugungswelle ist aus (88) bzw. (94) zu entnehmen, 


; ein zu (94) analoger Ausdruck entspricht dem Randwert x - e,, so daB 
4 sich die Beugungswellen 6©,,, schreiben ~ 


, 


ef  86e.= Erot{—(2) -Gyoxgrad + 4 ((2) + (5y) x | 
x(i Eo ox f+ Lilt: grad) Gyo x grad) +2(G) > (4)") x (102) iz 
x (it6xGs0+ $ (Goograd) i tyxgrad)}. Sei ue 


r ‘Die gesamte Beugungsstrahlung der y-ten Seared eraibt sich aatch 
» Summation von 0 bis y—1: 


, 


CA on G = 4, rot{—3(1-(G))e oo X grad + 


Be 4G Ben)» 


ae x (i Gooxty + <i (f, grad) Eyqx grad) ae ers (103) 


ti) 20-60) | 


x (i fx Goo + F (Goograd) i tox grad) NS 


- Interessiert uns speziell die Ausstrahlung nach einem unendlich fernen 

_ Aufpunkt, dann kénnen wir iiberall fiir grad setzen 7 f und ? a? gegen 1 

_ -vernachlassigen : 

. 3 te e 2\v { 1\¥ 
G,(00)-G = 4, V: . [Goo t(1 —(3) )-4 to(4 = (4) )]. (104) 

“Natirtch hatten wir die exakte Lésung des Beugungsproblems, welche 

in (103) fiir »—> oo enthalten ist, in einem Schlage erhalten kénnen, <5 

Br adem wir in (97) die Koeffizienten so bestimmt hatten, dal die daraus ii + 


“resultierende Randwertkorrektur die primaren Randwerte kompensiert ; 


hae 


~ 
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doch kam es uns darauf an, das Funktionieren des a Nenering 

vorzufiihren. 

(104) konvergiert zwar gut gegen die exakte Beugungswelle, doch 
ist die erste Naherung noch recht schlecht, indem sie stellenweise — 
(ndmlich wenn f die Richtung der primaren magnetischen Feldstarke 4 
hat) nur + des wahren Wertes liefert. Man wird daher die so bequeme ~ 
Formel (82) fiir die erste Naherung der Beugung an einem beliebig — 
geformten kleinen Objekt héchstens dann als brauchbar ansehen kénnen 
wenn man einen vergroBernden Faktor hinzufiigt, was der Hinzufiigung- : 
eines Faktors zu (79) gleichkommt. Ist das Objekt eine Kugel, dann 
kann man zu (79) jeden Faktor < 3 hinzunehmen, ohne die Konvergenz 
zu gefahrden; am giinstigsten erscheint etwa ein Faktor 2, durch welchen 
die Gesamitbeugung »-ter Naherung sich so verandern wiirde, da in 
(104) statt £(1— (2)”) bzw. f, (1—(4)”) zu stehen kame f(41— (4)”) — 
bzw. f, (4 + (4)”). Doch ist dante nicht gesagt, ob nicht durch Hinzu- 
nahme eines Faktors 2 bei irgendwelchen anderen Kérperformen eine — 
Zerstorung der Konvergenz eintreten wiirde. 

Streng genommen ist auch fiir die Kugel durch das bisher gesagte 
die Konvergenz des Verfahrens nicht véllig bewiesen; es kénnten ja 
die in (83) vernachlassigten hdheren Potenzen von (f, rt) zu divergenten — 
Beitragen fiihren. Man kann jedoch unschwer auch fiir diese Glieder — 
das Naherungsverfahren durchfiihren, und die Konvergenz allgemein 
untersuchen. Wir teilen nur das Ergebnis dieser Untersuchung mit: 
Man findet Konvergenz, selbst wenn zu (79) ein Faktor< 3 hinzu- — 
genommen wird. ' 
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Die Kontur einer aus inhomogener Schicht emittierten Linie wird bestimmt durch __ ie" ie) 
die Schichtdicke, die Linienform und den Verlauf der Ergiebigkeit sowie des . 
Absorptionskoeffizienten innerhalb der Schicht. Es wird der Zusammenhang 
wischen der Kontur und den sie bestimmenden Groé8en auf sehr allgemeiner 
tundlage untersucht. Als Ausgangspunkt der Untersuchung wird zundchst 
gezeigt: Wenn die optische Schichtdicke wachst, ohne daB die relative Verteilung 
der Ergiebigkeit und des Absorptionskoeffizienten geandert wird, so durchlauft die 
Strahldichte auf festgehaltener Frequenz ein Maximum schon bei endlicher Schicht- 
dicke, um danach asymptotisch auf den Randwert der Ergiebigkeit abzusinken. 
Dabei ergibt sich unter anderem als wesentliches Resultat: Die auBerordentlich 
sroBe Mannigfaltigkeit, die die relative Verteilung der Ergiebigkeit und des Ab- 
sorptionskoeffizienten annehmen kann, 1a8t sich in ihrer Auswirkung auf den 
usammenhang zwischen Strahldichte und optischer Schichtdicke mit einer bis 
a erheblichen Schichtdicken brauchbaren Naherung durch einen einzigen Para- 
meter beschreiben. Die Theorie der Kontur wird aufgebaut, indem die Aussagen 
iiber den Zusammenhang zwischen Strahldichte und optischer Schichtdicke mit 
‘Hilfe der Frequenzabhangigkeit der optischen Schichtdicke innerhalb der Linie auf i fy: a4 
die Kontur iibertragen werden. Die Theorie wird zunachst unter der einschran- a : 


kenden Annahme durchgefiihrt, da8 sich die Linienform innerhalb der Lichtquelle n AN, x Bits 
nicht andert. Das allgemeine Problem — Linienkontur bei einer Lichtquelle mit 8 Se 
ortsabhangiger Linienform — wird im zweiten Teil der Arbeit behandelt werden. x aig ; 
% ee OM 

| § 1. Allgemeine Formulierung und Abgrenzung der Problemstellung. “a aac 
_ Der relative Verlauf der Strahlendichte in einer Linie, die aus end- Bae vat : 
lich dicker Schicht emittiert wird, ist bekanntlich nicht — wie im yeaa 
Grenzfall der unendlich diinnen Schicht — allein durch die Frequenz-  — ; aes 
abhingigkeit des Absorptionskoeffizienten bedingt, sondern wird auBer- yon s 
dem wesentlich bestimmt durch die Schichtdicke und — bei inhomogener : ’ > 
‘Schicht — durch Verteilung der Ergiebigkeit! und des Absorptions- fa a 


A Die Ergiebigkeit J, sei definiert durch J, = ¢,/z, sei also bezogen auf Volum- Pela 
und Raumwinkeleinheit, und — wie der Emissionskoeffizient ¢, und im folgenden Co Aaa 
auch die Strahldichte I, — auf die Einheit der Frequenzskala. Mit x sei der Ab- ie 
sorp tionskoeffizient bezeichnet. 


_. Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 39 


werden, als sich Grenzen aus~den allgemeinen physikalischen Eigen 


‘ ; pix Te SP se 
598 oy anes a af 
leone in a Schicht. Wahrend der Zusamin ng zwische en 
Kontur}, -Absorptionskoeffizient und Schichtdicke fiir die homogen e 
leuchtende Schicht langst behandelt ist, fehlt eine systematische Unter- 
suchung der Linienemission aus inhomogener Schicht, fehlt also au b 
eine systematische Theorie der fiir die inhomogene Schicht so charak= 
teristischen Selbstumkehr. Es soll deshalb in der vorliegenden Arbeit 
eine systematische Theorie der Linienemission aus inhomogener Schicht 
unter besonderer Beriicksichtigung der Selbstumkehr entwickelt werden. — 


AnlaB zu dieser Problemstellung gaben Untersuchungen an StoB- — 
entladungen in Quecksilberhéchstdrucklampen, insbesondere Beobach- — 
tungen an den stark umgekehrten Linien des Spektrums. Doch soll die 
hier zu entwickelnde Theorie der Selbstumkehr von diesem spezielle ong 

AnlaB vollig gelést und auf ganz allgemeiner Basis aufgebaut werden. 
Es soll die Abhangigkeit der Ergiebigkeit und des Absorptionskoeffi- 
zienten von Ort und Frequenz im wesentlichen nur soweit beschrankt 
schaften dieser GréBen ergeben. In diesem Rahmen untersuchen wir — 
die Beziehungen zwischen der Linienkontur auf der einen, der Schicht- 
dicke, der Ergiebigkeit und dem Absorptionskoeffizienten auf der anderen | 
Seite und fragen nach den Eigenschaften der Kontur, die sich schon an 
sich aus diesem allgemeinen Zusammenhang ergeben. 


Ergiebigkeit und Absorptionskoeffizient kénnen, soweit sie nicht 
durch die individuellen Eigenschaften der Atome bestimmt sind, © 
in mannigfaltiger Weise von den Zustandsparametern der leuchtenden — 
Schicht abhingen, z. B. bei Srtlichem Temperaturgleichgewicht von — 
Druck und Temperaturverlauf in der Lichtquelle. Diese Beziehungen — 
zwischen der Ergiebigkeit bzw. dem Absorptionskoeffizienten und den 
Zustandsparametern der leuchtenden Schicht sollen nicht mit in die 
Untersuchung einbezogen werden, Sie vermitteln zwar den Zusammen- — 
hang zwischen der Kontur und den Zustandsparametern der Licht- 
quelle und sind deshalb fiir die Auswertung der Kontur von entschei- 
dender Bedeutung. Aber sie kénnen je nach den Bedingungen, die in 
der Lichtquelle herrschen, sc mannigfaltiger Natur sein, daB es unzweck- 
maBig ist, die Behandlung der allgemeinen Problemstellung mit den 
sich aus diesen Beziehungen ergebenden Spezialfailen zu belasten. Es_ 
wird hier also zunachst nur der Rahmen gegeben, in dem die einzelnen — 


‘In Analogie zur astrophysikalischen Bezeichnungsweise sei die Frequenz- 
abhingigkeit der Strahldichte in einer aus beliebiger Schicht emittierten Linie als 
Kontuy der Linie bezeichnet, wahrend unter der ,,Linienform" der Verlauf des auf P 
den einzelnen absorbierenden Zustand und auf die Einheit der Oszillatorenstarke o 
bezogenen Absorptionskoeffizienten verstanden werden soll. 


* Unsotp, A.; Theorie der Sternatmosphiren, S. 166. (Dort weitere Literatur.) _ 
Berlin; Springer 1938. 


Zi falle je fais ier Cee | ae fier zu Rete: sind: Die a 
andlung spezieller Falle soll spater folgen. 

‘Die Untersuchung zerfallt in zwei Teile: In dem hier vorliegenden 

Tei werden die allgemeinen formalen Grundlagen entwickelt und 


Sonderfall die Linienemission aus einer inhomogenen Schicht_ be- 
delt, in der die Linienform nicht vom Ort abhangt. Im II. Teil 
ird dann der allgemeine Fall behandelt: Linienemission aus inhomo- 
gener Schicht bei ortsabhangiger Linienform, Auch die naheliegende 
I Frage nach Beziehungen zu astrophysikalischen Epobiomepr lines wird 
aim praten Teil behandelt. 


5 2. Entwicklung des Formalismus. Prdzisierung der Problemstellung. 


__ Die langs eines beliebigen Strahles aus der Lichtquelle emittierte 
Sees I, ist gegeben durch 


— fxoeyae 


oy I= fate(o,t) -T(v,t)+e ae 6 ys: (1) ty is 


4 


(ulipunkt an der Oberflache der Lichtquelle; ¢ die vom Nullpunkt 
auf dem Strahl in die Lichtquelle hinein gemessene geometrische Tiefé; 
ty die auf dem Strahl gemessene geometrische Schichtdicke der Ent- 
ladung.) 

_ Als Ortsfunktion beschranken wir die Ergiebigkeit durch 

_ Annahme 1: Die Lichtquelle habe Zylindersymmetrie, 
Annahme 2: Die Ergiebigkeit sinke in radialer seivane von der 
: _Achse bis zum Rand monoton ab. 
_ Annahme 2 formuliert nur einen im Rahmen der Annahme 1 stets’ _ 
‘ecfalllten physikalischen Tatbestand. Annahme 1 ist physikalisch un- 
-wesentlich, erleichtert aber die formale Durchfihrung der Theorie und 
ist zudem in der tiberwiegenden Mehrzahl aller praktischen Falle erfiillt. 
-_GréBere Allgemeinheit wiirde die formale Darstellung in unfruchtbarer 
Weise belasten. Die Frequenz sei zunachst konstant gehalten. Uber 
die Frequenzabhangigkeit von J und x wird spater verfiigt. 

Die Beziehung (1) muB in eine fiir die Entwicklung der Theorie 
-geeignete Form gebracht werden. Es wird eine relative Lange t/t) ein- 
_gefiihrt und der Nullpunkt in den Symmetriepunkt auf dem Beobach- 
-tungsstrahl verlegt durch 


De ¥ t 1 
ties ey, 


a 


oN ach Annahme 4 sind x(x) und J (x) auf jedem Strahl in x symmetrisch. 
i. ait x ist die optische capes ery 


e ' +4 
a. T =to f u(x)ax. 
: ae 


39* 


_ Weiter wird Avent ie abe der ¢ Shatae auf 40 10 ierte 1 
Verlauf des Absorptionskoeffizienten lings des Beers Sores 


as “(x Ss 
ie papa ee, 


ao fe. 


‘ 


Dann 1a8t sich (1) umformen in 


: on on ky f x(x dee 
[tenia Ef th ee re 
aes | Se) la) aa 5 


- 


Unter dem 2. Integral ersetzen wir die Integrationsvariable x durch 
die relative optische Lange s 
ey: E= fae )dx' fe3 
und setzen ferner den iiber der €-Skala auf 1 normierten relativen Vers! 
lauf der Ergiebigkeit r ; 
¥ , % r . ; ‘= 
i. - | _ Jul) =j*(é). aa 
: Fae Sti 


Es sei ferner J, der Maximalwert der Ergiebigkeit auf dem Beoba ,- 


 tungsstrahl. Dann wird endgiiltig = 

Bee a ae 
ee bad | fete Bedale eae priser fedé. (2) 
Ai . é Ym « 


Setzen wir zur Abkiirzung 


jes) Js)ax—M ee 


+% 


4 ei in Ree fh : 
Bet a erereng, 

aya So haben wir mit , 

| et say | I, =J>M+¥ (x) . 

hgh: § . 
“ i, die emittierte Strahldichte J, als Bruchteil der maximalen Ergiebigkeit 
Pi dargestellt, wie es fiir die Anwendung zweckmabig ist. Dabei ist der 
AG Bruchfaktor M - Y(t9) in zwei Faktoren zerlegt, die jeder fiir sich d with: 
Ms Wert 1 nicht iiberschreiten kénnen. Insbesondere ist durch Y (1, 
"A 3 derjenige Teil des Bruchfaktors abgespalten, der von der opine iy 
an ; | Schichtdicke abhangt. avy 

oy . 

LAs 


Re tiatis Mittelwert von ae bei dem x*(x) als Gewichtsfunktion 


kann M jeden Wert zwischen dem Minimal- und dem Maximalwert 
von J) annehmen. Weitere Aussagen iiber die Beziehungen zwi- 


a ie 

schen M und J, bzw. x* lassen sich bei dem hier zunichst angenom- 
menen rein formalen Standpunkt nicht gewinnen. Eine Diskussion 

_ dieser Beziehungen wird erst fruchtbar, wenn wir iiber das rein Formale 


_hinaus spezielle physikalische Aussagen tiber J,(*) und x* (x) einfithren. 


Der zweite Faktor Y (r,) bedarf einer eingehenden Diskussion. Denn — 


_ der funktionale Zusammenhang zwischen Y und ty, und der EinfluB, 


den der Verlauf von j*(£) auf diesen Zusammenhang-ausiibt, sind fiir 
die Entwicklung einer Theorie der Selbstumkehr von entscheidender — 


Bedeutung. 
_ Wir untersuchen zunachst das Verhalten von Y(t) fiir groBe T,. 
_ Fortgesetzte partielle Integration ergibt die Entwicklung 


+4 


Ff je@-ent-ae—[je(— +) + ran pie = (SELL 3 bo 


a by. . 4 \ 1 d*j \ 

— To * — eae 
- 4 {3 Ges acl ee +4 alae let = 
Unter der Voraussetzung, daf keiner der Differentialquotienten am 
‘ -Rande unendlich wird, folgt aus dieser Entwicklung: Konvergiert tT) 


gegen Unendlich, so Konvergiert Y(t.) von hoheren Werten kummend 
gegen den Randwert j*(—}) = 7*(-+ 4). 


Um den Einflu8 der Funktion 7* (£) auf Y(z,) zu erfassen, wird das 
Integral nach Potenzen von t, entwickelt. Unter Berticksichtigung der 
‘Symmetrie ergibt sich 


4 +4 
Y(t) = to-€- Huds wo" fer pwatl, (4) 


(2n)! 


“Da alle Koeffizienten kleiner als 1 sind, konvergiert die Reihe fiir alle ~ 


_ endlichen T) unbedingt!. Die Koeffizienten 


= J 2.5 *(f) dé 
<7 ee qn 
1 Denn die Reihe Gof t= > Gull konvergiert unbedingt fiir alle end- 
lichent,. js 


| Der esta Faktor M laBt es Ge ei ein tiber der A SiGlans ge- 


eingeht. Je nach der Verteilung der Gewichtsfunktion iiber der x-Skala 


> bg 
tale 
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sind Momente der Funktion j* (€) vom Grade | Qn. eae er Gesamtl 
aller mit den Annahmen 1 und 2 vereinbaren- Funktionen it (6) grei 

wir nun zwei eave heraus: my 
; Grenzfall 1: j*(£) konvergiert im ganzen Bereich —4z2zé&= + 
| auBer fiir ¢ = 0 foves 0 und geht fiir € = 0 so gegen aman 2.2 


i (dé =1. , 


Grenzfall 2: 7*(&) soba im ganzen Bereich —}< : = +4 
gegen 1. Er reprasentiert unter anderem auch die homogene Schicht?. 
Im Grenzfall 1 werden alle Momente gleich 0. Y(zt9) reduziert sich’ auf 


To 
z2 


¥, (r0) — ke .& 


Im Grenzfall 2 haben alle Momente ihren groBten Wert 


i 

ss 2 4 
(42 lnax = fe ane 2 sf 
cae 


Hier wird 
¥, (tq) =1—e-*. 


Da alle Glieder der Reihe positiv sind, folgt, daB alle Kurven Y(t) _ 
ganz im Bereich zwischen den Grenzkurven Y, und Y, verlaufen. 
Da 7*(&) nur durch die Annahmen 1 und 2 und die Normierungs 


bedingung beschrankt ist, ist die Mannigfaltigkeit der zuge assenen 
eo Kurven sehr groB. Im Rahmen dieser Mannigfaltigkeit sind die Momente 
: Mg, die GréBen, die den EinfluB der Funktion j*(§) auf den Verlauf von 
i: iy Ce) zahlenmabig erfassen. Fir kleine ty tiberwiegt der EinfluB des 
<i Momentes jig; je groBer ty wird, desto starker macht sich der EinfluB 
der hdheren Momente bemerkbar. Wir wollen nun feststellen, in welchem | 
MaBe die Kurven Y(t,) durch die Momente y, festgelegt werden. Es 
laBt sich zeigen, da die Momente nicht véllig voneinander unabhangig 
sind, daB vielmehr bei vorgegebenem jug alle Momente héherer Ordnung 
és innerhalb bestimmter Grenzen liegen miissen, die durch den Wert von jg 
; festgelegt sind. Der Einflu8 des Momentes jz, auf den Verlauf von Y(t) ¥ 
geht also tiber den Einflu8 des mit uy behafteten Gliedes wesentlich 1 

en hinaus. Die Y(t )-Kurven, die dem gleichen Moment zweiter Ordnung 
zugeordnet sind, erfiillen infolge der eben geschilderten vee 


dem Gesamtbereich aller Y-Kurven einen Teilbereich, der sich ebenfalls’ 


(tele . Formal ist dieser Grenzfall fiir jedes J (x) auch dann gegeben, wenn “* (x) 

mit Ausnahme zweier symmetrischer Punkte + |%,| gegen Null konvergiert un do 
fiir die beiden Punkte + *%) und — x9 (unter Einschlu8 von x9 =0) in gleicher 
Weise so gegen co geht, daS8 die Normierungsbedingung erfiillt bleibt. 


“ 


a 


Sa ae Peg sty 
ie pets = dea ‘a (To: rr Lavage abe. me eer 
1 einen Jb ei ‘ber den Einflu8 des Momentes py und 
ichzei ichzeitig auch iiber die Struktur der Gesamtheit aller Y-Kurven, 
indem wir jetzt die Grenzkurven Y, (to, 43) und Y,(t » Lt) fiir ic 
L Wi e berechnen. q : RY at 


x Bris Berechnung der Grenzkurven Y (To: a Sind Y, "(tos My) mu 
zundchst ein Hilfssatz bewiesen werden. Es seien j*’(&) und j*’’(&) _ 


zwei Funktionen mit gleichem yw. Sie miissen also gleichzeitig zwei 
Bedi ngungen erfiillen: ? +2 , 


an 


eee 


<7 
~ Las 
% 


7 : 
» 


7 
~ 


me 


* +1, | 
ieok J i® (&) dé = yr’ (6) dé =1, 


we 


if S73" @de= [ei )dé = py. 


A 

Diese aes bee sind gleichzeitig nur dann zu erfiillen, wenn sich 
j*’(é) und 4*’’() im Bereich —}<&<0 und — der Symmetrie ent- 
sprechend — im Bereich o< €<4 in mindestens je zwei Punkten | 
schneiden. Wir setzen voraus, daB f 


¥ sich beide Kurven in den besagten pcncns: in eet mehr sit 
Zwet, Punkten &,, & bzw. & & schneiden. 


as 2. Fiir é=0 
j*” (0) >7*’ (0). 


Wir beweisen, da8 unter diesen Voraussetzungen fiir alle hdheren 
omente wz, und wz, der beiden Funktionen 7*’(&) und 7*’(é) die 
‘Ungleichheit gilt 

ie: PE a ace 

Es sei 

es, ; qr’ —j*' =Aj*. 


Na h puere ote wiederholter partieller Integration wird 


ot 


fe Aj* (8 dE = f pagnede— 20. fa dé fee et. At et 


gE 
a “eed -2) (2m —3) Jae. Sah: Side j dbl 8 AG*(E"). 
ie : 2 


% a ‘Das 1. Integral auf der rechten Seite verschwindet wegen lig =e 
D as 2. Integral verschwindet ebenfalls. Denn die Funktion 


ef) =f £7 aire) ae 


"Eyl Pys ne : ‘ t rages Mf : : 
é [os ies Sey oy ‘A, = a é pe de = +. a cote 4 2 
i 604 Sark Rate oS hey Par Re Rebeca 


ae wD Dah NE oa phd Xt fre} a ota wast S 2 a 


i Be SS ise wegen der Bymmeene 9 von &- Aj*(é) und wegen ob = = a 
ss symmetrisch. Das 3. Integral ist positiv. Denn die Fun Pony 

ay of ‘ ‘ Pe, ; aoe 

- aes o(é g) = fae’ f ae”-et- jee") ee 

ie fy ; ist wegen der Antisymmetrie von o(€) symmetrisch iach infolge unsere r 
+ ; De. Voraussetzungen im ganzen Bereich positiv*. é a. 
Iss Aus 
<i is ee re : 
den f dé-£2- Agr (6) >0 3 
thee. “* =—7 y ; 
eae 

ee ---—s ergibt sich unmittelbar die zu beweisende Ungleichheit. 7 
aye Be 2 Zur CNS dieses Hilfssatzes definieren wir zwei spezie lle 
a pares Funktionen 7*(&) und 77 (&), die beide das gleiche Moment —- 
eo: Si meee See a 


; haben, wobei der Parameter p-alle Werte zwischen 0 und 1 annehmen 
aoa kann?. 


th 
Se oe 
bee ef 
‘oat 
LAS 
— 5 & 


ay “ Definition von j*(). In den Bereichen — $= &< — a un a 
Ae +4)p<&= +4 sei jf =0, in dem Bereich —$/p2E=idyfp 
fake seh = e Die Momente dieser Funktion sind gegeben durch 
ks p = 4i 7s 
mee: +3VP atk 
her’ Sal wees iy ee. o Au 

ee Lee ie | 5 Ve et 2an+1 52" 

ee. Ve | a 
2) < Fir 2 =1 ergibt sich wie vorgesehen das Moment jy = jy: 


Definition von 4¥(€). Im ganzen Bereich —}<& s+ 4 -auBer 
fir § =0 sei 7} = p. Fiir § = 0 konvergiere j¥ so gegen ow, dab 


BT a Ooh ee 
. oe OA 
° oe 
~ 


+4 a 
ae fide at. ‘ 
ve ys } re : 7 
Buh fe Da die Unendlichkeitsstelle nichts zu den Momenten beitragt, werd n 


die Momente in diesem Fall 


ee 

: . 
ha -*. [Hon J,= is -p: +dé => . ee ™ ‘* 
‘¢ 2 ah 
> Fir n=4 wird wieder w= zy-p. “ 
Oe RECS ri * 

yal } Nahere Erlauterung dieses Schlusses als ,,2. Zusatz bei der Korrektur* 
hers am SchluB der Arbeit. 

- * Der Maximalwert des Momentes jy ist nach (5) gleich +’. 

ni | 


A 


ari || 

i eee “ as 

e Ib | a ah ° mogener Schicht. te we 
ae Rieke Funktionen fascan sich zwei “Aussagen machen: sen Oe ; 

. 1. Sowohl j* wie 7* werden von jeder anderen Funktion, die dem Bae 

-gleichen Parameter # zugeordnet ist, in je zwei — und nur zwei — 

_ symmetrisch gelegenen Punktepaaren geschnitten. Daf bei j¥ zwei 

~ dieser Punkte bei & = 0 zusammenfallen, ist, wie man riickwirts leicht nn ghae 

erkennt, fiir den Beweis belanglos. Lines 


2. Fiir jede andere Funktion ;*(£) mit gleichem Parameter p gilt B. ea 
: F* (0) <9* (0) <9¥ (0). | Bei 


Abb. 1. Verlauf der Kurven Y,(r,,~) und Y2(t,, p) fiir verschiedene Parameterwerte. 


/f 


- Damit sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Hilfssatzes 
gegeben. Es folgt unmittelbar: Hat eine beliebige Funktion 7*() das 
Moment uw, = #/12, so liegen die hdheren Momente zwischen den Grenzen 


ri? 


2n, 1 p 
mre ee os fers bE) di < an-+1 ‘yen * 


_ Da alle Reihenglieder as sind, ergeben sich die Kurven Y, (To, p) 
und Y(t», ~), die den Bereich der Y(t,)-Kurven mit dem Moment 
“fz = p/12 begrenzen, durch Einsetzen der Grenzmomente in die Reihe, 

Daraus ergibt sich 


¥, (to?) = i -e % -Gin ia Labs 


¥,(to,p)=2¢ *-{% (1p) +p- Gin}. (6) 


‘2 


," 


oe 


Toy 4 


Fir die Parameterwerte p = 0 bzw. p = 1 fallen beide peas zusammen , 
und werden identisch mit den Kurven Y,(t») bzw. Y(t), die den 
- Bereich aller Y-Kurven insgesamt begrenzen. Abb. 1 gibt eine Dar- 
_ stellung der Kurven Y, (ty, p) und Y,(t», #) fiir die Parameter p = 0, 


Ase: ae ks ie POSH | ¢ 
vey as SANS cy > Sina gS 
oa Mee Va : pS ee 
‘ < » ‘ ¥ ? ” Ly * cm - 
{" ie oy, > § m3 3 ; 
4 r oa We ia 
Pah) 306 Sri, 


* oe: 
0,2, 0,4, 0,6, 0,8 und 1,0. Alle Kurven or mit BR tg ie ‘ 
einem Maximum, das fiir »—1 erst im Unendlichen, aber fiir alle 
p +1 schon bei einer endlichen optischen Schichtdicke t) = Tt, (A). 
erreicht wird. Sie nahern sich nach Durchlaufen des Maximums cronies : a 
fallend den Grenzwerten j*(—4) =0 baw. j3(—4) = in Uberein-— | 
stimmung mit den Aussagen tiber das Verhalten der Y-Kurven im 
Unendlichen. Wahrend ~ von 0 bis 1 wachst, verschiebt sich die La ge 
des Maximums von 1, = 2 bis t, = oo. Gleichzeitig steigt der Maxi- 
malwert Y,,,,(p) von 0,736 bis 1. ‘ on 
A Der Vergleich der einander jeweils zugeordneten Kurven Y,(to, 6) — 
-——. und Y,(t,~) zeigt, daB die Y-Werte fiir alle  erheblich iiber das Maxie : 
: mum hinaus selbst fiir verhaltnismaBig groBe Schichtdicken im wesent- ? 
lichen durch p bzw. mw, bestimmt werden. Man gewinnt eine bis a 
erheblichen Schichtdickten brauchbare Naherung fiir das ganze Syste mo 
der Y(t,)-Kurven iiberhaupt, wenn man alle Y(t,)-Kurven, die einem _ 
p-Wert zugeordnet sind, durch den Mittelwert der beiden Grenzkurven _ 
ersetzt und die Gesamtheit aller Y(z,))-Kurven durch eine einpara 
metrige Schar 


F 


Ves; p)= x 4 = {[* ae (i1—p) +6 Sin Sey + — Yi sie} ( 
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darstellt. Abb. 2 gibt eine Darstellung dieser Rar ines mit den Kurven 4 
der gleichen gré8tméglichen Fehler (Fehler = halbe Differenz der. Bs 
Grenzkurven in Prozent des Mittels). Selbst bei der Schichtdicke — 
T) = 7 liegt der Fehler im ungiinstigsten Fall erst bei 10%. “s 

Uber den Bereich hinaus, in dem diese Naherung Berechtigung hat, 
werden allerdings die quantitativen Aussagen der Grenzkurven iiber 
den Verlauf der allgemeinen Y-Kurven immer unbestimmter. Hier — 
geben sie nur noch in den qualitativen Grundziigen ein Bild vom a 
gemeinen Verhalten der Y-Kurven. 

Uber die durch (2) festgelegten Beziehungen zwischen BD einersellala 
und J, x* sowie T) andererseits ist damit alles gesagt, was sichim Rahmen _ 
der sehr allgemeinen Voraussetzungen aussagen laBt. Da aber die Unter- — 
suchung der Kontur verlangt, da8 die Strahldichte innerhalb der Linie — 
als Funktion der Frequenz diskutiert wird, mu8 zusatzlich die Form — 


Ps 


ait prazisiert werden, in der die Frequenz in J, x* und t, eingeht. Als 
; Frequenzvariable im Bereich der Linie sei stets die Frequenzdifferenz _ 
Byes ”— v) = Ay gegen eine im Bereich der Linie passend gewahlte Bezugs- 
a) frequenz 7) benutzt. Es sei ferner AV(x) die auf die Volumeinheit bezogene 
. Zahl der Hancteabacah Zustande. Wir definieren dann den auf den | 
Y einzelnen absorbierenden Zustand und auf die Einheit der Oszillatoren- | 
oe starke bezogenen Absorptionskoeffizienten 

me Pred! hz 2, 

ie oF Nee) 


, : Aen Ser Re Re eT Py ae 
Form‘ der Linie. Die Form d r <] te aaa Mien vente 

angen (z. B. Dunteneng bei Temperaturabfall), Stets ae 

Pent eee vom Ort — co 
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Abb. 2. Die einparametrige Kurvenschar Y(t, p) mit den Kurven gleichen Lak det Feblers. 
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Jber die Frequenzabhangigkeit der Ergiebigkeit und des Absonptions: 
koeffizienten machen wir zwei Annahmen: 

om Annahme 3: Die Ergiebigkeit sei innerhalb der Linie von der Frequenz 
_ unabhangig. 
_ Annahme 4: Die Linienform %’ habe als Funktion der Frequenz 
_ betrachtet ein einfaches Maximum, von dem aus x’ auf beiden Seiten 
ae monoton auf 0 absinkt. 

3 -Annahme 3 beschrankt nur die allgemeine Form der Darstellung auf 
_ das physikalisch Gegebene. Auch Annahme 4 ist im Normalfall erfiillt 
und bedeutet deshalb keine wesentliche Einschrankung im Physika- 
PB iischen. 


“ R%, “ v oh he fe ae i> t . ete ~ vy ae ve =e - 

Lees. Bm, “GOB Sidon eee ees “Hans Baxiois i bn hee b teter 
“ee we igearearannebeigkeit der Strahldichte L, Sit seats du rch 
Bay Ss die Frequenzabhangigkeit der Funktion x*, die in den Faktor M und . 
oi die Momente ji, eingeht, und die Frequenzabhangigkeit der optische a 
ee Schichtdicke t), die nur in den Y-Faktor eingeht. Es ist a5 

ae a Niet fe (Av, 2) | | 

oar 00" eee f 

irigcine . Peon Ma Li 
ies: = ene + .* 
hea 45 Fiihren wir statt V(x) die tiber der x-Skala auf 1 normierte relati mr 
ieee __-Verteilung der absorbierenden Zustande PS 
(a N 
as Nees N* (x)= =e 
Bs meee f N(x)dx 
Se ein, so wird y a 
e 4 Bc, F ‘NN (x) >’ (Av, x) dx : 
5: ie Ist die Linienform vom Ort unabhangig, reduziert sich x* auf N*(x)- 
Bi tee Fir die optische Schichtdicke tT, ergibt sich bei ae pee der ines 
ine ae form 

mee : Pee in eed PY 
. i ¥ = 4 . 
pe Wir setzen 

eons. +4 
aa ty J N (x)dx =N. 

ee $i : a 
Sean N ist die Zahl der absorbierenden Zustande langs des Strahles bezogen’ 
ee auf einen um den Strahl gelegten Zylinder mit der Grundflache 1 und mn 

+7 der Lange #4. Damit wird 
ee . 
es t=]-N- ei N* (x) x’ (Ay, x) dx. (0) 
= € A : 
. 


Bie es Fir eine vom Ort unabhangige Linienform reduziert sich der auel d 
<i ae druck auf 


| ae T) =f-N-x' (A>). 4 
‘hey Im folgenden sei f-N als Schichtdicke schlechthin bezeichnet zum 
—, Unterschied von der geometrischen Schichtdicke f) und der optischen — 
ee. _ Schichtdicke t). Die Zerlegung der Strahldichte in die beiden Faktoren _ 
ei. M und ¥Y rechtfertigt sich jetzt praziser als oben durch die Fetreliuieell 
be : daB in dem Faktor Y derjenige Teil der Strahldichte abgespalten wird, 
im der von der Schichtdicke {N abhangt. } 
Bi: i Damit sind alle Grundlagen fiir eine rationelle Diskussion der” 3 
: Linienkontur bereitgestellt. Es stehen 4 voneinander unabhingige- i, 
s , 


: Vang Zr ie 5 2 ( ¥ 5 ‘ ‘ ist ? . 
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Bestimmungsstiicke zur Verfiigung, die den Zustand der inhomogenen 
% chicht, soweit er die Emission bestimmt, erschépfend beschreiben: 
T(x), N*(x), x (Ay, x) und f- N. Es ist der Zusammenhang zwischen 
der Kontur J,(4 ») und diesen vier Bestimmungsstiicken auf Grund des 
oben entwickelten Formalismus zu untersuchen. 


$3. Behandlung eines Sonderfalles: Linienform vom Ort unabhingig. 


Besonders einfach gestalten sich die Beziehungen, wenn die Linien- 
form in der Lichtquelle nicht vom Ort abhiangt. Experimentell ist 
dieser Sonderfall nur unter speziellen Bedingungen mit guter Annaherung 
tealisiert. Es wird sich aber erweisen, daB er als Grenzfall auch in 
der Theorie der Selbstumkehr in Lichtquellen mit ortsabhangiger Linien- 
form eine entscheidende Rolle spielt und da® sich die-Darstellung des _ 
allgemeinen Falles wesentlich vereinfacht, wenn die Behandlung der 
Selbstumkehr bei nichtortsabhangiger Linienform vorweggenommen 
wird. 


Fir diesen Sonderfall folgt aus (9) 
ae¥ = NN * (2). 


Infolgedessen werden — das ist das wesentliche Charakteristikum dieses 
Sonderfalles — sowohl M wie alle Momente yw,,, von der Frequenz 
unabhangig. Dariiber hinaus hat aber auch die spezielle Form der’ 
Linie keinen Einflu8 auf die GréBe von M und auf die GréBe der Momente 
-Me,- Es haben also M und die Momente jz, auch fiir Linien mit verschie- 
dener Form den gleichen Wert, sofern nur die Ergiebigkeit J () und die 
relative Verteilung der absorbierenden Zustande A* (x) gleich sind, wie 
_ das z. B. bei einem engen Multiplett im allgemeinen der Fall sein wird. 
Weitere Aussagen iiber M und My, lassen sich auch in dem hier be- 
-handelten Sonderfall nicht machen, solange wir uns auf die Diskussion 
der durch (2) gegebenen rein formalen Beziehung beschranken. 
Der relative Verlauf der Kontur wird vdollig durch die Frequenz- 
abhangigkeit der Funktion Y(t.) bestimmt. Die Frequenz Ay geht 
nur iiber t, in Y ein. Die Beziehung zwischen t,) und Ay reduziert 


sich nach (10) auf 
. %=N-f:x' (Ay). 


- Die Beziehung zwischen Y (t,) und A y wird also bestimmt durch dreierlei 
 GréBen: Die Momente, die in die Beziehung zwischen Y und Ty ein- 
: gehen, und die ihrerseits durch AJ*(x) und den relativen Verlauf der 
Ergiebigkeit bestimmt sind, die Schichtdicke /N und die Linienform. 
Wir haben deshalb die Abhangigkeit der Kontur von diesen drei Groen 
zu untersuchen. 
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Da autiee italic 4 nichts tiber die Linienfocm Sg pelos ‘ird, 
muB sich die Aussage tiber den Einflu8 der Linienform an die Beziehung os 
zwischen Y und A» auf die Feststellung beschranken, daB die F unktion 
- 1)(Av) ein einfaches Maximum besitzt und von diesem Maximalwert Tomax 
nach diesen beiden Seiten monoton auf 0 absinkt. Wir legen den Null- | 
punkt der Ay-Skala in dies Maximum. , - 
Die Momente gehen insofern in die Beziehung zwischen Y und Av 
ein, als sie im Y-Diagramm die spezielle Y-Kurve bestimmen, die dem 
Zusammenhang zwischen Y und t, auf dem Beobachtungsstrahl ent- 
spricht. Es ist durch das Charakteristikum dieses Sonderfalles — die — 
Frequenzunabhangigkeit der Momente — bedingt, daB dieser Zusam- 
menhang fiir alle Frequenzen A y durch die gleiche Kurve Y (tT) wieder- 
gegeben wird. 
Fiir jede Schichtdicke fN ist durch 


tT =t:N-x' (Ar) — 


auf der t)-Skala des Y-Diagramms eine 4 7-Skala festgelegt, die bei — 
T = Omit Ady =— ow beginnt, fiir dv = 0 die maximale Schichtdicke 
im Linienzentrum 


Te 72 10) a 
erreicht und riickwartslaufend fiir 4 v = + oo wieder bei t, = 0 endet. — 
Ist die Linienform asymmetrisch, so sind dem gleichen 7)-Wert auf Hin- 
und Riickweg verschiedene A y-Werte zugeordnet. Wird/- N um einen — 
beliebigen Faktor geéindert, so andern sich auch alle t,-Werte, die einem — 
bestimmten. 4 »-Wert zugeordnet sind, um den gleichen Faktor, d. h.: 
Der A y-MaBstab auf der ty:Achse wird um diesen Faktor linear verzerrt. — 
Lassen wir also die Schichtdicke /N alle Werte von 0 bis oo durchlaufen, 
so durchlaufen die Strahldichten in der Kontur auf jedem einzelnen A 
nacheinander alle Werte J, -M-Y(t 9), die den Werten der Y(t)- | 
Kurve im Bereich 0< ty< © entsprechen. Das heiBt aber: Mit | 
wachsender Schichtdicke /N_ wachsen die Strahldichten der Kontur | 


fiir jedes einzelne Ay bis zu einem fiir alle Frequenzen gleichen Maxi- 
malwert 


I,x=J,,,.*M Yoax a 


sinken nach Durchlaufen des Maximums wieder ab und nahern sich fiir” 
sehr groBe Schichtdicken dem Grenzwert 


' 
a | 


Lyenin = J, ‘M- 7 ~\e 3) ta J(- $) . 4 


Diese Wertefolge der Strahldichten, die der Wertefolge der Y-Kurve 
entsprechend auf jeder Frequenz A» mit wachsendem {N durchlaufen | 


a 
_ wird aber’ au Pla essttene nen Geanutasst A y nicht gleich- tees 
fet Abrthlanfea: Es _,,fiihrt’ die Frequenz Ay = 0, alle anderen 
‘requenzen folgen mit einer Phasenverschiebung, die durch die Struk- 
tur des Av-MaBstabes auf der ty-Achse, also durch x ‘(Ad y) bestimmt 
S| t, jedenfalls aber nach Annahme 4 um so gréBer wird, je gréBer | A y| ist. 


Auf Grund dieser Darstellung li8t sich ein sehr anschauliches Bild 
von dem Zusammenhang zwischen Kontur und Schichtdicke entwickeln. 
Fir kleine fN hat die Kontur ein einfaches Maximum bei Ay = 0 
und ‘fallt auf beiden Seiten monoton ab, Die Strahldichten wachsen 


> ee 8 K 
a | zo 
as 7) ov me Has 2 
is ean _—e 
ate Abb, 3. Abhangigkeit der Kontur von der Schichtdicke, Dispersionsverteilung 
(vy = ganze Halbwertsbreite in »). Schichtdicke gemessen in Tomax (Tomax = 1, 2,4, 8 und 16). 


ir alle Ay mit wachsendem .: N. Dieses Bild zeigt die Kontur aber 
4 bis zu der Schichtdicke, fiir die die Strahldichte der Frequenz 
vy =0O den Grenzwert 


Ix =, MY 


s 


cep ‘ 
erreicht hat. Das ist der Fall, wenn 
- »... 


‘ } La ERY 
ag iscng x’ (0) * 


wieder ab, wahrend die Strahldichten auf den benachbarten Frequenzen 
weiter bis zu dem gleichen Grenzwert J, steigen. Es bildet sich also 
im Zentrum der Kontur das fiir die Selbstumkehr so charakteristische 
Minimum aus. Bei weiterem Anwachsen der Schichtdicke riicken die 
Kuppen mit konstanter Kuppenstrahldichte J,, immer weiter aus- 
einander. Es wachsen nur noch die Strahldichten auBerhalb der Kuppen 
wahrend sie sich innerhalb der Kuppen asymptotisch dem unteren 
¢ renzwert cc 1) nahern. Abb.3 gibt zur Veranschaulichung des 


‘Ube ‘schreitet fN diesen Wert, so sinkt die Strahldichte im Zentrum | 
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Gesagten die fiir einen einfachen Spezialfall errechnete Entwicklung? 
der Kontur bei steigender Schichtdicke. 

Die Ergebnisse dieser Darstellung sind zunachst noch ethene an 
die Voraussetzung, daB die Linienform nicht vom Ort abhangt. Die 
Grenzen, in denen diese Darstellung im Einzelfall zulassig ist, lassen — 
sich erst im Zusammenhang mit der Behandlung des allgemeinen 
Problems (Linienform ortsabhangig) klar erkennen. Wir ‘beschranken 4 
uns deshalb hier auf einige ergianzende Bemerkungen, die ihren Sinn 
auch im Rahmen des allgemeinen Problems behalten. 


‘ 
Die Grenzen fiir die Behandlung dieses Sonderfalles sind offenbar ‘33 
mit der Forderung, da8 x’ nicht vom Ort abhangt, zu eng gezogen. — 
Auch dann, wenn sich z’ als Produkt zweier Funktionen darstellt, 
von denen die eine nur vom Ort und die andere nur von der Frequenz — ‘ 
abhangt, sind die wesentliche Merkmale des Sonderfalles gegeben: x* ist 
auch von der Frequenz unabhangig, M und die w,, ebenfalls. Nur in — ‘ 
einem Punkt andern sich die Felgerungen. Sowohl x* wie M und pig, 
sind trotz ihrer Frequenzunabhangigkeit nicht mehr unabhangig von 
der Linienform. Gerade diesen Fall werden wir als Grenzfall bei der — 
Behandlung der Selbstumkehr in Schichten mit cheese Linien- 2.3 
form wiederfinden. 3 
4 


ré 


Man kann das Verhalten der inhomogenen Schicht zum Verhalten 
einer homogenen Schicht, die als Sonderfall in unserer Darstellung 
enthalten ist, formal in Beziehung bringen, indem man x* fiir jedes x 
gegen 1 und J(x) gegen einen konstanten Wert J, konvergieren laBt. — 
Dieser Grenziibergang besteht in unserer Darstellung darin, daB alle “ 
Momente w2, gegen ihren Héchstwert konvergieren, man also von — 
Y-Kurve zu Y-Kurve stetig zur oberen Grenzkurve %G 

1 ee 


¥,(t)) =1—e7* = 7 


iibergeht, wahrend gleichzeitig M gleich 1 wird, so daB in der Grenze 
I, = Jo(1—e-*). v7 


Bei diesem Grenziibergang wandert das Maximum der durchlaufenen | 
Y-Kurven ins Unendliche. Der Maximalwert Y,,,, und der Grenzwert — 
7*(—4), dem sich die Y-Kurven im Unendlichen nahern, konvergieren _ 
beide wahrend des Grenziibergangs gegen 1. Es entspricht also die | 
Eigenschaft der inhomogenen Schicht, da® die Strahldichte auf jeder 
Frequenz bei einer bestimmten endlichen Schichtdicke ein Maximum 
durchlauft, der Eigenschaft der homogenen Schicht, daB sich die Strahl- 
dichte bei beliebig groBer Schichtdicke asymptotisch wachsend einem 
endlichen Grenzwert nahern. Es ist also die Begrenzung der Strahl- — 
dichte in den Kuppenstrahldichten J,» bei Emission aus inhomogener _ 
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Schicht das Gesanstice zur eaoineguchen Begrenzung der Strahl- 
dichte bei Emission aus beliebig wachsender homogener Schichtdicke. 
‘ahrend aber bei der homogenen Schicht der Grenzwert der Strahldichte 


el 


fach gleich der konstanten Ergiebigkeit ist, ist bei der inhomogenen 
Schicht der Zusammenhang zwischen der Kuppenstrahldichte und dem 
erlauf der Ergiebigkeit ziemlich komplizierter Natur. 

Fiir jede Linie gibt es bei beliebig vorgegebener Se Ae eine 
estimmte endliche Schichtdicke 
(7 N)y = 


x" (0) 


i der in ihr Selbstumkehr auftritt. t), kann nie kleiner als 2 werden 
d x'(rt) einen bestimmten endlichen Wert, der durch die natiirliche 
Linienbreite gegeben ist, nicht iiberschreiten. Es géniigt also das 
Faktum, daB die Ergiebigkeit gegen den Rand der Lichtquelle kleiner 
wird, an sich noch nicht, um Selbstumkehr hervorzurufen. Das Auf-. 


von Fall zu Fall verschiedene Mindestschichtdicke gebunden. 

Bei der Auswertung der Konturen zur Ermittlung der Zustands- 
-groBen in der Lichtquelle spielt die GréBe hs - M eine wesentliche Rolle. 
Es ist deshalb wichtig, daB die Kuppenstrahldichte stets eine fiir manche 
Zwecke brauchbare Abschatzung von M - i= zula8t. Da namlich Y,,,, 


unter allen Umstanden zwischen 0, 736 und f, ,00 liegen muB, kann man 
Ynax durch den Mittelwert 0,87 ersetzen. Es wird dann 


f-M =41,15 +1 x. 


m 


Der Fehler, den man bei dieser Abschatzung begeht, wird unter keinen 
Umstanden grdfBer als 15% 


1. Zusatz bei der Korrektur. Es hat sich inzwischen gezeigt, daB man 
bei Lichtquellen mit drtlichem Temperaturgleichgewicht auf Grund der 
-Beziehung zwischen Kuppenstrahldichte und maximaler Ergiebigkeit 
zu einer rationellen Abschatzung der Maximaltemperatur kommen kann, 
deren Wert unter anderem darin besteht, daB keine mehr oder minder 


unsicheren Parameter eingehen. 


2. Zusatz bei der Korrektur. Der durch FuBnote auf S. 604 bezeich- 
nete Schlu8 bedarf einer naheren Erlauterung, die hier nachtraglich 
-gegeben werden soll: Aus den Eigenschaften von o(&) folgt zunachst, 
‘da8B die Funktion 
; f : * 1) 

~ f dE. fd". E. AG*(E ) 


; Zeitschrift fir Physik. Bd, 125. 40 


treten der Selbstumkehr ist vielmehr auBerdem an eine bestimmte - 
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# wes 
symmetrisch ist und i im Been 4. < Z et ¥ 5 hoch te 
ander symmetrische Nullstellen haben kann. Da a (é) in) ae Asie n 
—4$<&<& und f<t< +4 sicher positiv ist, so ist o(é) i 
ganzen Bereich —}<£< +4 positiv, wenn o(0)>0. Das aber 
1aBt sich leicht zeigen: Zundchst findet man durch Wistar aera Da 


Integration, dab 


o(e) mats fagteyae —2e f ae fageryaee 


a 


3 Bi dé bs dé": i “agng’)at, 
a (é) ees dé’ oe Aj* (§') dé =46 f ag’ g ag" ‘he seb A At 


$5 i aes dé" cy ag 5 arena 
Aus ten vorausgesetzten Eigenschaften der Funktion at (&) folgt, | di aB 
_ die mehrfachen Integrale héchstens eine Nullstelle im Bereich —} < ve 0 
haben kénnen. Aus der Formel fiir g(&) ergibt sich aber wegen 9 (0) = 
daB das dreifache Integral iiber 47*(&) fiir § = 0 verschwindet, som rit 
also im ganzen Bereich —}<&<0 positiv ist. Es muB also das vier- 
fache Integral iiber ac () fiir § = 0 positiv werden. Dann ist aber 
auch o(0) > 0. ' z ; 


Hannover, ES Cita Institut der Technischen Hochschule. © ; 


Elektronentheoretische Untersuchung 
‘ des Massenspektrums der Elementarteilchen * 


Von 
Fritz Bopp, Miinchen. 
(Institut fiir Theoretische Physik der Universitat.) 
Mit 5 Textabbildungen. ~ 
(Eingegangen am 27. Dezember 1947.) 


» 


Auf der Grundlage der Mrz-Bornschen Theorie des Elektrons in linearer Form 

wird der Zusammenhang zwischen der Struktur der Elementarteilchen und dem 

_ beobachteten Massenspektrum untersucht. Unter Beriicksichtigung der Emmis- 

4 sions-Reabsorptionsprozesse wird die Wellengleichung der Feldmechanik abgeleitet 
und diskutiert. Ausstrahlungseffekte bleiben unberiicksichtigt. 


_ Die Entdeckung von Mesonen verschiedener Masse ist fiir die gegen- 
_ wartige Theorie der Elementarteilchen beunruhigend, weil diese in ihr — 
als Individuen erscheinen, jedes mit eigener Wellengleichung, die fast 
in monadenhafter Abgeschlossenheit nebeneinander leben. Die tat- 

sachlich zu beobachtenden Umwandlungsprozesse kénnen nur durch 
_ Wechselwirkungsglieder beschrieben werden, die in jedem Fall ad hoc 
_ eingefiihrt werden miissen. Zu einer befriedigenden Theorie wird man 
erst gelangen, wenn man die méglichen Prozesse aus wenigen, einheit- 
lichen Gesichtspunkten verstehen lernt, wenn die stabilen und instabilen 
-Elementarteilchen als Glieder einer groBen Familie (HEISENBERG), als 
Anregungszustande eines einzigen fundamentalen Gebildes oder weniger 
solcher erkannt werden. 

Im folgenden wird gezeigt, daB eine konsequente, weitgehend hypo- 
thesenfreie Fortfiihrung der klassischen Theorie des Elektrons not- 
_wendig zu einem Gebilde fiihrt, dessen Quantenzustande Teilchen 

_ verschiedener Masse und verschiedenen Spins darstellen. Das Massen- 
und Spinspektrum ist dabei eine Funktion der Struktur des Elementar- 
Z teilchens, so daB man diese aus dem Spektrum der beobachteten Teilchen 

_ bestimmen kann. Nicht die Struktur fiir sich, sondern die phanomeno- 
> _ logische Frage nach dem Verhiltnis von Struktur und Massenspektrum 
ist Gegenstand der folgenden Untersuchung. 


¢ * Die folgende Untersuchung ist eine Fortsetzung der Arbeit ,, Quantentheorie 
er Feldmechanik“‘, Z. Naturforsch. 1, 196 (1946). Fiir eine Besprechung im No- 

ee 1945 und die Erméglichung der Weiterarbeit in schwieriger Zeit habe ich 
Jerr L. pE BRoGLIE verbindlichst zu danken. 
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Den Aerial der Diskussion bildet die Mir-Borsche! Theses 
des Elektrons. Es gelten die MAxwE.ischen Gleichungen in ieee cube 


stanziellen Medien her bekannten nota % is 
tea Ne Am , es + é 
rot H—~ Dre) div = 420; 
rot E+ — B=0, div B =0; 


die wir mit den Bezeichnungen 


(¢ ©, B) = (far --- fos ---); (§D, $) = (Au -.-Ks--.); 
(2,42 0) = (8,2. 78g) 


7 > 
; t 
in Minkowskischer Darstellung folgendermafen zusammenfassen kén- — 
>; 
nen: 


éFyg 4a etka ‘ 
Oxg _ ee? exp = 0. (1) ° 
: : “4 
Darin ist f¥, der duale Tensor  —— 
+4, falls (a, B, 0, 6) gerade Perm. v. (4, 2,3, og - 
= Expocles> €af00— 4 —1, falls («,B, 0,0) unger. Perm. v. (1, 2,3, 4) ist 


0, falls nicht alle «, f, 0, @ verschieden. 


Die Struktureigenschaften der Elementarladung sind in dem Zu- 
sammenhang zwischen dem Erregungstensor F,, und dem Feldtensor fap. 
enthalten. Mre bestimmt diesen aus einer der rtahedee angupassenden rs 
Funktion der aus dem Feldtensor /,, und dem Viererpotential A, zu 
bildenden Grundinvarianten. Born la8t die Mresche Funktion “aus” 4 
Griinden der Eichinvarianz, deren Bedeutung zur Zeit der Migschen 
Arbeit noch nicht bekannt war, nur vom Feldtensor allein abhangen 
und setzt daher ; 7 


eel B : 
fae dak aa! ap» faples) Slap ‘ (2) ~ 
Fiir diese Paktion macht er einen hier nicht interessierenden, nicht-— } 
linearen Ansatz. } 


HEISENBERG mit EULER® und SERBER® und UEHLING® haben Gotu a 
daB die von Mre und Born postulierte Polarisierbarkeit des Vakuums — 
als virtuelle Paarerzeugung verstandlich wird. Man mu8 danach den — 


1 Mre, G.: Ann. Phys., Lpz. (4) 37, 511 (1912). — Born, M.: Peer roy. Soo, 
Lond, (A) 143, 410 (1933/34). 

* HEISENBERG, W. u. H. Eucer: Z. Phys. 98, 714 (1936). 

* SERBER, R.: Phys. Rev. 48, 49 (1935). 

4 Urutine, E, A.: Phys. Rev. 48, 55 (1935). 
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_ Zusammenhang zwischen dem Feldtensor— hes und dem Erregungs- 
_ tensor F,, berechnen kénnen. In gewisser Naherung geben HEISENBERG 
_-und Eurer eine Beziehung an, die einer Entwicklung der Funktion 
I nach wachsenden Potenzen von /, g entspricht. SERBER und UEHLING 
_kommen in anderer Naherung zu Ausdriicken von der Form 


Fa (*) = f e(x—x') fag (x') ax’. (3) 


Darin bedeuten x und x’ Viererkoordinaten und dx’ ein Volumen- 
_ element im MinkKowski-Raum. Man kann diese Beziehung zu einer 
- zu Gl. (2) analogen Weise darstellen, wenn man von den Volumen- 
integralen tiber Ly ausgeht und die partiellen Ableitungen durch Varia- 
tionsableitungen ersetzt. Nach Gl. (3) ist 


Ofas : 

Die Ausdriicke sind Lorentz-Invariant, wenn sich «¢ (x) ‘bei einer 
_ Lorentz-Transformation nicht andert. Danach wird die Paartheorie 
bei strenger Behandlung zu Ausdriicken fiihren, die die Eigenschaften 
der Gl. (2) und (4) verkniipft. Solche Ansatze sind gelegentlich von 
HEISENBERG! diskutiert worden. : 

Die Berechnung von L, setzt die genaue Kenntnis der Paartheorie 
voraus. Man mu8 auch den Beitrag beriicksichtigen, der von den 
Mesonen und von andern, heute vielleicht noch unbekannten instabilen 


Teilchen merklich zur Polarisierbarkeit beitragen. AuBerdem ist selbst 
die Berechnung des Anteils der Elektronenpaare problematisch. Es 
erscheint darum sinnvoll, daB wir nicht von speziellen Ansatzen fiir Ly 
ausgehen, sondern méglichst allgemeine wahlen, die wir durch Ver- 
gleichung der Folgen mit der Erfahrung naher zu bestimmen suchen. 
Wir beschranken uns dabei auf die Untersuchung des linearen Zusam- 
menhangs in Gl. (3). Es wird sich zeigen, daB diese Annahme mindestens 
in der nachfolgenden Naherung keine. merkliche Einschrankung der 
Variabilitat mit sich bringt. Auer den Annahmen, dab die MIE- 
Bornsche Theorie gilt und der Zusammenhang zwischen Feld- und 
Erregungstensor linear ist, werden keine weiteren Hypothesen gemacht. 
Die Struktur der Elementarteilchen ist allein in dem Ansatz der dielek- 
‘trischen Funktion ¢(x) enthalten, die wegen der Lorentz-Invarianz 
nur von dem Argument o = “ \ — (x,—%,)? abhangen darf. Die phano- 
_ menologische Aufgabe lautet: Bestimmung der dielektrischen Struktur- 
- funktion ¢(x)aus dem beobachteten Spektrum der Massen- und Spin- 
- werte der Elementarteilchen. 


1 HEISENBERG, W.: Z. Naturforsch. 1, H. 11/12 (1946). 


Untersuchung des Massenspektrums. G17 as 


Ly=+ftap(a)elx—x')fap(x')dxdx', Regatta) 


Elementarteilchen herriihrt. Es ist nicht ausgeschlossen, da solche ' 
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i Die Lésungen det Petdpleicininwed uy fir Sige gege St om ver- 
P le teilung, z. B. fiir eine beliebig bewegte Punktladung und die . Auf- 


stellung ihrer Bewegungsgleichung kann kurz abgehandelt werden. Die 
allgemeinen Ziige der Rechnung sind aus der LoreNnTzschen Theorie 
des Elektrons gelaufig und spezielle Fragen bereits in fritheren Arbeiten 
- diskutiert!. Fiir das retardierte Vektorpotential erhalt man folgende 
Gleichung : ; va 
: 2 / , yA 
A, (x) = % [ e(x—*)s, (wax 
Darin ist g(x—-’) die GreENnsche Funktion im Ry. Es ist 
; g(c), falls x’ in der Vergangenheit, 6) 
Ge ae 0, falls x’ in der Zukunft von x hegt. s 


Die genaue Form von g(a) folgt aus der dielektrischen Shih Fas ¥ 

Seien ‘ By 
&(k) = f-e(x) ee dx “38 

die FouRIER-Komponenten von ee so ist ae 


= ae wr i 


Die Integration erfolgt iiber einen Weg (in der w-Ebene), der alle Sin- 
gularitéten unter sich liegen 1aBt. [Im Falle des CouLomB-Feldes ist 
nach Dirac? g(c) = 6(—o?).] Liegen die Singularitaten iiber dem — 
Integrationsweg, so erhalt man die GREENsche Funktion g* fiir dies 
avancierte Lésung, die zwar keine selbstandige physikalische Bedeutung 
hat, die aber fiir manche Diskussionen bequem ist. 

Im allgemeinen wird die Bewegung einer Singularitéat auf vor-_ 
geschriebener Bahn nur méglich sein bei Energiezufuhr oder -abfuhr, 
also nur wenn man die Singularitét mit feldfremden Kraften fiihrt. — 
Aus dem Energiesatz Ate 

OTxp 1 

Bag giants 
folgt, da® die Fithrungskrafte verschwinden, wenn die raumlichen — 
Volumenintegrale iiber die rechten Seiten der letzteren Gleichungen — 
in der Umgebung jedes Teilchens verschwinden, d. h. wenn die mittlere 
LoreNtTz-Kraft am Ort der Teilchen Null ist. Diese kann man in einer 
linearen Theorie in die vom Feld der tibrigen Teilchen herriihrende 
AuBenkraft A, und in die vom eigenen Feld herkommende Eigenkraft K ' 
zerlegen. K, ist die gewohnliche Lorentz-Kraft. K, zerfallt aberma 
in zwei wesentlich verschiedene Bestandteile: die Tragheitskraft K, 


* Bopp, F.: Z, Naturforsch. 1, 53, 196, 237 (1946). Zit. als A, B u. C. 
* Dirac, P. A. M.: Proc. roy. Soc., Lond. (A) 167, 148 (1938). 
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D: e Gesamtkraft ist natiirlich von den avancierten Grében ehaphunsty, ) 
Das Wirkungsintegral fiir die Bewegungsgleichung ohne Strahlungskraft — 
eitet sich aus K, ab. Es lautet nach Born: ) 


4 ? ‘ Wy; 
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Daraus folgt mit Ricksicht auf die Potentiale in Gl. (5). . ke 


S= 5 fugls) als’) g(o) dsds’—£ [uz Agas, 


wenn wir mit A, das Viererpotential des duBeren ities ‘am Orte. 
x= a x(s) bezeichnen und o = ~\- ({x,,(S) —x,(s‘})? setzen. Als. La-" ! 


¢ :RANGE-Funktion erhalt man daraus (wegen S = =f Ads) 
fA ns = u,,(S) u,,(s — T) g()dt— “ug Ay Tae 
| ee . (7) een)" *y 


ie nS. tht oT YW) —z6—a):. 


Diesen Ausdruck entwickeln wir nach dem Retardierungsparameter t. 
Das erste Entwicklungsglied ist gelaufig. Es fihrt in bekannter Weise 
umn -Tragheitsglied der gewodhnlichen relativistischen Dynamik. Der 
nachste Schritt liefert eine Gleichung, die wir in C untersucht haben 
ur ind in der einige wesentliche der folgenden Ergebnisse vorweggenommen 
sind. In gewisser Naherung sollen im folgenden alle Entwicklungs- 
glieder beriicksichtigt werden. Die ersten Glieder der Entwicklung 
lauten: — } 
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‘Darin bedeuten die Konstanten k, folgende Integrale: af 
kh, = felt) dr. ; 


‘Sie sind also durch die GrEENsche Funktion und damit durch die dielek- 
; = ische Strukturfunktion bestimmt. Umgekehrt folgen diese Funktionen 
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pa ‘aus dem vollstandigen Satz der Konstanten; denn my ne a 
- p y= 
—fg(t)e-** dt ist die LapLace-Transformierte von g(t). Die LAGRANGE- 
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t,,) = b, 0 
| (t.) = Fs (6,0) 
usw., so daB aus 
p =v (—sinwt, coset, 0); v = — vo (cosm?, sinwt, 0); 
) = — vw? (— sinwt, cosmt, 0) ee i 
usw. . 
2 vet a 
uw Seely “,)=-——_ usw. > 
( x) ) yi-B&® ( x) yi— Bp _ 
folgt. Das Verhaltnis Ss 
ihe 1p ¢ 
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-die LAGRANGE-Funktion folgende Gestalt an: 


620 yo We as sy oe, as is ro a ee 


Funktion enthalt Pisrdinee nur jede zweite aiesee ia lec 

mit ungeradem Index bestimmen die vernachlassigte Strabiungskcal 
Die Bedeutung der letzten Vernachlassigung wird spater erortert. 

Der fiir die weitere Sees entscheidende Naherungsschritt 

besteht darin, daB wir i gegen (#3)? vernachlassigen und ahnlich mit 
den héheren Ableitungen verfahren. Betrachten wir eine Kreisbah 3 
vom Radius a, die mit konstanter Geschwindigkeit v durchlaufen werde, 
so ist (wenn Punkte iiber » Ableitung nach ¢ bedeuten): 2 


Owe 


- 


(He) = ae (Orie), he) =e fb, 0): 


wird also fiir der Lichtgeschwindigkeit benachbarte Geschwindigkeiten 
klein. Es wird sich zeigen, daB gerade dieser Grenzfall wichtig ist. 
Wenn in jedem Retardierungsglied der Entwicklung in Gl. (8) in der _ 
angegebenen Niaherung nur der héchste Term beibehalten wird, nimmt 


‘ 
he 


A=—mci(Q)—£ Agu, Q= Hat. OO) 


Die Faktoren sind so gewahlt, daB die Funktion / und ihr Argument QO 
dimensionslos werden. Dabei treten zwei Dimensionskonstanten auf,_ 
eine Masse und eine Lange, tiber deren zahlenmaBige GréBe erst spater 
verfiigt wird, 


An diesen Ausdruck schlieBen sich zwei Bemerkungen an. Ersten 
kann man stets eine dielektrische Strukturfunktion angeben, die an 
einer willkiirlich vorgegebenen Funktion /(Q) fiithrt, so daB auch jeder 
Ansatz von /(Q) mit einer Strukturaussage der linearen Theorie. aqui- 
valent ist. Denn man kann /(Q) nach Potenzen des Arguments ent-— 
wickeln und aus den Entwicklungskoeffizienten die Konstanten ho, kg... 
in Anlehnung an Gl, (8) bestimmen. Natiirlich gewinnt man keine 
Aussagen iiber 4, kg... fiir die Strahlungskraft. Man kann danach 
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i fragen, was sich an ecat Eiwabnie indert: wenn man zu einer nicht- 
inearen Feldtheorie itbergeht. Nach Gl. (8) stehen die Faktoren oe 
-Glieder, die zur gleichen Retardierungsordnung gehéren, — z. B. ii? 


: fob 
und —, a (w2)2, — in einem bestimmten, von der Strukturfunktion unab- 


“hangigen Zahlenverhaltnis. Eine nichtlineare Theorie kénnte an dieser 
Stelle von grBerer Variabilitat sein, ohne daB sich dies auf die Naherung 
in Gl. (9) auswirken wiirde. Soweit ist also der Einflu8 nichtlinearer 
Glieder ohne Bedeutung fiir das Massenspektrum der Elementar- 

_teilchen. Schwerer ist es abzuschatzen, was es bedeutet, daB eine’ nicht- 
lineare Theorie keine scharfe Grenze zwischen Eigen- und AuBenfeld 
hat. Die Trennung sollte méglich sein, solange man iiberhaupt von 
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es Massenspekcrums, 


einem Einzelteilchen reden kann, also wahrscheinlich beziiglich seiner x 


Masse. i 


Die zweite Bemerkung betrifft das H6ntsche Pol-Dipol-Teilchen. Die 
_aus der LAcGRANGE-Funktion (9) folgenden Bewegungsgleichungen 


Fe {mf —4 OF (Q)] m+ 272" FF (Q) H,]} = 
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$ in denen K “ die Lorentz-Kraft bedeutet, haben gerade die von Hénr2 
und PAPAPETROU diskutierte Gestalt: 


| aoe ; a . = oy st 
f rr = K, mit py = mu, + 20 (u) u, —c* 7 (n t,) 
nd dm 1 re 

und Fyne yey A): 
- wenn man 

= ass Bitte Py 
si m=mof(Q), n=—2""" 7(Q) 


-setzt. Sie folgen aus der Vorstellung, daB der Masse eines Teilchens 
ein Massendipol iiberlagert sei. Das Dipolmoment (Dimension g cm) 
ist durch den Vektor 
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- gegeben. Es bewirkt, daB der Massenmittelpunkt des Teilchens von 
seinem Ort verschieden ist, und ftihrt zu einer von der Makrobewegung 
zu unterscheidenden Zitterbewegung des Teilchens um seinen Massen- 
pemittelpunkt, die der der Diracschen Wellengleichung entspricht und 
von der GréBenordnung der Lichtgeschwindigkeit ist. Hierdurch wird 
die Beschrankung auf die Naherung in Gl. (9) gerechtfertigt. 
Der Ubergang zur Quantenmechanik setzt die kanonische Darstellung 
der Bewegungsgleichungen voraus und diese die LAGRANGE-Funktion 


1 HOni, H. u. A. Papapetrou: Z. Phys. 112, 512 (1939). 


‘mit der Zeit t cate nicht ‘die mit det Ligenze Paramete : 
fAds=fL dt folgt, da nach raumzeitlicher Aufspaltung der er- 
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O~ ayia {i ae = (=a | 
ist. Wir haben also eine LANGRANGE-Funktion von der Form L =_ 
L(t, t, ¢). Daraus folgen HAmittonsche Gleichungen fiir zwei System Bs 
kanonisch konjugierter Variabler: (r, p) als Ort und Makroimpuls und 
(v, 8) als Geschwindigkeit und Moment des Massendipols. Mit | 
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erhalt man die HAmILTON-Funktion aus 
H=vp+b3—L=H(t, p; », §) 

nach Elimination von » mittels der Definitionsgleichung fiir 3. 

unserem speziellen Fall ist 

2mP f'(Q) f. , 1 (vd) 

ne eC yi-F*y 
sige Pe Pee a 
0 Se Fey Pe Y- 


Die Berechnung von 0 nach beiden Gleichungen fiihrt zu der Identi it 


40/(Q2=R= SE | — 4 (v9)4], 


aus der man (Q als Funktion von R ableiten kann, so daB die Elimination Es 
von v vollends méglich wird. Es ergibt sich “" 


H =—ep+(v.p+ <u) ~ ah Eg o/s 


mit F(R) = /(Q)—207'(Q). : 
In den Bewegungsgleichungen der Feldmechanik mu man also — 
zwischen der Geschwindigkeit » und dem Impuls p unterscheiden. Im _ 
kraftefreien Fall ist p = const, keineswegs aber v. Das makrophysi- 7 
kalisch gleichformig bewegte Teilchen macht noch seine Zitterbewegung — 
um den exzentrisch liegenden Massenmittelpunkt. Besonders lehrreich | 
ist der Drehimpulssatz. Wenn & = 0 ist und » = ¢(r), lautet dieser 


(tX p) + (vx 8) = const. ee 


Zu dem Moment der Bahnbewegung (rx p) kommt noch ein von der _ 
Zitterbewegung herriihrendes Moment (v x 8) hinzu, das man nach base 


5 = — 


(12) 


am fetes cariepraticar ia re ee, sich fiir einen geradlinig 
; ten Massendipol ebenso wie das magnetische Moment eines be- 
wegten elektrischen Dipols. Feldtheoretisch kann man sich die Ursache 


verteilungen herkommt. Zwischen den einzelnen Ladungselementen 
gibt es eine wechselseitige Zustreuung, die ein standiges Fluktuieren 
der Energie zur Folge hat und dafiir sorgt, da8 der geometrische Mittel- 
punkt mit dem energetischen nicht zusammenfallt. Bei punktformigen — 
Teilchen treten an die Stelle der Zustreuung die Emmissions-Reabsorp- 
tionsprozesse. Fir die Beurteilung der nachher durchzufiihrenden | 
‘Quantelung ist es wichtig zu beachten, daB diese Vorgange in der vor- 


bleibt auBer Betracht. Sie diirfte ohne EinfluB auf die Masse sein. 


Reabsorptionsprozessen her. 
Es ist zweckmaBig vor dem Ubergang zur Quantenmechanik zur 
Viererschreibweise zuriickzukehren. Dahin fiihrt eine kanonische Trans- 


nétig die in Gl. (12) nicht vorkommenden iiberzahligen Variabeln v, 
und sy einzufithren, weil wir nach der Transformation mehr Kompo- 
menten haben. Sie erscheinen nachher als Konstante der Bewegung. 
‘Die kanonische Transformation sei gema4B 


dy +s,dv,+u,dt, =dD (dv, v9; t,) 


durch die erzeugende Funktion 
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P= (vt+1et,) 


wn) 
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definiert. Die Umrechnung auf die neuen Variabeln ergibt: 
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R=— > za mit Mae ei - (13) 
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und Gl. (12) lautet, wenn wir (p,) =(p, a und (A,) = (, ¢g) setzen: 


4 , = (tgs Pat Aa) + mo WFR) = 0. (14) 


 : 

-Entsprechend den iiberzahligen Koordinaten sind “3 und u, ¢, konstant. 

Letzteres ergibt sich erst mit Riicksicht auf K = 0; “denn es ist 
au t,)/ds = —K. Wir setzen speziell 


a 

— ue=—C, Ugly =0. (15) 
- 5 

ae ie Bedeutung des letzten Ansatzes folgt erst aus der Wellengleichung. 


es Fs ok ke ha } fa } a - ea 


wa Zitterbewegung vorstellen, wenn man von ausgedehnten Ladungs- — 


liegenden Rechnung mit erfaBt sind. Nur die tatsichliche Ausstrahlung | 


Denn auch nach der Quantentheorie der Wellenfelder riithren die (dort — 
divergenten) Korrekturglieder der Selbstenergie nur von Emissions- oY 


formation, die die Variabeln (v, vp; 8, So) durch (u,,f,) ersetzt. Es ist 


ey 
gu setzen. Die zweite Gl. (15) bedeutet, da8 wir nur solche Eigen 


_ Unter dieser Voraussetzung hat die Wellenfunktion die Form: mS 


oder, wenn wir die zu F reziproke Funktion G benutzen, 
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"Der formale Ubergang zur Quantenmechanik ist ohne Problematik. 
Entsprechend den beiden Satzen kanonischer Variabler haben \ 
eine von x, und uw, abhangige Wellenfunktion. Fir p, und ¢, sind die 
Operatoren ; 
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lésungen der Wellengleichung aufsuchen, fiir die — k 
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ese =0 (17) 
“ 
ist, die also nicht explizit von J abhangen. Der Ausdruck |/—uq — 
ist seinerseits mit dem Operator K vertauschbar, kann also konstant~ 
und gleich c gesetzt werden, so da® wir die Wellengleichung schlieBli 1 


in folgender Form erhalten: in 


: ‘a 
f h @ = ~e OE 
Ky={(u, 4 + £4.) + moe F(R)} p(x w) =0. (18) 
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Darin ist der Operator 


1 a é é wae 
R=——Mi;, Mag = Zaecz (We Gee — “8 Sac) (19) 
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Diese Wellengleichung werde auf den Spezialfall des kraftefreien— 
(A, = 0), makrophysikalisch ruhenden (p = 0) Teilchens angewandt?. — 


= tEt % 
y(x,u)=plue ”, 
und die Wellengleichung lautet 
E 2 
FUR) y(u) = 7S vu) 
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"i 
(20) 


Em, c? 
Ry(u) = G(——— } p (uw). 
vu) = 6 (mee) wu) 
Dies ist die Wellengleichung fiir ein ruhendes Elementarteilchen nach 
der allgemeinen linearen Theorie des Elektrons. In ihr ist die unbe 
stimmte Funktion G Ausdruck der unbekannten Struktur des Teilchens. » 


ts 


Den Operator R formen wir noch um. Nach den Gl. (15) und (17) ‘ist 
2 By f : oll 
R=— 0 © Mit ‘den Ansitzen u, =c(Siny sind cosg, Siny 


me ot Out, 
sin? sing, Siny cos d,.7 Coj y] und y = ee fiir Vierergeschwindigkeit 
? z Ph 


* Die folgenden Rechnungen wurden im April 1947 auf der Géttinger Gau- 
vereinstagung in Anlehnung an HONLs Pol-Dipol-Gleichungen vorgetragen. 
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und Wellenfunktion lautet Gl. (20): vag. la 
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Darin ist as . "aaa ‘ 
; Jes gyi hes co Sar saint ee) ex and se Py 
a hose lige sind? ed (sino on) sin? og? (21) . ae 
der mit der Wellengleichung vertauschbare Operator fiir das Quadrat ae 
des Spinmoments, der die Eigenwerte j(j-+ 1) hat; 7 bedeutet eine 
ganze Zahl. Die Dimensionskonstanten m, und J sind noch willkiirlich 6 


bestimmbar. Identifizieren wir my mit der Elektronenmasse, setzen 
wir / = f/myc und E/m,c? = e, so nimmt die Wellengleichung schlieB- 


li ich folgende Form an: 
ee) Face iG+4 
; ae VO) Wo= {14+ Sax, — GCC ype. 22) 
Die Eigenwerte ¢ dieser Gleichung, die direkt die Masse der Teilchen 
im Verhaltnis zur Elektronenmasse geben, sollen nach dem WKB- 
Verfahren abgeschatzt werden. Nach E. C. KEMBLE! erhalt man diese 


(23) 
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Abb. 1. G(x) qualitativ. Abb. 2. Drei typische Falle des wovestigiseesaiies, 
zu setzen. Wenn G(x) wiein Abb. 1 die Gerade G =1 zweimal schneidet, 
sind fiir 7 =—4 drei Falle zu unterscheiden, je nachdem E> Xp, 
3 2 >e>x, oder x, >e ist. Abb. 2 zeigt fir die drei Falle typische 
Potentialkurven. Kommen wir von groBen Werten é, so gibt es zunachst 
keinen Schnittpunkt mit der Abszisse. Das Phasenintegral in Gl. (23) 
verschwindet. Erst unterhalb x, ist J = 0 und wachst, solange die 
Kurve die Abszisse nur einmal schneidet, mit abnehmendem é standig an. 


-- 1 Kemprr, E. C.: The Fundamental ‘Principles of Quantum Mechanics, 
p. 107. London 1937. 
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_ angenommene Gestalt ist also die einfachste, mit der Erfahrung ver- 
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Eine neue Lage entsteht, wenn die Potentialkurve zweimal durch Null 
geht. Fiir sehr kleine « strebt das Phasenintegral einem endlichen Grenz- 
wert zu, der ein relatives Minimum darstellt. Denn es gilt naherungs- 


weise: J =4]/—Vonax* (V2 —7). Fiir kleine « sind y, und yp sehr groB, 


x DD pny Pie Z Sg 
so daB y=in(? +\5 —1) a In Barr a Coe ist, also y,— yy = 
In 22 ab hala ..+, Fiir 7 =—4 hat danach das Phasenintegral 

x 4 KX %Q 


als Funktion der Energie qualitativ den Verlauf der obersten Kurv € 
in Abb. 3. Fiir die eigentlich physikalischen Werte 7 = 0, $,4,28 
ergeben sich Kurven, die innerhalb_ 
der ersten liegen. Die Eigenwerte ¢ 
sind durch die Schnittpunkte der 
Kurven mit den Geraden J = 3, 
3--++ gegeben. 
Die Anzahl der Eigenwerte zu 
jedem Spinwert ist endlich. Sie ~ 
nimmt mit wachsendem Spin ab. 
2 wg %2 =< Oberhalb eines Grenzspins gibt es 
Abb. 3. Relative Lage der Phasenintegrale. keine Eigenwerte mehr. Dieses qua ive 
tative Ergebnis hangt von der in | 
Abb. 1 angenommenen Gestalt der Kurve G(x) ab. Damit das Phasen- 
integral iiberhaupt endlich ist, muB G fiir groBe x kleiner als 1 sein oder 
sich wenigstens hinreichend rasch der Eins nahern. Damit es einen 
von Null verschiedenen Wert hat, mu8B es Werte G<1 geben. Die 
G-Kurve muB also den Wert G = 1 mindestens einmal von oben er-, 
reichen. Gibe es nur einen Schnittpunkt, so wiirde das Phaseninteg al 
mit abnehmenden e¢ wegen der standig wachsenden Basis iiber all 
Grenzen steigen, so daB das Massenspektrum eine Haufungsstelle bei _ 
é = 0 hatte, was in Wirklichkeit kaum zutreffen dirfte. Die in Abb. 4_ 


tragliche. 3 
Zum SchluB wollen wir versuchen, den Verlauf der Phasenkurven 
aus den Massen bekannter Elementarteilchen abzuschatzen. Wenn w ro 
dieselbe Wellengleichung auf alle geladenen Elementarteilchen anwenden 
diirfen, was zu priifen ist, und wenn wir die Ergebnisse auch auf halb- 
zahligen Spin iibertragen, was ich in einer spateren Untersuchung zu 
rechtfertigen hoffe, so ergibt sich fiir die Phasenkurven 7 = 0 und 
j = 4 das in Abb. 4 gezeichnete Bild. Im einzelnen kann sich der. 
Kurvenverlauf mit wachsender Erfahrung noch betrachtlich andern. 
Fiir das Diagramm in Abb. 4 ist die Annahme wesentlich, daB es neben 
* Inzwischen konnten die Drracsche und KemMMeErsche Wellengleichung und | 


andere fiir Teilchen mit héherem Spin abgeleitet werden [Z. Naturforsch. 3a, Som- 
MERFELD-Heft (1948)]. 2 
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Ae und Prc oton ein Meee! aes Spin 4 vit Ae daB 
a on mit dem Spin 0 eine kleinere Masse hat. Die Termfolge 
veist sich als ein wichtiges Kriterium fiir den qualitativen Kurven- 
auf, Nach Abb. 4 miiBte es noch zwei Mesonen mit dem Spin 0 ‘< 
it geben im Massenbereich 700—900, von denen das schwerere : 
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| Abb. 5. Hypothetischer Verlauf der Phasenkurven (zweiter Ansatz, zu einer minimalen Anzahl 

hypothetischer Teilchen fiibrend). 


‘eilchen den Spin 0 hatte. Man kénnte in Abanderung der Abb. 4 | 
a uten, daB das schwerere der beiden PoweEtschen Mesonen ebenfalls 
Spin 0 hat, also dem Riickkehrpunkt der Kurve 7 = 0 entspricht. 
1 diesem Fall gabe es wahrscheinlich tiberhaupt kein Meson mit dem 
in 4 (Abb. 5). Nach beiden Auffassungen ist mit Protonennachbarn 
rechnen. Unter ihnen kénnte sich das Stratospharenmeson be- 
den mit dem Spin 1 und hoher Massenzahl. Ihm miiBte, wenn es 


Es kann sein, daB heute erst ein Teil aller vorkommenden Elementar- 
Ichen identifiziert ist. Wenn man annimmt, daB man bereits die 
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. der Emission von Lichtquanten und Neutrinos vorkommen. Licht- — 
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nicisten Teilolien kennt, ist inre Einordnung gemaB Abb. 5 besonders 
interessant, weil dabei die geringste Zahl hypothetischer Teilchen vor- — 
kommt. Ob die Teilchen ¢ = 30 und 900 mit dem Spinj = 1 existieren ; 
oder nicht oder ob sie mehr um einen mittleren Wert zusammenriicken, — 
hangt davon ab, ob die extrapolierte Kurve 7 = 1 in Wirklichkeit etwas | 
hoher oder tiefer liegt. Unvermeidlich als Folge unserer Rechnung und — 
im eigentlichen Sinne hypothetisch ist das Teilchen 7 = 0 oberhalb des _ 
Protons. Wenn es existiert, wird man es nicht leicht vom Proton one 
scheiden kénnen. Seine Existenz ist ein Kriterium fiir die Reichweite — 
der behandelten Naherung. Denn die Teilchen groBer Masse liegen im 
Gebiet kleiner Zittergeschwindigkeit, in dem der Einflu8 der in der — 
Bewegungsgleichungen vernachlassigten hoheren Zeitableitungen Schwa 
abzuschatzen ist. 

Eine weitere fiir die Beurteilung der Ergebnisse wichtige Frage ist 
die nach der Stabilitat, insbesondere der des Protons. Uberginge - 
zwischen den einzelnen Elementarteilchen kénnen in Verbindung mit 


quantenausstrahlung ist an ganzzahlige Spinanderungen gebunden. Sie * 
ist also, wenn wir an Abb. 5 ankniipfen, zwischen den Teilchen auf — 
jeder Kurve und zwischen den Teilchen 7 = 0 und7 = 1 méglich. Eine’ 
genaue Antwort ist von einer die Strahlungskraft beriicksichtigenden 
Strahlungstheorie zu erwarten. Doch ist die Stabilitat des Protons 
gegen y-Umwandlung, wenn man atomare Vorstellungen iibertragen _ 
darf, nicht unwahrscheinlich. Denn bei dem extremen Massenunter- Ki 
schied kénnen die Oszillationsbereiche (7,, yg) der beiden Wellenfunk-— 
tionen (vgl. Abb. 2) sehr weit voneinander getrennt sein, so daB alle | 
Ubergangsmatrizen verschwinden. 

Beziiglich der Neutrinoemmission steht man vor folgendem Problem. 
Obwohl das Massenverhaltnis des gewShnlichen Mesons zum Elektron 

= 200 betrachtlich ist, beobachtet man eine recht kleine Lebensdauer. 
Demgegentiber weist die Stabilitat des Protons darauf hin, daB ein 
Ubergang in « = 900 oder 300 unter Neutrinoemmission trotz mabig 
groBem Massenverhaltnis extrem unwahrscheinlich sein muB. Eine 
Antwort auf die Frage nach der Neutrinostabilitét des Protons kann 
hier um so weniger gegebenen werden, als bisher halbzahlige Spinwerte- 
nur in sehr vorlaufiger Weise diskutiert werden konnten. Solange diese | 
Frage offen ist, kann man kaum endgiiltig entscheiden, ob das Proton 
zu dem gleichen Fundamentalgebilde gehért oder eine selbstindige 
Einheit darstellt. 

Es ist mir eine besondere Freude, diese Arbeit in dankbarer Er- 
innerung an meine Tatigkeit im Breslauer Kreis 1935—1944 Herrn 
Prof. Dr. CLEMENS SCHAEFER mit herzlichen Gliickwiinschen zu sein 
siebzigsten Geburtstag zueignen zu kénnen. } 


Warmeiibergang in Gasen 
zwischen koaxialen Zylindern~*. 
Von 
ERMANN SENFTLEREN und HErNz GLapiscH, Marl, Kr. Recklinghausen. 
Mit 13 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 5. Dezember 1947.) 


Im Verlauf von Untersuchungen iiber die Einwirkung elektrischer Felder auf den 


verhaltnisse zwischen zwei koaxialen Zylindern (Radien: R und r) naher-zu unter- 
suchen. Durch Schematisierung der Vorgange gelingt es fiir den Fall R>> 7 und 
fiir kleine Werte der GrasHorschen Zahl bei freier Strémung die NussEttsche 
Warmeiibergangsfunktion zu ermitteln und iiber Lage und Temperatur der Stré- 
ung quantitative Angaben zu machen”. — Uber eine sich hieraus ergebende 
Methode zur Messung von Zahigkeit, Warmeleitung und spezifischer Warme wird 
in der anschlieBenden Arbeit berichtet. 


Die Probleme des Warmeiibergangs in Fliissigkeiten und Gasen bei 
freier Str6mung sind vor allem wegen ihrer groBen Bedeutung fiir die 
Technik Gegenstand zahlreicher experimenteller und theoretischer Unter- 
suchungen gewesen*. Die Behandlung dieser Fragen ist recht kompli- 
ziert, weil durch die Temperaturdifferenzen in den Gasen Str6mungen 
auftreten und der Warmeiibergang also eine durch Warmeleitung und 
-konvektion bedingte verwickelte Erscheinung ist. Zu den-rein mathe- 
matischen Schwierigkeiten tritt die groBe Zahl von GréBen, welche auf 
den Warmetransport Einilu8 haben (Warmeleitfahigkeit 7, Zahigkeit 7, 
Dichte 0, spezifische Warme c, des Gases, die Temperaturdifferenz 0 
zwischen dem erhitzten Kérper und der Umgebung sowie die geometri- 
-schen GréBen, welche die Form der Kérper bestimmen, zwischen denen 
der Warmeiibergang erfolgt)#. — Den Mechanismus des Warmciiber- 
gangs kann man in der Weise darstellen, da die Warmeenergie von 
der heiSen Wand zunichst durch Warmeleitung in der ,,Grenzschicht", 


* Prof. CL. SCHAEFER zum 70. Geburtstag gewidmet. 

1 SENFTLEBEN, HERMANN u. HerNnz GiapiscH: Naturw. 34, 187 (1947). 

2 Orientierende Vorversuche wurden durchgefiihrt von Dipl.-Phys. E. Bivr- 
‘MANN. 

8 Vgl. z.B. GricGEeR-ScHEELs Handbuch der Physik, Bd. XI, °S: 132. — 
--Wren-Harms: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 1X/1, S. 268. — EuckEn- 
Jaxop: Der Chemie-Ingenieur, Bd. I/1, S. 230. 

4 Ein Teil dieser GréBen ist selbst wieder Funktion von Temperatur und 
Druck, was die Behandlung noch weiter erschwert. 


4 Zeitschrift fir Physik. Bd. 125. 41 


Warmeiibergang in Gasen! erwies es sich als notwendig, die“ Warmetransport- ° 
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in welcher die Geschwindigkeit des Gases von eit TA ans 
in die Stromung gelangt. In dieser wird sie zum Teil ann es zum 
Teil an die kalten Wande weitergeleitet. Geschwindigkeit, Geschwindig- 
keitsverteilung und Temperaturverlauf bedingen sich gegenseitig. Die 
Warmeiibertragung ist also durch die fiir die betreffende geometrische 
Anordnung geltenden Temperatur- und Strémungsfelder bestimmt. 
Es miissen bei den theoretischen Uberlegungen die i 
chungen der Fliissigkeitsstr6mung und der Warmeleitung beriicksich- 
tigt und mit den gegebenen Randbedingungen integriert werden, il 
Aufgabe, die bisher nur in ganz speziellen Fallen durchgefiihrt worden 
ist. Im Endergebnis mu8 die je Zeiteinheit von der heiBen Wand 
abgefithrte Warmemenge als Funktion der oben aufgefiihrten Variablen” 
dargestellt werden. Einen wesentlichen Schritt zur Lésung dieser Auf- 
gabe tat NussELT!. Durch konsequente Anwendung und Durchfihrung 
von Ahnlichkeitsbetrachtungen gelangte er zu einer Beziehung, die — 
ganz allgemein fiir einander ahnliche in einem Gas oder einer Fliissig- 
keit befindliche erhitzte feste Kérper gilt, soweit dieselben durch e 
LangengroBe J charakterisiert werden kénnen (z. B. Radius einer Kuge , 
Lange oder Durchmesser eines Zylinders). Nach NussELt ist die je 
Zeiteinheit und Flacheneinheit von dem Kérper bei freier (d. h. nicht 
aufgezwungener, sondern nur durch den Auftrieb erzeugter) Strémung 
abgefiihrte Warmemenge qg folgendermaBen darstellbar: ‘ , 
Q 20 ,/PogdO 2 a 
ae nr te eee 
g ist die Fallbeschleunigung, 6 der Ausdehnungskoeffizient des Gases, 
0 die je Zeiteinheit von der erhitzten Oberflache F abgegebene Warme- 
menge. Die groBe Zahl von GréBen, die auf die Warmeiibertragung 
EinfluB haben, ist hier auf wenige ,,KenngréBen“ reduziert. Dadurch — 
ist es méglich, mit der Lésung eines speziellen Problems gleichzeitig | 
eine ganze Problemgruppe (d. h. mit gleichen Werten der ,,Kenn- 
gréBen*’) zu klaren. Es ist tiblich geworden, folgende KenngréBen ein- 
zufiihren : é. 


ae oF 
Nu (NUSSELT) = iFO” 
Gr (GRASHOF) = = —_ ; 
Pr (PRANDTL) = As 
nop 
Hiermit nimmt die Gl. (1) folgende Form an: 
Nu =} (Gr, Pr). (ta), 


Von besonderer Bedeutung ist das Problem der Warmeableitung von 
einem freiliegenden Zylinder, weil es ein groBes Gebiet technischer 
1 NuSSELT, W.: Gesdh.-Ing. 38, 477 (1915). 


* 


ng en {von *Glablampendrthten sia mu etnies grdBten i 
A aha -Darum liegt iitber diese Frage eine ganze Reihe 
Beetles ae theoretischer Untersuchungen vor? Fiir den 
s Preriatlen Fall horizontaler Zylinder in zweiatomigen Gasen hat HEr- 
M ANN eingehende Uberlegungen und Rechnungen durchgefithrt. Aus 
ihnen folyen bestimmte Kurven fiir den Temperaturverlauf sowie fiir 
ie Geschwindigkeitsverteilung in Gasen. Abb. 4 zeigt das Aussehen 
solcher Geschwindigkeitsprofile. 
Die Theorie des Warmeiibergangs zwischen zwei koaxialen Potadace 


ist fiir den Fall senkrechter Achse 
-mehrfach (anlaBlich der Theorie 
des Ciusiusschen Trennrohres) 
behandelt worden*. Ob fiir den 
Fall horizontaler Achse derartige 
Untersuchungen vorliegen, ist 
den Verfassern nicht bekannt?. 
Gerade dies Problem ist es aber, 
welches fiir die eingangs erwahn- 
en Untersuchungen wichtig ist 
und im folgenden nach ganz 
~anderer Methode in relativ einfacher Weise behandelt werden soll. — 
Sind bei den horizontal liegenden Zylindern die Radien sehr verschie- 
den (R>vr), so wird die Warmeableitung vom diinneren Zylinder r 
- mit wachsendem R von dem Wert dieser GréBe R immer weniger 
_ beeinfluBt; schlieBlich geht das Problem in das der Warmeableitung 
yon einem freiliegenden horizontalen Zylinder iiber. Man kann also 
zur Orientierung iiber die Form des Geschwindigkeitsprofils der auf- 
- steigenden Stromung Abb. 1 verwenden. Im uns interessierenden Fall 
’ der zwischen zwei Zylindern zirkulierenden Strémung ist ein solches 
j ‘Profil durch das der absteigenden Str6mung zu erganzen. 
: Fiir die weiteren Uberlegurgen vereinfachen und schematisieren wir 


al 


die Vorgange folgendermafen: 
_ Die aufsteigende Strémung verschiedener Geschwindigkcit wird er- 
- setzt durch eine Strémung einheitlicher Geschwindigkeit mit einer Breite, 


— 


aN 1 SEELIGER, R.: Phys. Z. 26, 282 (1925) (zusammenfassender Bericht). — 
_ Hermann, R.: Phys. Z. 33, 425 (1932); 34, 241 (1933). 
2 HerMANN, R.: VDI-Forsch.-Heft 1936, Nr 379. 

_ 3 PreiscHMann, R. u. H. JENSEN: Ergebn. exakt. Naturw. 20, 121 (1942) (zu- 
- sammenfassender Bericht). 

4 Nach der zur Zeit zuganglichen Literatur. Betreffs experimenteller Unter- 

> suchungen an Rohren gréBeren Durchmessers vgl. W. Beckmann: VDI-Forsch.- 

_ Heft 5/6. — Voiet, H. u. O. KRIscHER: Forsch. Ing.-Wes. 3, 303 (1932). — NIE- 
_ MANN, H.: Forsch. Ing.-Wes. 1948, H. 8, 224. 


Geschwindighelt 


S — Abstand von der heiben Wend 


Geschwindigkeitsprofil der aufsteigenden 
Strémung. 


Abb. 1. 
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Draht vom Radius ¢ in der Achse eines weiteren Zylinders vom Radius R) — 
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menge strémt, die in derselben Zeit durch die tatsachliche Strémung- 
transportiert wird. In Abb. 1 ist dies schematisierte Strémungsprofil 
gestrichelt eingezeichnet. Die Mitte des so entstandenen Rechtecks 
habe den fiir den Strémungszylinder maBgebenden Abstand s von der 
Zylinderachse. s ist nur wenig gréBer als der Abstand des Stromungs- 
maximums von der Wand. — Der schematisierte Ansatz ist nun 
folgender: 

Die Energie Q gelangt durch reine Warmeleitung in der Grenz- — 
schicht vom inneren Zylinder 7 in die strémende Schicht; von dieser 
wird ein Teil der Warme (Q,) mitgefiihrt, wahrend der Rest (Q,) durch 
Leitung yon s nach auBen (R) transportiert wird, wo die Temperatur — 
auf die des AuBenraums (Jj) abgesunken ist. Es wird somit die Be- — 
ziehung angesetzt: M 


0=0,4 Q. | 3) 


Die einzelnen Glieder der Gl. (3) sind unschwer zu berechnen. Der w 
innere Zylinder unserer Anordnung (Draht vom Radius ry und der ~ 
Lange L) sei auf der Temperatur J. Ist TJ die Temperatur, welche ~ 
fiir die (schematisch) einheitliche Geschwindigkeit der Strémung maBb- 
geblich ist, so folgt aus den Grundansatzen der Warmeleitungstheorie, — 
da die je Zeiteinheit von dem Draht abgegebene Energie ist: . 


2x La 


Q=2=* ED) (4) 
Der von der Schicht s nach auBen abgeleitete Teil ist analog: a 
2a Lh : 
On = Te gae Cat es (5) 


Dabei ist vorausgesetzt, daB die Warmeabgabe um den ganzen Draht 
herum in allen Azimuthen die gleiche ist. Dies ist natiirlich nicht der Fall 
und 1aBt sich in den Gleichungen annaiherungsweise beriicksichtigen. a 
Da sich dabei aber zeigt, da die hierdurch hervorgerufenen Anderungen — 
der Endresultate nicht wesentlich sind, sei die genannte Korrektion — 
hier der Ubersichtlichkeit halber weggelassen, 
Um Q,, die je Zeiteinheit von dem Gasstrom abtransportierte — 
Warmemenge, zu berechnen, verfahrt man am einfachsten folgender-_ 
maben: 


Ist das aufstrémende Gas urspriinglich auf der AuBentempera- _ 
tur Z, und erwirmt es sich beim Aufsteigen lings der Drahtoberfliche 
auf die Temperatur 7’, so hat es je Volumeneinheit die Warme- 
menge Qo ¢y(Z"— Ty) in sich aufgencmimen, wenn 0, die Dichte des 


na i ae + =e ’ 
. peed ts Warman OC oe Ree Ce ZWi 
Ren Ye ie 2; Z Roe Vide soe ae te. ’ 
ae Gases teak Cp die spezifische Warde bedeuten. Ist g der Quer- 
schnitt des Getter und seine Geschwindigkeit, so ist die je Sekunde 
mitgefiihrte Warmemenge: 


ies Q.= 49 00% (TT). . (6) 
Die Geschwindigkeit « ist auf Grund der Navier-Stoxesschen Ansiitze ; 
proportional der auf die Volumeneinheit wirkenden Kraft (dem Auf- _ BT 3 ; 


trieb A) und umgekehrt proportional der inneren Reibung des Gases. |. |) } = 
BS ist demnach: aa 


“ = const = = = const - reo (7) 


-Hierbei ist g die Fallbeschleunigung, 6 der Ausdehnungskoeffizient des 
Gases und T;—T, die mittlere Temperaturerhéhung des strémenden 
Gases gegeniiber der AuBentemperatur J). — Die Konstante enthalt, 
wie Dimensionsbetrachtungen ergeben, eine Lange im Quadrat. 

- T, ist annahernd der Mittelwert von T, und 7”, steht jedenfalls 
zu diesen Temperaturen in einer konstanten Beziehung. Man kann 
_darum in Gl. (6) T’ durch T, ersetzen, zieht die dabei auftretende Kon- 
-stante mit den iibrigen in eine Konstante zusammen und erhilt bei 
Benutzung von (7): 


ee a 
2 7.) 2 ; ss z 
=const -® Shetatts was 6a (hy ae 
s y . 


‘Ist R, die Gaskonstante, jx das Molekulargewicht des Gases und # der 
Druck desselben, so gilt: . 


‘ —_ up ii “" ae 
: , = RT: mie, 
Dies in (64) emngesetzt ergibt: ; #: Pog 
242(T. = T\2 ~ ‘ae 
Q, =const SEM P (Es — Fo)" (6b) a 
Reglo 


mt 


Bei weiterer Zusammenziehung der im folgenden (bei konstanter AuBen- 
‘temperatur J) nicht im einzelnen gebrauchten Konstanten in eine 
- Konstante z folgt: Net See Rt 
‘ | Q,=26? (LT). (60)... Se 
- Bildet man Gl. (3) durch Einsetzen von (4), (5) und (6c), so erhalt man: 


2aLh anLa 
aa ET) =26(E—-D) + age (GF (8) 
Die GréBe s wird im folgenden zunachst als druck-wnabhangig angesehen, 
a. h. es wird vorausgesetzt, daB in einem gewissen kleinen Druckinter- 
yall Lage und Form der Strémung nicht wesentlich mit dem Druck 
variieren. ‘Diese Voraussetzung erweist sich spater als erlaubt, kann 
‘aber natiirlich immer nur fiir begrenzte Druckintervalle gelten. : ee 


? : tah 
ied ~ ‘ 
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vtec ae ce es, folgende eed einzaitihe 


bi a ae 2aLh _ 
Ins/y es (8a) In R/s ‘83 


T,—T,=9,, (8c) ip = @,- 


ay 


Mit Benutzung derselben wird aus (8): 
' «(0,—0,) =zp*O3+ yO,. — 
rg c ‘Diese quadratische Gleichung fiir @, ergibt die Lésung: 


= Oi eee! 4x2 (Tr—Tp) 21] ‘ 
0,=1,—1,= 22 p? | VS aan era Te (x + y)? p 1 * 


~ Aus (4) und (9) folgt: 

“i a (x+y) 4x%2z(T,—Tpo) po | 

Q= «(7,—T) — 2: ig ae o » 1 
Diese Gleichung stellt die gesuchte Abhangigkeit der vom inneren 
Zylinder je Zeiteinheit abgefiihrten Energie vom Druck # und de ; 
Ri andern (in x, y und z enthaltenen) Variablen dar. a 
rae Dividiert man Gl. (10) durch x(J,— 7) und benutzt die Bedeutung 

der Abkiirzungen (8a), (8b) und die aus (6b) und (6c) haere le 
Bedeutung von z, so erhalt man: 
(sae : gig) TAL RET n 


Olns/r ree In s/r 4 ee ny 


Bap LAAT; Abeke = 12 p? (T; — Tp) - const - cp Og 


———— const cp 5g x? (Ty — Tp) 

nS all ~ 

a ae 1]. oy 
a8 


In sir In R/s 
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Unter Beriicksichtigung der Gl. (2a), (2b) und (2c) sowie der S. 633 — 
erwahnten Tatsache, daB die Konstante den Querschnitt der Strémung « 
und eine Lange im Quadrat, d. h. im ganzen eine Lange in der vierter 
Potenz enthalt, ergibt sich: (¢, ¢, und g sind reine Zahlen, die im wesent= 
~ lichen durch die geometrischen Verhiltnisse bedingt sind) ie: 


7 . > 
Nu=t,- [i +t 4]. (ab) 


Hiermit ist die Form fiir die NusseLtsche Funktion f in der tgemein 
e giiltigen Beziehung (1a) gefunden und damit die Frage des Warmeiiber- 
ty ganges bei dem vorliegenden Problem weitgehend gelost. 
“ Die Gl. (10) und (41) sind, wie erwahnt, unter der Voraussetz 
by i abgeleitet, da® s/r eine Konstante ist. Dies kann natiirlich nur i in 
; begrenzte Druckintervallen gelten. Fiir solche laBt sich aber der Wer a4 


' von s/r bestimmen. 


BP a see es 


> 1: ae 
$5.5) Ae: Aa 
Mit den Abkiirzungen: 


* 


. & 


x (7;—T) =A, (42a) pied B, 3 (12b) 
4re(ie=Ty 
“@tyF SS (12c) 


wird aus (9): , 
; B(T, —T, — 
Z=T,+ S55 yircp—] (9a) 


Q=4—5 [i+ cp]. (10a) 


—— 


Zu den Pumpen 


und aus (10): 


zur briicke 
Abb. 2. Schema der Apparatur. 


— Bildet man den Quotienten A/BC und beriicksichtigt man die Gl. (8a), 
(8b) und (12a, b, c), so ergibt sich: 
i A Fiat Vibe et Lely 


ee 2% 2 mRjs 
oder: 
s R BE : 
¢ =n |1— rae (13) 


Hiermit wird es méglich, s, d.h. den Abstand des Schwerpunktes der 
Strémung von der Zylinderoberflache zu ermitteln, wenn es gelingt, 
A, B und C auf experimentellem Wege zu bestimmen (vgl. unten). 


a Die Versuche und thre Ergebnisse. 

- Die Versuche wurden folgendermaBen durchgefihrt: 
Ein diimner Platindraht (meist 7 = 0,0025cm und L = 10cm) 
_ wurde in der Achse eines Glasrohres ausgespannt, das mit dem zu unter- 
-suchenden Gase gefiillt wurde. In Abb. 2 ist die Apparatur schematisch 


f 1 Es wurden Rohre mit einem Durchmesser von 6, 11,7, 21, 30 und 50mm 
eeutzt. 
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dargestellt. Der Draht liegt in einer WuEatsToNEschen Briicken- + 
anordnung, bei welcher der MeGstrom gleichzeitig als Heizstrom dient ~ 
(Abb. 3). - 

Durch geeignete Einstellung der Stromstarke 1 wurde der Draht auf 
die Temperatur J, (bei den meisten der vorliegenden Messungen war 
T, = 373°) gebracht, wahrend die AuBenwande des GefaBes in einem 


groBen Thermostaten auf 7, = 293° gehalten wurden. J, —T war 


- also 80°. Die Fiillung der Apparatur geschah nach vorheriger Eva-= 


kuierung und mehrfacher Durchspiilung. Die Gase wurden zunachst Wp 
in G kondensiert, dann wurde abgepumpt, das Kondensat zum Teil 2 


ly 2 


, =o 
= 


A 
Abb. 3. 


a 

> 
verdampft, wieder abgepumpt usw., bis anzunehmen war, da etwaige 
Verunreinigungen beseitigt waren. Die Gase selbst wurden im Gas- — 
laboratorium und im wissenschaftlichen Laboratorium der Chemischen — 
Werke Hiils hergestellt. Sie wurden zum gréB8ten Teil durch fraktio- — 
nierte Destillation im Vakuum mit einer Tieftemperaturkolonne nach — 
Wustrow! bzw. einer gleichen Apparatur nach PODBIELNIAK? ge- 
reinigt. — Gemessen wurde die Stromstarke 7, die notwendig war, 4 
um bei verschiedenen Drucken die Temperatur von T, = 373° (zuge- 
hériger Widerstand: w) aufrechtzuerhalten. Die Verluste an Warme _ 
durch Ableitung an den Enden und durch Strahlung wurden im Hoch- 
vakuum bestimmt. Sie waren klein im Verhiltnis zu den im Gas ab- | 
gefitihrten Energieen, wurden aber stets beriicksichtigt. Die den Ver- 
fassern zur Zeit erreichbare MeBgenauigkeit betragt etwa 1,5% (vgl 
dazu den Schlu8 der anschlieBenden Arbeit). 
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Kurven, wie sie in einem GefaB von 21mm @ fiir die vom Draht: 
abgegebene Energie Q = 1?w in Abhingigkeit von ~ erhalten wurden, 


Ses 


' Wustrow, W.: Z. anal. Chem. 108, 305 (1937). 


* PopBIELNIAK, W, I.: Ind. Ing.-Chem, anal. Edit. 3, 177 (1931); 5, 119, 172 _ 
(1933). : 
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(Luft), Abb. 
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und Abb. 6 (CyHyo) Wiedersepehen. . ae 


Sie haben alle denselben Typus, wenn auch, je nach dem Molekular- if 
gewicht des Gases, welches ja weitgehend die Starke der Strémung eae 
bestimmt, die charakteristischen Eigenschaften verschieden hervor- Bris 
treten. Die Kurven zeigen zunachst einen steilen Anstieg bei sehr kleinen 


(x 10' Watt —= 
S 


” . 7 ~ 
© Abb. 4. Vom erhitzten horizontalen Zylinder abgegebene Leistung in Abhangigkeit vom Druck, - 


! 


Drucken; er ist auf den hier hervortretenden und mit steigendem Druck 
nell abnehmenden ,,Temperatursprung“ an der Wand zuriickzu-’ 
fiihren!. Wiirde keine Stro6mung vorhanden sein, so wiirden die Kurven ‘ 
nach diesem Anstieg mit wachsendem Druck horizontal verlaufen, da ja 
das Warmeleitvermégen vom Druck unabhingig ist. Durch das Ein- 
setzen der Strémung steigt aber die Energieabgabe des Drahtes mit 
-steigendem Druck weiter, erst stark, bei héheren Drucken schwacher. 
-B ei leichten Gasen, wie z. B. Luft, sind diese drei Abschnitte (Tempe- 
ratursprung, Warmeleitung, Strémung) in der Kurve deutlich erkenn- 
be -, weil die Strémung erst relativ spat, d.h. bei nicht zu kleinen 


a 


1 SmoLtucHowskI, M. v.: Sber. Akad. Wiss. Wien 108I]a, 5 (1899). 


a i y 


=) i ben to MON een a | pied i S 
Drucken, einsetzt. Bei schweren Gasen, wie Butan, begi in die < eG 
mung bereits bei kleinen Drucken und verhindert ein Konstantwerden 
der Kurve, die nur einen Wendepunkt aufweist. Dieser liegt bei dem 
Werte der abgegebenen Energie, der reiner Wdarmeleitung (d. bh. 


Abb, 6. Vom erhitzten horizontalen Zylinder abgegebene Leistung in Abhangigkeit vom Druck. 

. 
Horizontalwerden der Kurve, wenn keine Strémung vorhanden ware) | 
entspricht. Von diesem Energiewert Q, wiirde die Kurve, wenn der 
Temperatursprung nicht vorhanden ware, ausgehen. 


Alle Kurven der oben beschriebenen und in den Abb. 4, 5 und 6 
dargestellten Art lassen sich innerhalb betrachtlicher Druckintervalle 
durch eine Gleichung vom Typ (10) bzw. (10a) approximieren. Dadurch 
ist die Voraussetzung gerechtfertigt, die GréBe s/r in nicht zu groBen 
Druckintervallen als konstant zu betrachten. — Bei dem Vergleich der. 
Messungen mit den Uberlegungen ist zu beachten, da8 die Funktion (4 0) 
baw. (10a) den bei kleinsten Drucken auftretenden Temperatursprung 
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in as ae 
= 4, rey a 
iicksichtigen kann. 
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bestim mten Energiewert Qo, 
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ne Leistung in Abhangigkeit vom Druck. 


Abb. 5. Vom erhitzten horizontalen Zylinder abgegebe 
? oa . 
= my, 


{ Entwickelt man in Gl. (10) die Wurzel fiir kleine Werte von #, so wird: 


Y Li 
Ca 00= Fay GT) (10) 


_ d.h. man erhalt den geforderten Ausdruck fiir die Energieabgabe des 


 Drahtes bei reiner Warmeleitung. 
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Quantitative Auswertung der bisherigen Ergebnisse. 


Unter Beriicksichtigung vorstehender Uberlegungen ist es méglic a, 
aus den experimentellen Ergebnissen die Werte der GroBen 4, B und Ca 4 
- damit auch die physikalisch interessierenden GréBen s/r, 2x L/ und 
z zu ermitteln. Hierzu sind drei bei verschiedenen Drucken gemessene _ 


eae sy Werte von Q erforderlich. Es ist zweckmaBig, als einen derselben Q oe 
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ip re, Abb. 7. Vom erhitzten horizontalen Zylinder abgegebene Leistung in Abh4ngigkeit vom Druck. 

. zu nehmen, da dieser Wert von der Strémung und damit yon s/r unab- 


hangig ist. Die beiden andern zur Ausrechnung erforderlichen Q,, und 
Me oR Qp»2 sind so zu wihlen, daB p, und 4, nicht sehr verschieden sind, damit | 
>. der Voraussetzung geniigt wird, daB innerhalb des betrachteten Druck- 
intervalls sich s/r nicht wesentlich mit dem Druck andert. Sind aus den — 
Fes: drei Werten Qo, Qs1, Q,2 auf Grund von (10a) die Werte von A, B 
und C bestimmt, so kann man weiterhin mit (10a) die Kurve, die die _ 
Warmeabgabe als Funktion des Druckes darstellen soll, berechnen. 
In den Abb, 7 und 8 sind auf diese Weise gewonnene Kurven fiir Athan — 
und Propan ausgezogen, wihrend die gemessenen Werte als kleine / 


‘ Kreise eingezeichnet sind, Die ausgefiillten Kreise bezeichnen die Werte, 
welche zur Konstantenbestimmung benutzt wurden. Die gute Uberein- 


ae stimmung von Messung und Rechnung bestitigt die Brauchbarkeit der 
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zwischen Homies Zinder Hoe 


cet Uesenaaee die Rb eshun ek Descree innerhalb 
eines s betrachtlichen Druckintervalls im allgemeinen nur Bruchteile von 
Prozenten. Es ist aber darauf hinzuweisen, da® die bei kleinen und 
Ben Drucken merkbar werdenden eréBeren Abweichungen, wenn sie 
ch wenige Prozent nicht iiberschreiten, auBerhalb der Feblergrenzen 
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Abb. 8. Vom erhitzten horizontalen Zylinder abgegebene Leistung in Abhangigkeit vom Druck. 


liegen. Sie sind darauf zuriickzufiihren, daB s/r nicht iiber den gesamten © 
eemessenen Druckbereich als konstant betrachtet werden darf, wie es 
1ach den mehrfach betonten Voraussetzungen nicht anders zu erwarten 

ist. Ganz analog sind die Ergebnisse fiir alle andern untersuchten Gase }. 


1. Die Lage des Strémungsschiwerpunktes. 


Nimmt man zur Konstantenbestimmung auBer Q, verschiedene 
Werte von Q, z.B. Qy; und Q,,. oder Q,, und Q,4, so erhalt man, wie 
a. dem Vorstehenden zu erwarten ist, verschiedene Werte von s/r. 


1 Untersucht wurden: Luft, CO,, CHy, C,H, C,Hy, CoHy, CyHy, CsHy, C He 
C,H, -(1,3), CH, 0, C,H, 6, CyHy, CH;Cl, CH,Cl,, C,H,Cl, CH,Br, (C,H;),0 


Sts + oe Cee a 
; abe i te ee - 
at Die gute Ap roximation der Messungen durch die Gl. (10 “ble Dt, or 
ie schiebt sich aber in die durch p,, pz oder fs, p4 bestimmten Druck- 
| gebiete. Man erhiilt auf diese Weise die Werte von s/r in Abbingigkeit 
vom Druck. Da s der Abstand des Schwerpunktes der Strémung vom 
Zentrum des Zylinders ist, kann die Lage der Strémung bei et : 


schiedenen Drucken bestimmt werden. 
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Abb. 9. Verschiebung des Strémungsschwerpunkts mit wachsendem Druck. 


a) Fiir horizontale Lage der Zylinderachse. 


Die in verschiedenen Druckintervallen sich ergebenden Werte von 
Bot s/r zeigen eine deutliche systematische Abhangigkeit vom Druck. In 
: Abb. 9 sind fiir CyHy) die Ergebnisse derartiger Messungen [in Gefafen 
von verschiedenen Durchmessern (R)] wiedergegeben. s/r wachst von 


Ge kleinen Drucken ausgehend mit dem Druck, erreicht ein Maximum 
und nimmt wieder ab. Nur dieser letzte Abfall ist als ,,normal‘‘ au 
‘ bezeichnen, weil bekannt ist, daB mit wachsendem Druck, d.h. mit 


wachsender GrasHorscher Zahl, sich die Strémung immer enger un 
den heiBen Zylinder zusammenzieht!. Der ansteigende Teil der Kurve 
verschiebt sich mit wachsendem GefaSdurchmesser nach kleinen Drucken 
und ist bei R = 50mm iiberhaupt nicht mehr zu beobachten. Die 


ne > 1 HERMANN, R.: VDI-Forsch.-Heft 1936, Nr 379, 13. 


Peas dak die engen GefaiBe bei anes Drucken die Strong 
yehindern. Bei ihnen wird die zur Ausbildung der Zirkulation erforder- — 
che Riickstrémung die aufsteigende Strémung in Starke und Lage Ary 
beeinflussen. Dies tritt bei kleinen Drucken, die bei ,normalen‘’ Stré- 
mungsverhiltnissen _ ein groBes s/r bedingen, besonders hervor. Mit 
teigendem Druck zieht sich aber die normale Strémung, wie oben er- 
V Dah, naher an den inneren Zylindern heran, so da8 dann schlieBlich 
auch in engeren GefaiBen die normale Zirkulation ohne Behinderung 
Platz hat. Dann hat auch s/r seinen normalen Wert erreicht und nimmt 
mit weiter wachsendem Druck ab. Im GefiBe von 50mm @ ist die 
Behinderung so gering, daB ein Ansteigen von MG. nicht bemerkbar 
und der ganze Verlauf der Kurve ,,normal“ is 
- Da nach NusseELt die freie Strémung nicht ae den Druck allein; 
sondern stets durch die Kennzahlen Gr und Pr bestimmt ist, bedeutet 
die Einwirrkung des Druckes auf s/y auch eine Abhangigkeit dieser 
GréBe von der GRAsHoFschen und Pranptischen Kennzahl. Wenn 
die vorstehenden Uberlegungen richtig sind, so muB8 die Beziehung 
zwischen s/r und Gr (bei konstantem! Pr), d.h. s/y =f (Gr) fir alle 
Gase die gleiche sein. Zur Priifung dieser Aussage sind in Abb. 10 die a 
in Abb. 9 benutzten Werte von s/r jetzt als Funktion von Gy aufgetragen Hh 
(durch kleine Kreise gekennzeichnet); fiir ein anderes Gas (Athyl- : 
chlorid) sind die in demselben MeBgefaB erhaltenen Werte von s/r als 
Punkte eingezeichnet. Durch Kreise und Punkte 14Bt sich ein und 
_dieselbe Kurve legen, die also, wie gefordert, fiir beide Gase gilt. Die. 
-Abweichungen liegen stets innerhalb der Fehlergrenzen. — Eine weitere “eh 
Bestatigung der Richtigkeit der Uberlegungen lat sich folgendermaBen if 
gewinnen. Das Maximum der Kurven muB fir alle in ein und demselben “es 
MeBgefaB untersuchten Gase bei demselben Werte von Gr liegen. 
Diesem entspricht nach den obigen Ergebnissen ein Wert von s/r. Also 
-muB fiir alle Gase der Maximalwert von s/r der gleiche sein. Wie genau 
das zutrifft, zeigt Tabelle 1 fiir 18 ganz verschiedenartige Gase. Die 

chwankungen von s/r sind gering und liegen innerhalb der Fehler- . 


Tabelle 1. Maximalwerte von s]r. 


24,8 


ae CH, 24,5 
on C.F, 24,8 
 CHe 25,8 
Cykge ey 2305 


Mittelwert: 25,8 + 0,7 
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0,0025 cm betrug, tied dieser ee von s in ‘doe Gri ieee ung 
von 0,06 cm; dies ist also der maximale Abstand des Schwe punkts 
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Abb. 10. Lage des Strémungsschwerpunktes in Abhangigkeit von der GrasHorschen er et 


der aufsteigenden Strémung von der Zylinderachse (fiir ein GefaB- 
R = 21 mm). 
ae b) Fiir vertikale Lage der Zylinderachse. 4 


saa) Wie bereits S. 634 erwahnt, ist das Problem der Warmestrémun ng 
op zwischen senkvecht stehenden Zylindern mehrfach Gegenstand 


ie ‘des CLustusschen Trennrohres hae FLEISCHMANN ~ und 
NSEN? auch die theoretischen Ansiitze zur Berechnung der Geschwin- 
digkeitsverteilung in einem senkrechten Rohr mit axialem Heizdraht 
angegeben. Bei Durchfiihrung der Rechnung gelangt man fiir die Ge- 
schwindigkeit | u, (im Abstand x von der Zylinderachse) zu einer 
pochong folgender Form: 


£00, {(x,R,7), (14) ore ae 


u, = 
ae 16 T ' 
4inR 4 2 
fG.R.7)= See ee EL ae ie 
n R/y — 1 In R/r (In R/y — 1) ¢ ts) el a 
44° In x Rlnr (14a) Sie 
° In Rir In R/r (In R/y — 1) 


a 


Fist 2, Die Lage des Maximums von u, ist durch 


dux — -g00, df(x,R,r) __ 
ax “QT Fae te AC (14) 


gegeben. Man sieht sofort, daB Druck, Temperatur und Gaseigen- _ 
schaften die Lage des Maximums nicht beeinflussen. Diese ist nur von 

k und y abhangig. Dementsprechend ist zu erwarten, daB die Darstellung 
des Warmetibergangs zwischen senkrecht stehenden Zylindern durch— 
Gl. (10) bzw. (10a) tiber gréBere 
Druckbereiche méglich ist als im 
Falle horizontaler Zylinder. Abb. 11 
_bestatigt diese Folgerung. 


_Tabelle 2. 


max (cm) | _ 


R= 06cm 


_ Berechnet man aus diesen Kur- — r= 0,0025 cm 0,073 | 0,079 
ven s/r nach Gl. (13), so ergeben sich ih aed 

— * e Anes == 2 cm 

Werte fiir s/r bzw. fiir s, die in r= 0.0025 em | 0:135:} 0.140 


-TJabelle 2 angegeben sind. ; 
Aus Gl. (14b) laBt sich fiir die gleichen Werte von R und y die 
Lage des Strémungsmaximums ~x,,,, bestimmen. Die so berechneten 
Werte sind ebenfalls in Tabelle 2 angegeben. Man erkennt, daf die 
Werte von *,,,x beinmahe mit denen von s zusammenfallen. Da8 
sich s immer etwas gréBer als x,,, ergibt, ist mach der eingangs 
-erfolgten Definition von s zu erwarten (vgl. S. 632). — Diese Uber- 
einstimmung ist eine starke Stiitze fiir die der ganzen Untersuchung 
_gugrunde gelegten Uberlegungen. 


=f 


2. Die Werte der Strémungskonstanten in verschiedenen Gasen. 
Nach Gl. (6c) ist die Starke der Strémung bei konstanten Tempera- 
~tur- und Druckverhialtnissen durch die GréBe z bestimmt. Sie hat nach 
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2 BuLtMann, E.: Dipl.-Arb. Miinster 1948. 
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8 — nach bleichung ta berechnete und Pr entsprechen, Glei- 
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(6b) und (6c) folgende Bedeutung: 
Cp Ogu? 
2 2 
PO) 


z= const. 


‘ a 
oder, wenn man alle bei konstanter AuBentemperatur Jj nicht ver- 


: 6 1 | 

anderlichen Gr6éBen in eine Konstante y= const ee zusammenfaB et 

g!9 a 

é yp Oe ne 
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wobei C, die Molekular- 
warme bedeutet. a 

Ein Vergleich der Str6- ‘ 
mungskonstanten 2 fir — 
verschiedene Gase ist nur 
mdoglich, wenn sie densel -- 
ben Strémungsbedingun- — 
gen, d. h. denselben Wer- 
ten der Kennzahlen Gr — 


> gemessene Werte \urve if 
7600 * zur Konstantenbestimmung _ chen Werten der Kenn- 


an id zahlen entsprechen nach 
den obigen Ausfiihrungen — 
auch gleiche Werte von s/r. 
2400 : ona Um vergleichbare Werte — 
| von z fiir mehrere Gase © 


a 


pag 


zu erhalten, mu8 man die a 
Konstanten A, B und C © 
oe 200 70 #0 wo der Gl. (40a) bei solchen: 


p—- a mm : * 
j $ Drucken ermitteln, bei — 

Abb. 14. Vom erhitzten vertikalen Zylinder abgegebene 
Leistung in Abhangigkeit yom Druck. | denen aus den A, B und © 


C nach (13) gleiche Werte — 


- 
« 


von s/r folgen. ZweckmaBigerweise geht man zu dieser Rechnung so — 
vor, da man in der S. 642 angegebenen Weise fiir das gesamte unter-_ 
suchte Druckintervall die Werte von s/r als Funktion von # bestimmt, 
d.h. Kurven der in Abb. 9 wiedergegebenen Art festlegt?. Zu ein ; 
und demselben Werte von s/7 sucht man in den Kurven den zugehérigen , 
Wert ~, des Druckes. ZweckmiabBig ist es, den Wert p, des Druckes zu 
verwenden, bei dem das Maximum der Kurve liegt. Dies entspricht — 
nach den obigen Ausfiihrungen in allen Gasen dem gleichen Werte von 
s/r und damit von Gr. Um die ihm entsprechenden Werte der Kon- — 
stanten A, B und C zu erhalten, benutzt man 


S 


' Die Kurven der Abb. 9 sind aus Werten von Q» bei folgenden Drucken < 
bestimmt: p = 0, 100, 200 mm; p = 0, 200, 300 mm; Pp = 0, 300, 400 mm usw. 
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aa 


uae die, sake (13) piiechen eght mais it eG. 
Aas Insir=InRir|1— 2), me (143) Bi 
2. die Gl. (10a) fir p=0 eg 


so” 


3. die Gl. (10a) fir p=9, 
Q.=4— [i+ cei]. 


Vermittels dieser drei Gleichungen sind in jedem Fall die drei GréBen 
A, B und C zu bestimmen. Aus ihnen ergeben sich unter Benutzung 
von (12a, b, c) die Werte von z, die sich auf ein und dasselbe s/r und 
damit auf denselben Wert-von Gy beziehen. “ ae. 
Nach (45) ist: eis 


& f j J ae 
ares : a 


_wobei y eine von den spezifischen Eigenschaften des Gates unabhangige PS ar 
GréBe ist. Der Quotient hey: 


be op es (16) 


muB8 demnach fiir alle Gase denselben Wert haben. Tabelle 3 zeigt, daB 

diese Forderung erfiillt ist, und daB y trotz der Verschiedenheit der 
-untersuchten Gase wenig variiert; dabei ist noch zu beriicksichtigen, vn 
daB in vielen Fallen die zur Ausrechnung von (16) notwendigen der 
_ Literatur entnommenen Werte von C, und 7 wentg genau bekannt sind. 


a : Yi Tabelle 3. Werte von y. 


Mittelwert: 0,561 + 0,022 


Man kann die Priifung der hier durchgefithrten Uberlegungen noch 

in anderer Richtung vornehmen. Nach Gl. (12c) ist: 
» : 42% (Ty —Tp) ; 42¢ 
C= ty al 
- ‘Bilaet man yet und beriicksichtigt die Bedeutung von x, y und z 
nach den Gl. (8a), (8b) und (6d) und faBt man wieder alle bei konstanter 


im + Natiirlich auch wieder bei gleichen Werten von Gr. 
r 42* 


Fe Meow 


AuBentemperatur nicht variierenden GréBen in eine ze 
zusammen, so erhadlt man: 4 

; 7p |/ ewe 

Durch Multiplikation mit 7/ folgt: ) 
T_T 1/22 | 

lC=B\L—-h | a (1 


Der Wert von Pr=—*— variiert (vor allem fiir mehratomige Gase) — 
ui 


Cp ‘ } | 
wenig. Die Schwankungen werden durch die Wurzelbildung noch — 


herabgesetzt, so daB wir Pr annahernd als konstant betrachten und 
schreiben kénnen: n yc _p \E eet (18) 
ia 


In Tabelle 4 sind die Werte von « bei acht verschiedenen Gasen und 
bei zwei Werten von 7,—T, angegeben. Bis auf Schwankungen von 
wenigen Prozent sind die Werte von « konstant und verhalten sich, 
wie es durch (18) verlangt wird, innerhalb der Fehlergrenzen wie die 
Quadratwurzeln aus T,— J. 


ee ae rey 


Tabelle 4. Werte von « bei T, — Ty = £0° und T, — Ty = 80°. 
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7 
Ein dritter Quotient, der nach den obenstehenden Uberlegungen — 
konstant sein muB, ist 4/A tT. Dies geht ohne weiteres aus den Gl. (8a) 


und (12a) hervor. Aus ihnen folgt: 


A In s/r - & 
4 262.0, =i oe 6,3 -10% TT. (19) 
* Die Werte von Pr sind fiir ein- und zweiatomige Gase ziemlich konstant, — 
weichen aber von denen fiir die mehratomigen Gase deutlich ab. Die im folgenden 
auf die Konstanz von Pr aufgebauten Schliisse gelten also beim Vergleich ein- 
und zweiatomiger Gase mit mehratomigen etwas ungenauer als beim Vergleich 

von mehratomigen unter sich. 

+ Selbstverstandlich sind nur Werte von 4 bei gleichem Gr zu nehmen. 
tt Unter Verwendung der fiir das benutzte MeBgefaB geltenden GréBen. — 


~~ 
~~ 


] 


i Ne ’ ! 
x oa 5 zeigt, ‘dab die Werte von ¢ inethalb der MeBfehler bonne 
SID 


¥ Tabelle §. Werte von A/A. 


A/A = &+ 108 


Mittelwert: 6,15 + 0,16 


_ Wir haben also in ¢ neben « und y eine Konstante gefunden, welche 
bei festgehaltener AuBentemperatur von der Natur des Gases unabhangig 
ist!. In der anschlieBenden Arbeit werden diese Ergebnisse angewandt 
werden. - 


4 


Zusammenfassung der Ergebnisse. 


1. Durch Schematisierung der Vorginge beim Warmeiibergang zwi- 


schen koaxialen Zylindern gelingt es, auf theoretischem Wege die Funk- 
tion anzugeben, welche die je Zeiteinheit vom inneren Zylinder abge- 
-gebene Warmemenge in Abhangigkeit vom Druck, der spezifischen 
_ Warme, dem Wéarmeleitvermégen und der inneren Reibung darstellt 
Gl. (40). Die Ergebnisse lassen sich fiir alle Gase ztisammenfassen, indem 


Als Abszisse benutzt man die GRAsHoFsche, als Ordinate die NUSSELTsche 
Kennzahl [vgl. die Definitionen (2a) und (2b)]. Fiir alle Gase muB sich 
dann, ganz unabhangig von ihren thermischen oder andern Eigenschaften, 
die gleiche Kurve ergeben. Wie genau das hier zutrifft, ist aus Abb. 12a 
zu entnehmen, in der die Ergebnisse von Messungen an 8 verschie- 
- denen Gasen (in einem GefaB von 21mm 2%, R/r = 420) eingetragen sind. 
Nimmt man die Mittelwerte von Nw bei drei verschiedenen GRASHOF- 
- schen Zahlen und berechnet mit ihnen die drei Konstanten enthaltende 
Funktion f der GI. (11b), so muB diese den Verlauf der fiir alle Gase 
-giiltigen Beziehung Nu = /(Gr) darstellen. Die so berechnete Kurve 
ist in Abb.12a ausgezogen?. Innerhalb des Bereiches der GRASHOF- 
schen Zahl von 50-107* bis 600-105 ist die Ubereinstimmung prak- 
- tisch vollkommen (Abweichungen kleiner als 2%). Bei gr6Beren GRAs- 
i HoFschen Zahlen treten kleine, jedoch systematische Abweichungen 
auf, die aber bei Gr = 1500-10°-® erst 4% betragen. Dies Verhalten 
ist nach den friither mehrfach betonten Voraussetzungen zu erwarten, — 


«1: Natiirlich gilt das nur, wenn alle Gase in demselben MeBgefaB untersucht 
werden mit demselben R/y und L; denn die geometrischen Dimensionen der 


_ Apparatur sind, wie mehrfach bemerkt, in den Konstanten enthalten. 


2 In Abb. 12b ist sie logarithmisch dargestellt. 


_ man eine graphische Darstellung in dimensionslosen Koordinaten wahlt. 
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Ergebnisse von analogen Untersuchungen an Zylindern mit verschie- : 
denen Werten von R/r (bei konstantem 7) sind in Abb. 13 dargestellt. ‘ 


‘ Fa ; 
x 


ch , mg 
g a . —_ 
ae ‘ 2 
0,55 6 + 
“f 
0,50 Nach Gleichung 716 berechrete Kurve “hs 
' 4 CzH5Cl Py ye 
fh : 
+ Cythg + 
> 
xe + Cale 
4 ‘ss a C3 He : ¥ 
x C. Hio * 
b= 80 3 
° C02 “ 
0,40 | = C;HsCL AY 
= CH3 Br * 
: : 
G35 = 
G30 aha 


0 200 400 600 800 7000 1200 100-10" 6r 
Nu = f [ Gr) 


Abb. 12a. 
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Die Abhangigkeit von R ist erkennbar, besonders bei engen GefaBen, 
Mit wachsenden Werten von R wird der Einflu8 geringer; je nach dem 
Werte von R hort er bei 
kleineren oder gréBeren 
Werten von Gr auf. Die 
petit pay taney Warmeabfuhr vom inne- 
Darstellung ren Zylinder ist dann 
praktisch unabhangig von 


a wh 


= 
Awe . oD 


der Lage des duBeren; ; 

man hat es nur mit — 

ars = a =z der freien Stré6mung um | 
log Me = @ (log Gr) log 6 ~— einen erhitzten Zylinder % 

Abb. 12b, zu tun. — Ob die hier ~ 

zugrunde gelegten Uber- 

legungen betreffs des Vorgangs der Warmeiibertragung sich bei noch : 
groBeren GRAsHOFschen Zahlen durchfiihren lassen, miissen weitere 
Untersuchungen ergeben. ‘ 
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folgen drei verschiedene Beziehungen zwischen den mechanischen und 
thermischen Konstanten des Gases und den rein geometrischen Kon- 
‘stanten der Apparatur. Dies bedeutet, da8 bei Benutzung ein und 
-derselben Apparatur fiir verschiedene Gase bestimmte Kombinationen 


der GréBen C p 4 und A, unabhdngig von der Natur des Gases, konstant ° 


“sein miissen. Die Richtigkeit dieser Beziehungen wird durch Messungen 

_(Tabelle 3, 4 und 5) bestatigt. Uber eine Anwendung dieser Ergebnisse 
vgl. die anschlieBende Arbeit. 
“2 


‘ 
065 


© Gefab—Lurchmesser = 50mm 


2 O50 F y =30" 


. ” =Z7 ” 
x ” =Hi,7 7, 


Z000x 10” 
Abb. 13. Nw=/(Gr) fiir MeBgefaBe von verschiedenen Durchmessern. 


3. Uber die Lage der im Gase aufsteigenden freien Strémung relativ 
zum inneren Zylinder ergibt sich folgendes: Bei weiten GefaBen (R/r 


_ etwa 1000) liegt der Str6mungsschwerpunkt in ziemlich groBem Abstand 


von der Zylinderachse (s etwa 40-7), solange die GRAsHOFsche Zahl 


_ klein (etwa 50- 107%) ist, d.h. bei kleinen Drucken. Mit wachsendem 


aso 
435 5 500 7000 700 
ee 
) 


Druck, d. h. wachsendem Gy nimmt s ab; dies setzt sich fort bis zu 
Werten der Kennzahl Gr, die um viele Zehnerpotenzen hoher liegen 
als im vorliegenden Falle’. Benutzt man engere Zylinder (R/r etwa 
500 und weniger), so kann die Stromung nicht ungehindert zirkulieren. 
Dies bedingt bei kleinen GrAsHoFschen Zahlen ein Herandriicken der 
Strémung an den inneren Zylinder, so daf in solchen zu engen GefaBen 
ein Verlauf der GréBe s in Abhangigkeit von Gr zustande kommt, wie 


er in Abb. 10 dargestellt ist. Das Auftreten des Maximums ist stets 


ein Zeichen behinderter Strémung; erst jenseits desselben, d.h. bei 


_ gréBeren Werten von G7, als dem Maximum entsprechen, ist die Str@- 


mung als unbehindert anzusehen. Diese. Tatsache ist damit im. Ein- 


_ klang, daB frither, gelegentlich ganz anderer Untersuchungen’, ebenfalls 


1 Vgl. z. B. R. HERMANN a. a. O. S. 13. 
2 SpNFTLEBEN, H. u. W. Braun: Z. Phys. 102, 480 (1936). 


_ 2. Aus der Kenntnis der Funktion f in der Gleichung Nu = } (Gr) 
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3 . festgestellt wurde, daB sich bei ahnlichen then caiman Zahlen in 
re GefaBen von etwa 10mm eine ungestérte Strémung nicht ausbilden 


; konnte (s. auch unter Nr. 4). — Ein anschauliches Bild von der Lage _ 
a; der Strémung kann man sich machen, wenn man sich das GefaB ver- 
a groBert vorstellt}. Dann wiirde z. B. bei R = 50cm und 7 = 0,05 cm 
» in Butan von Atmospharendruck der Schwerpunkt der Stromung unge- — 
fahr in 0,5 cm Abstand von der inneren Zylinderoberflache liegen. 
4. Die fiir die Strémung maBgebende Temperatur T, laBt sich nach | 
Gl. (9a) berechnen. In dem Bereich der GRAsHoFschen Zahlen, in dem i 
zwischen Messung und Rechnung gute Ubereinstimmung besteht, ist — 
die Differenz zwischen Strémungs- und AuBentemperatur (Z,— 7 
ungefahr 1/, der insgesamt zwischen den Zylindern herrschenden Tem- 
peraturdifferenz Z,— 7. Mit wachsendem Gr nimmt T,— 7), ab. =~ 
Der starkste Temperaturabfall (etwa 75% von T,—T)) liegt aig zwi- 
schen 7 und s, d. h. zwischen der Oberflache des inneren Zylinders und 
dem Schwerpunkt der Strémung. Von diesem Punkt nach aufen sinkt, 
die Temperatur langsam ab und hat in der Mitte zwischen den Zylin- — 
dern noch Werte von mehreren Graden, d.h. hier herrscht noch ein ~ 
merkbarer Auftrieb. Daher riihrt es, daB auch in relativ weiten GefaBen — 
(R/r etwa 500) die in den duBeren Teilen des GefaBes absteigende Stré- — 
mung die aufsteigende beeinfluBt und eine ungestérte Ausbildung der | 
Zirkulation verhindert. Gerade dies wurde, wie oben unter Nr.3 
erwahnt, beobachtet. a 


= 


Vorstehende Untersuchung wurde in den Chemischen Werken Hills 
durchgefiihrt. Der Werksleitung, vor allem Herrn Direktor Dr. BAv- — 
MANN, danken wir fiir die groBziigige Unterstiitzung. Herrn Obet- | 
ingenieur LEHMANN sind wir fiir Hinweise und Diskussionen, den 
Herren Dr. HUNSMANN und Dr. MEISTER fiir die Herstellung der reinen . 


«=a 


Gase zu Dank verpflichtet. : 


Marl, Kr. Recklinghausen, den 24. November 1947. 


‘ Dies Beispiel ist nur der Anschaulichkeit wegen gewahlt. Wiirde man wirk- . 


lich das GefaB in der angegebenen Weise vergréBern, so ware infolge der damit | 
verbundenen Anderung der GRasHorschen Zahl eine vollkommene Veranderung 


va des Strémungsbildes nicht zu vermeiden; die Strémung wurde viel naher an den 
a” Draht heranriicken. ‘ 


Eine Methode zur Bestimmung der spezifischen 
Warme der inneren Reibung und des 
Warmeleitvermégens von Gasen * 


~ Von 


e 


1 -RMANN SENFTLEBEN und Heinz Grapiscu, Marl, Kr. Recklinghausen. 


* (Eingegangen am 5. Dezember 1947. .) 


m AnschIu8 an die in der voranstehenden Arbeit durchgefiihrten Unrereccheneee 
es méglich, eine Methode zu entwickeln, die auf experimentell einfachem Wege 
gleichzeitig die spezifische Warme, die innere Reibung und die Warmeleitfahigkeit 


von Goses mit betrachtlicher Genauigkeit zu bestimmen gestattet. 
es *« 


In der vorstehenden Arbeit wurde die Frage des Warmeiibergangs 
in Gasen zwischen zwei koaxialen Zylindern (Radien: R und 1) be- 
handelt. Auf-Grund der dort wiedergegebenen Uberlegungen ergab sich 
fiir die je Zeiteinheit zwischen den Zylindern iibergehende Warme- 
menge Q in Abhangigkeit von dem Gasdruck # die Beziehung: 


Q=4—-S [i+ CPI]. (10a) 


In den Konstanten A, B und C sind enthalten [Gl. (8a, b, c, du. 12a, b, c) 
der vorigen Arbeit]: 

a) Die fiir das Gas charakteristischen Konstariten Cy (spezifische 
-Warme), 7 (innere Reibung), 2 (Warmeleitvermégen) und y (Molekular- 
-gewicht). 

__b) Die GréBen, welche durch die Apparatur und die 4uBeren Ver- 
suchsbedingungen gegeben sind, R, 7, ~, T, (Temperatur des inneren 
Zylinders) und TJ, (Temperatur des auBeren Zylinders). 

Die Uberlegungen, welche zu Gl. (10a) fithrten, verlangen folgende 
Beziehungen zwischen den Gréfen A, B und C, den Konstanten des 

Gases c,, n, A, w und denen der Apparatur: 


oS 


: 4=G, (Ia) 
4 soles (Ib) 
vy q aioe. 7 x I 
SN SRPLA (Ic) 


ae * Prof. CL. SCHAEFER zum 70. Gevurretes gewidmet. 
+ Hierbei ist Cy = Hp. 


a Ye oe are ae oe v- 5 = ee 
Wad c F v nth =A 2 ¥ : 7. Lek AS + ee 
‘ ‘ MN q woe 
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Hierbei enthalten C,, Cy, C, nur die Konstanten der Apparatur und! Ly 
die Temperaturen J, und J,. — Die Richtigkeit dieser fiir jedes ate 
mehratomige Gas giiltigen Beziehungen ist experimentell bestatigt. 
(Vgl. Tabelle 3, 4 und 5 der vorstehenden Arbeit.) 


Der Gedankengang der MeBmethode ist nun folgender: 


1. Man mi®t in einer sehr einfachen Apparatur! die von einem 
elektrisch geheizten Draht je sec abgegebene Energie als Funktion des 
Druckes des umgebenden Gases und erhalt Kurven der in Abb. 4, 5 
und 6 der voranstehenden Arbeit dargestellten Art. Dann approximiert 
man die Kurven durch Gl. (10a), d. h. man ermittelt fiir ein bestimmtes 
Druckintervall? die Konstanten A, B und C derselben durch Einsetzen- 
dreier aus der Kurve entnommener Werte von Q und der zugehérigen 


Be . 
Sia rida cer a} 


a 


Ay 


ey 


i 

Drucke. es 
2. Man fiihrt diese Messungen und Rechnungen zunachst an einem ie 
oder besser mehreren Gasen durch, fiir welche C,, 7 und 4 tabellen- 4 


maBig gut bekannt sind. Mit diesen GréBen und den Konstenten A, 
B und C legt man nach (Ia, b, c) die Werte von C,, C, und Cj fest. 
3. Man wiederholt die Messungen an dem zu untersuchenden Gase, 
bestimmt fiir die hierbei erhaltenen Kurven die Konstanten A, B und 


C und rechnet aus den 3 Gleichungen (Ila, b, c) die 3 Unbekannten 
C,, 4 und A aus. : 
Einzelheiten, die bei der Durchfiihrung zu beachten sind! “a 


Voraussetzung fiir die Ableitung der Gl. (la, b, c) ist, daB die Untersuchungen 
in allen Gasen bei gleichen Strémungsverhaltnissen erfolgen, d.h. in der sehr 
zweckmaBigen Ausdrucksweise der Warmetechnik, da® sie bei gleichen Werten a: 
der GRasHorschen Kennzahl* durchgefiihrt werden. Es handelt sich also darum, 
die Konstanten 4, B und C fiir das Eichgas und fiir das zu untersuchende Gas _ 
bei solchen Drucken zu bestimmen, die méglichst genau gleichen Werten der 
Kennzahl Gr entsprechen. Gleiche Werte von Gr bedeuten auch gleiche Werte > 
von s, bzw. s/r t, wobeis der Abstand des Strémungsschwerpunkts von der Zylinder- 


achse ist. Man muB also die Werte von 4, B und C beisolchen Drucken bestimmen, Fa 

die gleichen Werten von s/r entsprechen. Das geschieht am einfachsten folgender- ‘ 

maBen: Fiir beide Kurven bestimmt man 4A, B und C immer aus 3 Werten von 5 

Q, von denen einer zweckmaBigerweise* der Wert Q, fiir p = O ist. Beispielsweise ‘ 
rechnet man (4, B, C) fiir $ = 0, 100, 200 mm, dann fiir = 0, 200, 300 mm, 
dann fitr ~ = 0, 300, 400 mm usw. Aus den so gefundenen Werten von A, B 

und C berechnet man nach Gl, (13) : 

: 

s R BC Pr 

In In -- — “a 

y ; y f 2A | (13) ‘ 

nahi’ " 

1 Vel. S.635 der vorstehenden Arbeit. 

. . . Py 

* Hierzu sind die untenstehenden Einzelausfiihrungen sehr wichtig. r 


* Definition in Gl. (2) der vorstehenden Arbeit. 


+ Vgl. die Ausfiihrungen S, 643 der vorstehenden Arbeit. « 
4 Desgleichen S. 640. 


den Wert von s/r fiir 150, 250, 350 mm usw. Man erhalt so Kurven der in Abb. 9 
der vorstehenden Arbeit dargestellten Art, in denen s/r als Funktion von p auf- 
getragen ist, und zwar sowohl fiir die Eichgase als auch fiir das zu untersuchende 
Gas. Zu ein und demselben Werte von s/y sucht man in den Kurven den zugehorigen 
Wert Ps des Druckes. ZweckmAaBig ist es, den Wert Ps zu verwenden, bei dem das 
aximum der Kurve liegt. Dies entspricht nach den Ausfiihrungen S. 643 fiir alle 
_Gase dem gleichen Werte von s/r und damit von Gr. Um die entsprechenden Werte 
oo A, B und C zu erhalten, benutzt man 


BC 


> > 


; a) die oben erwahnte Beziehung (13) zwischen 4A, B, C und s|r. 
: b) Die Gl. (10a) fiir p = 0: QO, = A — 


c) Die Gl. (10a) fir p = p,: Op = A — sf [V1 + cp? 14). 


Vermittels dieser 3 Gleichungen sind in jedem Falle die 3 Konstanten 4, B und C 
zu bestimmen. Fiihrt man dies fiir alle Gase durch, so hat man die zur gleichen 
RASHOFschen Kennzahl gehérigen 4-, B- und C-Werte. Mit ihnen werden die 
oben unter 2. und 3. beschriebenen Rechnungen vorgenommen. 


Ein wesentlicher Punkt mu8 noch erértert werden, namlich die 
Frage, welcher Temperatur die gemessenen Werte von Cy, 4 und a 
entsprechen. In der vorangehenden Arbeit wurde, wie es in solchen 
Untersuchungen meist geschieht, die Temperaturabhingigkeit dieser 
GréBen nicht beriicksichtigt, d.h. mit einem Mittelwert derselben ge- 
rechnet. Die nach der vorstehend beschriebenen Methode ermittelten 
Werte gelten fiir die maBgebende Str6mungstemperatur 7J;, die nach 
Gl. (9a) aus A, B und C zu berechnen ist. GemaB Ziffer 4 der Zusam- 
menfassung in vorstehender Arbeit ist die fiir die Str6mung maBgebende 
Temperaturdifferenz gegen den Aufenraum J,— 7) stets ungefahr 
ein Viertel der gesamten Temperaturdifferenz zwischen Draht und 
Wand T,— 7. 

In der folgenden Tabelle sind alle bisher von uns mit dieser Methode 
ermittelten Werte von C,, 7) und 4 zusammengestellt'. Zum Vergleich 
sind — sofern geniigend genau bekannt und uns zuganglich — die aus 
aaa zu entnehmenden Zahlen angegeben?. Die Genauigkeit der 
Werte l4Bt sich noch steigern, wenn geeignetere elektrische Prazisions- 
-meBinstrumente, als zur Zeit benutzt werden konnten, zur Verfiigung 
_stehen. 

Durch Messung bei andern Temperaturen und Temperaturdifferenzen 
ist es auch méglich, die Temperaturabhangigkeit der hier bestimmten 
Gr6Ben zu ermitteln. 


4 2 Beim Vergleich ist zu beriicksichtigen, daB die in der Literatur angegebenen 
Werte zum Teil erheblich voneinander abweichen. 


Pa re tS ee hb. ' ; 
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Tabelle. “ 
- 108 > 408 
Athan (Eine. 13,6 A283, 6, 98 0,98 ees 
Athylen (DA sh. 10,95 | 10,7 | 1,075 | 1,07 0,633 
Acetylen C,H, 10,45 | 10,75 | 1,065 | 1,08 | 0,647 — 
Propan C3H¢ 18,8 18,9 0,885 0,86 0,55 0,55 
Propylen Guy > SAGs = 0,90 ‘4. 0;94 0,525 ae 
Butan C,H, 24,2 255: 0,80 0,79 0,51 0,49 — 
2-Butylen CH, 2a) 244 — 0,78 — 0,484 ie 
B-Butylen C,H, B 21,2 _— 0,825 <= 0,473 ag 
Butadien (1; 3) | C,H, - 22,8 — 0,805 — 0,485 
Vinylacetylen €,H, 17,9 — 0,865 — 0,437 
Methylbromid CH,Br 10,5 2 1,44 1,42 0,221 
Methylchlorid CERCI 9,5 11,0 4,115 1,12 0,313 
Methylenchlorid ‘oA sl 13,15 AAT 1,04 1,05 0,233 
_ Athylchlorid CHCl 1435.8 S157 1,005 1,02 0,342 
Ather WiCoH ys br sone 28,3 0,73 0,78 | 0,443 


Diese Arbeit wurde, ebenso wie die vorangehende, in den Chemischen. 
Werken Hiils ausgefiihrt, die in dankenswerter Weise die Apparate : 
und ela zur Verfiigung stellten. 


a 
M. ol Kr. Recklinghausen, den 24. November 1947. 


Die Nutzleistung binokularer Erdfernrohre* **. 
Von ; 
M. BEREK, Wetzlar. 
Mit 9 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 5. Dezember 1947.) 


Ein vom Verfasser aufgestelltes allgemeines Wahrnehmungsgesetz wird auf Beob- 
achtungen mit dem Fernrohr angewandt. Solange die Austrittspupille des Fern- 
rohrs kleiner bleibt als die Augenpupille, ist fiir die Sichtungsschwellen sowie 
fiir die Nutzleistung des Fernrohrs gegeniiber dem unbewalineten Auge das 
Produkt aus der VergréBerung des Fernrohrs und seiner Austrittspupille, also die 
6Be des Objektivs maBgebend. Uberschreitet die Austrittspupille des Fern- 
rohrs die Augenpupille, so wird allein die FernrohrvergréBerung maBgeblich. 
Die theoretisch héchste Nutzleistung wird numerisch gleich dem Zahlenwert der 
FernrohrvergréBerung; sie wird aber in Wirklichkeit wegen der Lichtverluste im 
Fernrohr niemals ganz erreicht. Fiir kleine Kontraste sinkt im Bereiche Kleinster 
-euchtdichten die Fernrohrleistung unter die des unbewaffneten Auges. Das | 
Optimum der. Kontrastschwellenleistung liegt fiir gréBere Sehwinkel immer, fiir 
leine Sehwinkel nur bei gré8erem Objektivdurchmesser im Bereiche des Nacht- 
sehens. Die Vergiitung des Fernrohrs wirkt sich, namentlich im Dammerungs- 
und im Nachtsehen, um so- vorteilhafter aus, je héher die Leistung des Fernrohrs 
schon vorher war. Das Wahrnehmungsgesetz stellt die bisher vorliegenden 
_ Messungen der Sichtung mit binokularen Erdfernrohren befriedigend dar. 


_ Die folgende Untersuchung befaBt sich mit den aus den physio- 
logischen Gesetzen beim Gebrauch von binokularen Erdfernrohren 
folgenden Schwellen der Sichtung und mit dem Nutzen, den solche 
Fernrohre dabei gewahren. ) 

_ Wahrend fiir die Sichtbarmachung von lichtschwachen Fixsternen 
im astronomischen Fernrohr die Diffraktionstheorie in Verbindung mit 
dem Riccéschen Satz eine so zuverlassige Grundlage abgibt, daB hier- 
durch die GréBenklassen der Sterne mit guter Sicherheit bestimmt 
werden kénnen, bestehen hinsichtlich des analogen Problems, das die 
Wahrnehmung von irdischen Objekten im Fernrohr betrifft, namentlich, 
sofern es sich um schwache Beleuchtungen handelt, noch sehr ge- 
-teilte Meinungen. Es hat wohl kaum ein Problem der angewandten 
Optik in den letzten 3 Jahrzehnten eine so umfangreiche Literatur zu 
-verzeichnen, wie gerade dieses. Dabei fallt es auf, daB systematische 
_ * Prof. CL. SCHAEFER zum 70. Geburtstag gewidmet. 
7 * ** Die Redaktion hat diese Arbeit angenommen, damit alle Herrn CLEMENS 
-ScHAEFER gewidmeten Arbeiten an derselben Steile erscheinen. Im allgemeinen 
-vertritt sie den Standpunkt, da8 Arbeiten iiber optische Instrumente in anderen 
Zeitschriften ihren naturgemaBen Platz finden. 


zelbeobachtungen absehen, bis auf einen Fall, auf den wir spater noch 
zuriickkommen werden, in der Literatur nicht vorhanden sind. Anderer- 
seits war die theoretische Behandlung dieses Problems bisher erschwert 
durch die Vielgestaltigkeit der physiologischen Grundgesetze, die bei 

der Wahrnehmung von Lichtreizen Geltung haben. Sofern namlich 

die angularen Dimensionen der Objekte iiber der Auflésungsgrenze _ 
liegen — und dieser Fall interessiert uns im folgenden vornehmlich —,~ 
kommen wir in einen Bereich, in dem von den physiologischen Grund- 
gesetzen abwechselnd und zum Teil nebeneinander der Riccésche Satz, 
die Riccd-PrpeRsche Regel, das WEBER-FECHNERsche Gesetz un 
das Sehscharfengesetz eine Rolle spielen. Alle diese Gesetze fiihren — 
aber, auf die Nutzleistung von Fernrohren angewandt, zu verschiedenen _ 
Folgerungen, deren Tragweite noch deshalb weniger durchsichtig wird, x 
weil die einzelnen Regeln jedesmal nur innerhalb eines beschrankten 
und dazu nicht scharf abgrenzbaren Bereichs Giiltigkeit besitzen. Ich — 
habe daher zunachst versucht, an Stelle der Vielheit von Regeln ein — 

sie alle umfassendes Wahrnehmungsgesetz zu finden. Das Ergebnis + 
dieser Voruntersuchung habe ich bereits vor einiger Zeit an anderer as 


‘Stelle mitgeteilt!. Das dort aufgestellte und naher diskutierte Wahr- _ 


nehmungsgesetz schlieBt sich dem umfangreichen Material, das in der — 
Literatur fiir Beobachtungen mit unbewaffnetem Auge durch die — 
Arbeiten zahlreicher Forscher zusammengetragen ist, im ganzen Hellig- 
keitsbereich von vollkommender Dunkelheit bis in das Gebiet begin- — 
nender Blendung mit Ausnahme weniger Messungen, die offenbar von — 
Beobachtern mit weniger sehtiichtigen Augen stammen, sehr befrie- | 
digend an. Dieses alle bekannten Sonderregeln umfassende Gesetz ist — 
verhaltnismaBig einfach und lautet: 1 


>_ 1 ]/e(Ba) , 1/o(Ba) ‘ 
JE=> Pe Pome (1) 

Die Bedeutung der einzelnen GréBen ist folgende: Verstehen wir unter 
B,, die mittlere Leuchtdichte des Umfeldes, ferner unter B; die des — 
wahrzunehmenden Gegenstandes, so ist ; 
* B;— By : 

K= Bae (2) 
der Kontrast des Gegenstandes gegeniiber dem Umfeld. Ist E die Be- 
leuchtungsstiirke und bedeutet 7, die mittlere Albedo des Umfeldes, 


r,; die des Gegenstandes, so gilt bekanntlich, wenn man E in Lux und 
B in Stilb bzw. in asb miBt: 


By = 


¥ 
104 a 


Ei, oder Bay=rEtx- (3)5 


‘ BeREK, M.; Z. Instrumentenkde. 63, 207 (1943). 


Diese Rea fonech bestehen sowohl fiir ce ry, wie auch fiir B,, 7,. Der 
Kontrast laBt sich also auch folgendermaBen schreiben: 


jets, (4) 


Yu 


iernach hat ein Objekt, das m-mal so stark remittiert wie das Umfeld, 
len Kontrast » —1, insonderheit ein vollkommen schwarzes Objekt 
en Kontrast —1. Die Beziehung (1) ist nur aus Beobachtungen von 
ositiven Kontrasten hergeleitet. Es haben aber H. SrEDENTOPF und 
E. REEGER! in neueren Untersuchungen gezeigt, daB fiir Kontraste, 
die sich nur wenig von 0 unterscheiden, die Sichtungswellen nur vom 
Absolutwert des Kontrastes abhangig sind. Dies andert sich erst bei 
er6Beren Kontrasten; die Sichtungsschwelle des Kontrastes —1 fallt 


wieder mit der des Kontrastes +1. Wir wollen im weiteren nur posi- 
tive Kontraste beriicksichtigen. 

o in (1) ist der Schwellenwert der angularen GréBe, in welcher der 
Gegenstand dem Auge dargeboten werden muB, wenn er beim Kon- 
trast K gegen das Umfeld und bei einer Leuchtdichte B, desselben 
gesehen werden soll. 

_ B, ist die Adaptionsleuchtdichte des Auges. Sie kann in den uns 
interessierenden Fallen in ausreichender Annaherung mit der Leucht- 
dichte B, des Umfeldes gleichgesetzt werden. Die Bedeutung der 
Funktionen g(B,) und 6(B,) wird aus folgendem anschaulich: Wenn 
o so klein ist, daB wir auf der rechten Seite von (1) den zweiten Sum- 
manden gegeniiber dem ersten vernachlassigen kénnen, erhalten wir 


nach Quadrierung: o? B,K = 9 (B,)- (5) 


Multiplizieren wir auf beiden Seiten mit der Flache der Eintrittspupille 
des Auges und benutzen (2), so folgt zunachst aus (5), wegen B, = B,: 


* (Dep)},* 0° (B;— B,) = © (Dep) 9 (Ba) (6) 


Ist nun G die pan einer kreisf6rmig abgegrenzten Flache im Objekt, 
deren Durchmesser unter dem Sehwinkel o erscheint, und ist e die 
Entfernung des Objekts vom Auge, so ist fiir Aleine Winkel o der 
riumliche Winkel, unter dem G vom Auge aus gesehen wird: 

—o =. (7) 
* 4 e 
deutet ferner » den raumlichen Winkel, unter dem die Flache der 
eeenpupille vom Ort des Gegenstandes aus erscheint, so ist 
na (Dep), 
4 e 


(8) 


1 S1epENTOPF, H. u. E. REEGER: Z. Instrumentenkde. 64, 83 (1944). 


Bereich gréBerer Umfeldleuchtdichten (> 10-5° Sb) mit der des Kon-. 
rastes +2 zusammen, dagegen fiir Umfeldleuchtdichten < 10-®&® Sb . 


ie Pee ee rs g ‘i 
ma iy iid ta ks 
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Mit (7) und (8) erhalt man aus (6): | 
* G+: (B,— By) =~ Dep)" 9 (Ba)- 


Links steht das 4/7-fache des Differenzlichtstroms, den gleiche Flachen- _ 
stiicke G des Gegenstandes und des Umfeldes dem Auge zusenden. 
Es ist also y(B,) der auf die Flacheneinheit der Augenpupille bezogene, 
mit 4/2 multiplizierte Betrag dieses Differenzlichtstroms. Der Inhalt 
von (5) ist gleichbedeutend mit dem des Riccdschen Satzes, der be- 
sagt, daB bei derselben Adaptionsleuchtdichte fiir kidine Sehwinkel de: 
Lichtstrom o? B, K eine Konstante ist. 

Die Bedeutung der Funktion 6(B,) wird ersichtlich, wenn wir so_ 
groBe Sehwinkel betrachten, daB auf der rechten Seite von (1) der erste 
Summand gegeniiber dem zweiten vernachlassigt werden kann. Dann 
folgt: 


__ 6(Ba) ; 
ae (10F 
Dies ist mit dem WeEBER-FECHNERschen Gesetz identisch, wel res” 


besagt, daB bei groBen Werten von o der wahrnehmbare Kontrast nur 
von der Adaptionsleuchtdichte, aber nicht mehr im einzelnen von o— 
selbst abhangt. Weil nach (10) im Bereiche des WEBER-FECHNERSchen 
Gesetzes b(B,) = K B, ~ B;— B,, ist, bedeutet b(B,) die im Bereiche 
dieses Gesetzes zur Wahrnehmung eines Gegenstandes erforderliche 
Leuchtdichtedifferenz zwischen Gegenstand und Umfeld. < 
Das Gesetz (1) gilt zunachst nur fiir das unbewaffnete Auge. Offen- 
bar muB es aber auch fiir das Sehen in Verbindung mit einem optischen- 
Instrument zurecht bestehen, wenn wir nur den modifizierenden Um- 
standen Rechnung tragen; denn wenn dem Auge Lichtreize dargeboten 
werden, diirfte es von sich aus nicht unterscheiden, ob ihm diese un- 
mittelbar oder durch Vermittlung eines optischen Instruments zuge- 
leitet werden. Zum Unterschied gegen die Beobachtung mit dém un- 
bewaffneten Auge versehen wir die entsprechenden GréBen bei Fern- 
rohrbenutzung mit dem Index * und stellen sie uns nun dar. on 
Der dem Auge in Verbindung mit dem Fernrohr dargebotene Seh- 
winkel o* ist gegeniiber dem dingseitigen J-mal vergréBert, wenn J” 
die VergréBerung des Fernrohres bedeutet. Es ist also: a 
ot=o-F", o. t 
Es sei « der Durchlissigkeitsfaktor des Fernrohrs in der Mitte seines 
Sehfeldes. Dann wird die Leuchtdichte B durch das Fernrohr auf den 


Wert 
BY = wB. (12) 


herabgesetzt. In dem Faktor « ist sowohl das direkt durch das Fern- 
rohr hindurchgegangene (im Innern des Fernrohrs nicht gespiegelte) | 


ba cht wie auch das mach ab cata to inneren Reflexionen in den Bild- 
: raum gelangende Reflexlicht enthalten. Bezeichnen wir den ersten 
A Anteil mit v, den zweiten mit , so ist 


f r o , e=rv+ti. 7 (13) Bere 
Wenn nun das Umfeld groB gegeniiber den interessierenden Einzelheiten he 


n ihm ist, sinkt bei Benutzung des Fernrohrs der Kontrast der Objekte 
durch die Lichtverluste und durch das falsche Licht auf den Wert: 


*, 


Ke BP Be (» Bi + 2Bu) — (v Bu + ABw) 
~ Bi yButaAB, 
v By — By 


¢ v 
SE ors YN 
lt ~ By lb 


Bedeutet ferner (D, p), den Durchmesser der Eintrittspupille des 
Fernrohrs (also den Sint tiscali des Fernrohrobjektivs), und ist (D, P) 


der Durchmesser der Austrittspupille des Fernrohrs, wobei nach einem 
kannten Gesetz der geometrischen Optik die Beziehung besteht: 
a (Dep), =I": (Dap) p> 3 (14), 
und ist schlieBlich (Dz p), der Durchmesser der Eintrittspupille des 
Auges beim Gebrauch des Fernrohrs (durch den Index * gegeniiber der 
Offnung der Augenpupille des unbewaffneten Auges unterschieden), so 
gilt, wenn wir uns daran erinnern, da @ einen spezifischen, auf die 
Flacheneinheit pape Lichtstrom bedeutet, folgende acpi 
a (D4 P)p < (DE p), bleibt, ist 


(13a) 


(D. EP), 


| 9* (Ba) = Hype P(e Ba) (15) 
wahrend im Falle (D4p), = (Dép) ,, weil dann ein Teil des Lichtstroms 
unbenutzt bleibt, einfach 

g* (Ba) = 9(u B,) (15) 
wird. Dabei ist immer B, (ohne Index *) die Adaptionsleuchtdichte 
fiir das unter sonst gleichen Verhdltnissen unbewaffnete Auge. 


_ Die Funktion 6(B,):B, schlieBlich transformiert sich, da sie nach 
(40) die Bedeutung eines Kontrastes hat, wie ihr Argument, also 


nar bt (Ba) __ b(w Ba) (16) 


Ba H Ba 


i: In Verbindung mit dem Fernrohr leitet sich also aus (1) und aus 
(11) bis (16) das Wahrnehmungsgesetz in folgender Form ab: 


“ v tind plu Ba) Ba) (4 Ba) 4 yh e 
\zk=¢ oF Y wba + wBa © uy aie 
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-AusmaBen ausschlieBen ; denn die Durchlassigkeit « andert sich innerhalb _ 
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Hierin bedeutet nach (14), (15) und (15a), je nachdem, ob (Dap), <% 
bzw. = (Dép), ist, F folgende Abkiirzung: 7 
ee ath baw. =T. (17a) | 

(DEP) 4 

Hinsichtlich der Giiltigkeit des Gesetzes (17) miissen wir noch einige ~ 
Einschrankungen machen: Fiir die Sichtungsverhaltnisse sind Licht- 
stréme mabgeblich, und diese werden durch die in rdéumlichen Winkeln ~ 
flieBenden Energien bestimmt. In der Beziehung (17) ist aber, ebenso 
wie in (1), im Anschlu8 an die iibliche Darstellungsweise, wie sie sich — 
(leider) eingebiirgert hat und von der wir deshalb auch hier nicht ab~4g 
weichen wollen, die Objektgr6éBe durch den ebenen Winkel o definiert. 
Wir wollen daher der Vorsicht halber voraussetzen, daB sich o jeweils — 
auf den Durchmesser eines kreisférmig abgegrenzten Flachenstiickes 
bezieht. Inwieweit es statthaft ist, Flachenstiicke von beliebiger Ge- — 
stalt durch eine 4quivalente Kreisflache zu ersetzen und deren angularen — 
Durchmesser mit o zu identifizieren, dariiber liegen keine Unter- 
suchungen vor. Ferner miissen wir Objekte von sehr groBen angularen 


+, 


des Sehfeldes des Fernrohrs auferordentlich stark. Fiir einen Feld- 
stecher 7 x 50 z. B. fallt die Durchlassigkeit (nach Messungen, die i 
den optischen Werken E. Leitz, Wetzlar, von Herrn A. RIEDE ausge- 
filhrt wurden) von etwa 0,65 in der Mitte des Gesichtsfeldes auf etwa 0,32. 
am Gesichtsfeldrand. Auch bei vergiiteten (d. i. mit reflexmindernder — 
Belegung ausgestatteten) Fernrohren bleibt der Abfall betrachtlich, nadm- — 
lich von nahezu 0,80 bis auf etwa 0,43. Wenn man bei der Anwend : 
von (17) nicht groBe Sehwinkel o ausschlieBt, ist die Durchlissigkeit 
unzureichend definiert. Auch bei der photometrischen Bestinimung ist — 
darauf zu achten, daB yu fiir die Mitte des Sehfeldes gemessen wird. Auf _ 
kleinere Schwankungen von jm, wie sie aus der Unsicherheit solcher 
Messungen entspringen, ist die Beziehung (17) nicht empfindlich. Noch 
aus einem zweiten Grund darf das Bild des Gegenstandes im Fernrohr. 
nicht zu groBe Ausmae arnehmen, vielmehr muB das Umfeld auch i im | 
Fernrohr trotz der Beschrankung des Gesichtsfeldes noch groB gegen. 
iiber dem Bild des Gegenstandes bleiben. Andernfalls wird die Leistung 
des Fernrohrs (durch den sog. Rohreffekt) merklich beeintrachtigt. 
_ Wenn wir von der Absorption des Lichts absehen, die bei Erdfern- 
rohren im Vergleich zu den Lichtverlusten durch Reflexion jedenfa Is 
gering ist, lassen sich die GréBen « und » leicht mit guter Genauigkeit 
berechnen. Fiir die Mitte des Sehfeldes ist: , 


in dieser einfachen Form dargestellt hat, beriicksichtigen alle inneren 
Reflexionen bis zur unendlichen Wiederholung. R ist das nach den 
_Fresnetschen Formeln zu berechnende Reflexionsvermégen einer ein- 
elnen brechenden Fliche. Die Summation x bzw. die Produkt- 
‘bildung I] ist iiber alle k Flichen des Systems zu erstrecken. Solange. 
von der Absorption abgesehen werden kann, ist, wie aus (18) ersichtlich, 
die Reihenfolge der Flachen im System fiir dessen Durchlissigkeits- 
faktoren ohne Belang. 

In den Tabellen 1a bis 1e gebe ich ausfiihrliche Darstellungen 
der Funktionen g und 0 in Abhangigkeit von B und yw. Da diese Funk- 
_ tionen aus dem gesamten verfiigbaren Beobachtungsmaterial abgeleitet 
sind, also aus Sichtungsmessungen, die verschiedenen Beobachtern ent- 
stammen, kénnen sie nur durchschnittlichen Verhaltnissen entsprechen. 
‘Eine nahere oder gar individuelle Prazisierung ist schon deshalb nicht 
_moglich, weil die Autoren es versiumt haben, die GréBe der jeweiligen 
_ Augenpupille der Beobachter mitzubestimmen. Nun tritt aber in der 
_ Sichtungsformel (17), die fiir das Auge in Verbindung mit dem Fern- 


_ rohr gilt, die Augenpupille des Beobachters auch noch explizit auf, und ! sii 


wir miissen daher bei . quantitativen Anwendungen dieser Formel, 
_ solange (Dap) .< (DE P) 4 ist, eine Festsetzung iiber die Zuordnung von 


DE Ep), 2u B ee Machen wir den Ansatz: 


(Der), = 4 +> (19) 


ae’ 


Tabelle 1. Die Funktionen p(u B) und b(u B), auf o in Minuten bezogen. 
me a) Vp (u B). 


| 0,201 | 

3 02159 | 0,222 | 0,259 5 | 02306 0337 | 0349 | 05360 | 02369 
0443 | 0455 | 02466 | 02476 
02551 | 02564 } 02575 | 02585 
02663 | 0,676 | 0,688 | 02699 

02781 | 02796 | 0.808 | 0,820 
0911 | 02927 | 02942 | 02955 
0,106 | 0,108 | 0,110 | 0,412 


~ —7,5 | 0,264 | 02327 | 02365 | 05412 
_-—7 0.369 | 0.434 
6,5 0,476 | 02542 
 —6 02585 | 02653 
—  —5,5 | 0,699 | 02770 
Sa 0,082 | 0,090 


02471 0,519 


BL 
| 
| 
t 
| 
02580 02630 
02693 | 02723 | 02746 
02814 | 02846 | 0,872 
0,095 | 0,099 - 


09231 | 02244 | 05254 | 0.264 


~ = 4,5 | 0,096 | 0,105 | 0,141 | 0,115 | 0,119 | 0,122 | 0,125 | 0,128 | 0,130 | 0,132 
Pao 4 0,112 | 0,123 | 0,134 | 0,137 | 0,143 | 0,147 | 0,151} 0,155 0,158 | 0,164 
3,5 | 0,132 | 0,148 | 0,160 | 0,169 | 0,177 | 0,183 | 0,190 0,196 | 0,201 | 0,206 
a3 0,161 | 0,186 | 0,203 | 0,218 | 0,230 | 0,244 | 0,252 | 0,261 | 0,270 0,278 
= 2,5 | 0,206 | 0,245 | 0,274 | 0,298 | 0,320 | 0,339 | 0,356 | 0,372 0,387 | 0,402 
~~ 2 | 0,278 | 0,344 | 0,394 | 0,436 | 0,473 | 0,506 | 0,537 | 0,565 | 0,592 | 0,617 

0,080 | 0,086 | 0,091 | 0,096 | 0,100 


a '040 | 0,052 | 0,061 | 0,068 | 0,074 
. Bie : 0,134 | 0,143 | 0,152 | 0,164 | 0,169 


ee 0,062 | 0,082 | 0,098 0,111 | 0,123 
: . 
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Tabelle 1. (Fortsetzung.) 
b) /o (# B). 


/ 4 
04158 04167 04175 04183 4 


—,5 04147 
—8 04179 | 04201 04236 | 04253 | 04268 | 04281 | 04293 RS 
—6,5 03074 | 0,083 03098 | 03105 | 0,111 | 0,117 | 03122 

—6 03119 | 03134 03158 | 03169 | 0,178 | 03187 | 03196 


03191 | 0,245 03253 | 05271 | 0,287 | 0,301 | 03314 


—5 03308 | 03346 03407 | 03436 | 0,461 | 0,484 | 03505 
— 4,5 03494 | 03556 03654 | 03701 | 03740 | 03777 | 03812 — 
— 4 03079 | 0,089 02105 | 02113 | 02119 | 0,125 | 0,130 
ae is 02128 | 0,144 02169 | 0,181 | 0,191 | 0,201 | 0,210 
fag 0,205 | 0.231 02271 | 02291 | 0,307 | 02322 | 02337 
is 02330 | 02371 02436 | 0,467 | 0,494 | 0,518 02541 
aa 02530 } 02596 02701 | 02751 | 02793 | 02832 | 02870 
Snes 0,085 | 0,096 | 0,105 | 0,113 | 0,124 | 0,127 | 0,134 | 0,140 


0,137 | 0,154 0,169 | 0,184 | 0,194 | 0,205 | 0,215 | 0,225 — 


T/p(uB) 
c) Vega . 
7 


49,2 


45,1 [43,2 41,8 40,2 
Sis 34,8 |32,7- {31,2 29,8 
eer j24,9 |23,2 |22,0 1|20,8 
—6,5 17:1 ATS,.S>- NOR MEA 
—6 11,4 10,5 9,92 9,34 
ye 7,52 .|' 6,93 *1.6,51-) 6,12 
a5 4,93 | 4,54 | 4,27 | 4,01 
= 4,5 3,24 3,00 2,82 2,66 
—4 2,197.1, 2.01. PEGs Taras 
— 3,5 1,50 | 1,47 | 1,34 | 1,28 
—3 1,09 | 1,03 | 0,990} 0,952 
—2,5 0,890 0,839 | 0,804 | 0,779! 0,757 
—2 0,880 0,770 | 0,720 | 0,690 | 0,669} 0,655 | 0,642 
—1,5 | 0,714] 0,649] 0,622) 0.604] 0,592/ 0,584] 0,577 
—1 ‘| 0,617] 0,581] 0,565) 0,556, 0,550) 0,545) 0,542 


der zunachst nur das unbewaffnete Auge betrifft, so bedeutet darin a 
den Durchmesser der Augenpupille fiir sehr groBe Werte von B, also 


im Bereich der Blendung, und a + he! den Durchmesser im Bereich - 
vollkommener Dunkelheit. Der Sinn der Formel ergibt sich aus fol- _ 
gendem: Denken wir uns (D;p) 4 uber yB aufgetragen und verschieben 


dann das Koordinatensystem parallel zu sich selbst, in Richtung der _ 
Ordinaten um den Betrag + a und in Richtung der Abszissen um 


i ‘ws ie 
a wie ate 


s ie: 


‘a aad Pttecnty 3 
na iste 49 ie Nat cistung ‘binokularer Endfernrohte. 


Sa Tabelle re reread) Abies: 
: ; let 
a) ai ANT 
& 2 Sd 
log Be : = : at x. CE VR a omit oye 
5 vw Pel 3 
0,4 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 | 0,7 ee meen 1,0 el 
° tay 
a 3 ; a 
*) = = — _ | 9,345 | 0,340, | 0,335 | 0,334 | 0,328 | 0,325 Ry 
—8 | 0,359 | 0,338 | 0,326 | 0,318 | 0,312 | 0,307 | 0,303 | 0,299 | 0,296 | 0,293 ae 
—7,5 | 0,325 | 0,305 | 0,295 | 0,287 | 0,282 | 0,278 | 0,274 | 0,270 | 0,268 | 0,265 at Aa 
+x, 7 0,293 | 0,276 | 0,266 | 0,260 0,255 0,251 | 0,247 | 0,244 0,242 | 0,240 ‘oe rus 
—6,5 | 0,265 | 0,249 | 0,241 | 0,235 | 0,230 | 0,227 | 0,224 | 0,221 | 0,218 | 0,216 Phe 
—6 | 0,240 | 0,225 | 0,217 | 0,212 | 0,208 | 0,205 | 0,202 | 0,199 | 0,197 | 0,196 “ae 
— 5,5 | 0,216 | 0,204 | 0,197 | 0,192 | 0,188 | 0,185 | 0,182 | 0,180 | 0,178 | 0,177 te hea 
5 0,196 | 0,188 | 0,178 | 0,173 | 0,170 | 0,167 | 0,165 | 0,163 | 0,161 | 0,160 | yaa 
—4,5 | 0,177 | 0,166 | 0,160 | 0,156 | 0,153 | 0,151 | 0,149 | 0,147 | 0,146 | 0,144 1 ee 
—A4 0,160 | 0,150 | 0,145 | 0,144 | 0,139 | 0,137 | 0,135 | 0133 | 0,132 | 0,130 , Rese; 
3,5 | 0,144 | 0,136 | 0,134 | 0,128 | 0,125 | 0,123 | 0,122 | 0,120 | 0,119 | 0,118 “Tae 
—3 | 0,130 | 0,123 | 0,118 | 0,115 | 0,113 | 0,112 | 0,110 | 0,109 | 0,107 | 0,106 : 1 
—2,5 } 0,118 | 0,114 | 0,107 | 0,104 | 0,102 | 0,101 | 0,099 | 0,098 | 0,097 | 0,096 mae 
ae 0,106 | 0,100 | 0,097 | 0,094 | 0,092 | 0,091 | 0,090 | 0,089 | 0,088 | 0,087 yy 
—1,5 | 0,096 | 0,091 | 0,087 | 0,085 | 0,083 | 0,082 | 0,081 | 0,080 | 0,079 | 0,079 eS hice 
_—41- | 0,087 | 0,082 | 0,079 | 0,077 | 0,075 | 0,074 | 0,073 | 0,072 | 0,072 | 0,071 ge 
e) pode dat 
: late ¥ 
,, 
0,930 | 0,942 | 0,955 | 0,969 | 0,985 | 14 ph 
—8 0,819 | 0,854 | 0,891 | 0,918 | 0,947 | 0,975 | 1 aR 
—7,5 0,770 | 0,818 | 0,863 | 0,899 | 0,935 | 0,969] 4 a 
7 0,743 | 0,797 | 0,847 | 0,888 | 0,928 | 0,966 | 4 Matt 
5 0,727 | 0,784 | 0,837 | 0,882 | 0,924 | 0,963 | 4 a aa 
=i 0,717 | 0,777 | 0,832 | 0,878 | 0,922 | 0,962 | 1 7 ee 
—5,5 0,714 | 0,775 | 0,830 | 0,877 | 0,921 | 0,962 | 1 ‘ 
Sa, 0,716 | 0,770 | 0,833 | 0,879 | 0,923 | 0,963 1 ope 
as 0,726 | 0,785 | 0,840 | 0,884 | 0,927 | 0,965 | 1 ei 
—4 0,744 | 0,801 | 0,852 | 0,894 | 0,933 | 0,968 | 1 atv. 
— 3,5 0,771 | 0,824 | 0,871 | 0,908 | 0,941 | 0,972 | 4 Ka i 
—3 0,808 | 0,854 | 0,892 | 0,925 | 0,953 |0,978 | 1 ue 
— 2,5 0,852 | 0,889 | 0,919 | 0,944 | 0,965 | 0,984 | 4 peek! 
—2 0,895 | 0,923 | 0,944 | 0,962 | 0,976 | 0,989 | 14 
= 1,5 0,934 | 0,952 | 0,966 | 0,977 | 0,986 | 0,994 1 
= 0,962 | 0,973 | 0,981 | 0,988 | 0,992 | 0,997 | 1 


den Betrag —c, so gehorchen die neuen Koordinaten (Dp) 4 und ye 
nach (19) der Hyperbelgleichung (Djp) , « |B’ = b. Die Konstanten a 
und c bestimmén aber die obere und die untere Grenze der Pupillen- BS 
- weite. Wenn solche Begrenzungen nicht vorhanden waren, wiirde sich ‘ 

~ demnach mit dem Wechsel von B die Pupillenéffnung so andern, dab a 
Pee), -B konstant bliebe, also immer der gleiche Lichtstrom ins f 


a oe 
Tabelle 2. Dib iiierpinsibore fiir den Durchmesser der Lae aes 
waffneten Augen nach (19) und (19a). 


Auge gelangte. Mit folgenden Werten {auf (Dep), 
_ a@=1,8; b=0,174; c¢=0,031 
erhalten wir die in Tabelle 2 dargestellte Abhangigkeit des Pupillen- 
durchmessers von B, die sich den Messungen von P. REEVES, denen 
von J. BLANCHARD und auch denen von W. NAGEL und A. KLUGHARDT | 
im ganzen Leuchtdichtebereich befriedigend anschlie8t. Wir wollen © 
daher diese PupillengréBen als normale Durchschnittswerte beim freien 
Sehen ansehen. Es ist dies natiirlich eine gewisse Willkiir, zu der wir 
aber letzten Endes gezwungen sind. 
Zur Berechnung von (D&p) , in Verbindung mit dem Fernrohr mub 
man in (19) B durch uw B Gacheer! dies macht im Bereiche des Nacht- 
sehens nur wenig aus, dagegen mehr im Tagsehen; solange dort (D4p)_.< > 
(Dép), bleibt, muB man dies beriicksichtigen. Im Tagessehen wird, — 
aidiclae der Abschirmung des Sehfeldes durch das Fernrohr, (Dip) ea 
in Wirklichkeit noch ein wenig gréBer sein, als so berechnet. 


J ” 


vt f a 
et, Die Anforderungen an ein Fernrohr fiir die Sichtung a 
af eines vorgegebenen Objekts. s 
‘ i ier Wenn in einem Umfeld von der Leuchtdichte B ein Objekt von | 
ta der anguliren Gré8e o und mit dem Kontrast K gegen das Umfeld — 


} gesehen’ werden soll, mu das Fernrohr nach (17) der Bedingung ge 4 
rs niigen : 


a Reallisias B) 

. uB wer 
BK 20) 

a ora rie ay OL 

le uB ‘ant 

Dies bedeutet wegen (14) und wegen (17a), wie man leicht einsieht, — 

‘a eine doppelte Bedingung fiir das Fernrohr, namlich 


Ai (Dep), 2F+ (Dep), und zugleich SF. 


- 


(20) 4 


% Se oer = “f 

In Abb. 4 Red nick ct ee sage ar awe xa o'=.10! ean 
0 ro die nach (20), (20a) berechneten, zur Sichtung erforderlichen 
MindestgréBen von (Dep), und von J’ in Abhangigkeit von B darge- 


x tellt. Die Annahmen ju = 0,78, v/u = 0,986 entsprechen durchschnitt- 
lichen Verhaltnissen_ bei vergiiteten Fernrohren. An den mit e bezeich- 
-heten Stellen wird das Objekt wegen /’7= 1 jedesmal auch schon mit 
aerial Auge gesichtet. Die erste Bedingung in (20a) darf nicht 
zu benutzt werden, um 
lus eine Abkangigkeit 
der erforderlichen Objek- 
tiv6ffnung von der indi- 15041 
viduellen GroéBe der Augen- 
pupillen herzuleiten; denn (ep), 
schon die Funktionen g 7” 
und 6, also schlieBlich auch 100 
F, betreffen nur Durch- 
-schnittswerte von (Dz P) 4: 


“Das hat eine gewisse, wenn 
-auch nicht groBe Unsicher- 5 
heit der Auswertungen zur 
‘Folge. 
Die oft in letzter Zeit 
_aufgeworfene Frage, inwie- 
weit eine kleinere Austritts- 
pupille des Fernrohrs durch 


~ eine starkere Vergr6Berung Abb. 1. Anforderungen an ein Fernrohr fiir die Sichtung eines 
, vorgegebenen Objektes. Durchlassigkeitsfaktoren: pw = 0,78; 


ausgeglichen werden kann, 9,36. (Dp) 4 nach (19) mit (19a) unter Beriick- 
c ist miiBig ; denn nach (20a) sichtigung von y. (PEP), <--- Te @ Tiara 
_ kommt es nicht auf die 
_ Austrittspupille des Fernrohrs, sondern auf den Objektivdurchmesser, 
den Durchmesser der Augenpupille und auf die VergréSerung an. 
~ wanit man die GréBe von (Dy, p) - und von J” entsprechend den 


eel aaaae in (20a), so wird die Austrittspupille des Fernrohrs 
_ gleich der Augenpupille. Man kann natiirlich J’ auch gréBer nehmen. 
Bei unverandertem Objektivdurchmesser wird dann die Fernrohrs- 
- austrittspupille kleiner als die Augenpupille, aber ohne da® die Eigen- 
_ schaften der Sichtung sich dadurch andern; denn nach (17a) wird im 
Faille (D4p), < < (Dép), der Wert von I’ belanglos, wohlgemerkt fiir 


die Sichtung, nicht fiir die Sehscharfe. Es sei darauf hingewiesen, daB 
ys es sich bei allen unseren Betrachtungen nicht um Sehscharfeschwellen 
jn dem Sinne handelt, wie dieser Begriff in der Ophthalmologie zur 
‘Kennzeichnung der Fahigkeit, Schriftzeichen zu entziffern, gebraucht 


‘yep 
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wird, sondern um Wahrnehmung- (Sichtungs-) Schwellen. Die Sichtung | 
erfordert ein Mindestma® von Objektivdurchmesser und VergréBerung. — 
Die mit einem vorgegebenen Fernrohr erreichbaren Schwellenwerte der * 
Sichtung. Die Nutzleistung des Fernrohrs gegeniiber dem unbewaffneten Auge. ; 
AuBer der in (20) dargestellten GréBe F, welche lediglich die 
Eigenschaften des Fernrohrs betrifft, kann das Gesetz (1) bzw. (17) zur = 
Bestimmung von drei physiologischen Schwellenwerten dienen: Der zi 
Schwelle o der anguldren ObjektgréBe, der Kontraststhwelle K und der ‘ 
Schwelle der Leuchtdichte B bzw. der Beleuchtungsstarke E. Ent- — 


sprechend haben wir beim Fernrohr auch 3 Arten von Nutzleistungen Bi 


durch das Verhaltnis des Schwellenwertes fiir das unbewaffnete Auge 
zu dem beim Gebrauch des Fernrohrs definieren: 
CA . 


= — Lr= 
o OF’ K 


mas 2s 
16 aa Aine am 


Die anguldre Sichtungsschwelle ist nach (1) bzw. nach (17): 


je +2 | 
B F us (21) 


Oo, = — . Ga — % 
nn) an | LC | CP | 072 : 
| B f uB ; 
y , , *e + 
Hieraus folgt fiir die entsprechende Leistungsgr6Be?: 
ERY rE é 
pee Vee Ve $ 
L,=F |/: vt na Sat (21a) 
p(u B) _ b(B) x 
ye 1% | 
; B a 


Zur Orientierung ist zunachst in Abb. 2 fiir den Fall K = + 1 eine 
Darstellung der nach (21) berechneten Sehwinkelschwellen, ihrer rezi- 
proken Werte und der nach (21a) bestimmten Nutzleistung eines 
speziellen Fernrohrs wiedergegeben. Die Ordinaten der Kurve L, geben 
an, durch welchen Zahlenwert die Sichtungsschwellen ¢, des unbe- 
waffneten Auges dividiert werden miissen, um die Schwellen of bei 
Benutzung des Fernrohrs zu erhalten. An der Stelle, wo die Augen- 
pupille gleich der Austrittspupille des Fernrohrs wird, erfahrt die Kurve 
L, eine scharfe Umbiegung, die dadurch bedingt wird, daB dort die 
Abhangigkeit der Leistung von (Dep) (DEp) 4 1 eine solche von J” 
wechselt. Fiir gréBere Kontraste als + 1 liegen wohl die Werte O4 
und oy beide tiefer als in Abb, 2 dargestellt, aber die Lage der Leistungs- 
kurve L, bleibt selbst fiir AK — co im ganzen Leuchtdichtebereich 


*Wempe, J.: Z. Instrumentenkde. 64, 71 (1944), hat als Nutzleistung des Fern- 
rohts die GréBe L,:I" definiert, was mir weniger treffend erscheint. 
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nahezu unverandert. Fir wesentlich kleinere Kontraste hingegen, 
namentlich unterhalb A = 0,5, steigt die Schwelle Oy im Bereiche 
kleiner Leuchtdichten viel starker an als die Schwelle o 4) daher bleibt 


fiir solche kleinen Kontraste die Nutzleistung L, im Bereiche kleiner 


Leuchtdichten erheblich hinter der in Abb. 2 dargestellten zuriick und 
nahert sich erst im Bereiche gré®erer Leuchtdichten wieder dem dort 
verzeichneten Verlauf. 12 
Allgemein folgt aus der 
Beziehung (21a): Solange W 
die Austrittspupille des 
Fernrohrs kleiner bleibt als 
die Augenpupille — was 9 
beim Nachtsehen zumeist 
die Regel ist —, wachst die 
Fernrohrleistung hinsicht- 
lich der Sehwinkelschwelle 
mit dem Durchmesser des 
Fernrohrobjektivs und ist 
von der Vergr6Berung des 
Fernrohrs ganz unabhan- 
gig. Von derjenigen Leucht- 
dichte aufwarts, bei wel- 


13 bzwLe 


Augenpupille gleich dem 
Durchmesser der Fernrohr- 
austrittspupille wird oder 


sie unterschreitet, geht die eee bee Been ee 
Nutzleistung L, proportio- ee ie soe i ee ee ee 


nal mit der Fernrohrver- Bo 
a d rd Abb. 2. Sehwinkelschwellen und Nutzleistung fiir den Kontrast 
groBerung und wird von K = +4. Fernrobr: 7 x 50; ¢ = 0,78; v/u = 0,986. 


sdmtlichen Pupillen explizit 

unabhangig. Der zweite Faktor in (21 a) tragt der Minderung der Leistung 
infolge der durch y <1 bedingten Schwachung der Lichtstréme Rechnung. 
Wie aus der Tabelle 1¢ ersichtlich ist, hat dieser Faktor bei 10-® Sb & 
40-®5 asb ein Minimum, das ist im Ubergangsgebiet vom Zapfensehen 
zum Stabchensehen. Der letzte Faktor in (21 a) schlieBlich beschreibt die 
Minderung der Nutzleistung infolge der Herabsetzung der Kontraste beim 
Sehen durch das Fernrohr. ” K im Zahler ist immer kleiner als K im 

e b(uB) 

Nenner; andererseits ersieht man aus Tabelle1d, daB / MS ) immer 
groBer ist als oe) _ Daher wird der letzte Faktor’ in (21a) um so 
kleiner, je geringer die Durchlassigkeit w ist. Fiir groBe Kontraste nahert 


sich der Wert dieses Faktors dem Betrage |/»/. Diese Grenze wird aber, 


Pl a OY 3 4 og, Se a - SS a a el PS an Oe 

RS ye et ore cept SEEN Bree 
ne Leer ici. = RY ” , x : e's Ci , 

Ea ae ae ee teas ‘ : ee iy wil 


GTO re eg Posy? ML Berec? SUNS ee, ee 
. ie : a : 


wie wir im weiteren noch sehen werden, praktisch schon bei ganz e. 
mafigen Kontrasten erreicht. Fiir den Kontrast 


b(uB) ae 
| Coder as ex (22) 


-sinkt die Nutzleistung des Fernrohrs auf Null. Schon, wenn ti unter 
den Wert 1 fallt, fiihrt die Sichtung mit freiem Auge weiter als die_ 


Abb. 4. 


Abb, 3. Sehwinkel-Nutzleistung verschiedener Fernrobre fiir groBe Routenste: vollkommen licht- _ 
durchlassig; — -— vergiitete Flachen; ---- - nichtvergiitete Flachen. (PE P)4 entsprechend (19) mit : 
den Konstanten (19a) unter Beriicksichtigung von yp. , 


vergiitet nichtvergiitet 


* 
Abb. 4. Sehwinkel-Nutzleistung derselben Fernrohre wie in Abb, 3, aber fiir den Kontrast K = + 0,10. 


Benutzung des Fernrohrs. Solche Verhaltnisse kénnen fiir kleine 
Kontraste im Bereiche sehr kleiner Leuchtdichten auftreten. 

In Abb. 3 und 4 sind die vorstehend geschilderten Verhaltnisse an 
4 Fernrohren, denen mittlere Eigenschaften zugrunde gelegt wurden, 
veranschaulicht, und zwar wieder unter der Annahme einer Pupillen- 
zuordnung gemaB (19) und (19a). Die Abb.3 ist von vornherein nur — 
fiir sehr groBe Kontraste berechnet; aber selbst fiir K =1 wiirde der 


ee 1 Ser eee nur im Berman’ kleinster Gnveldisuentarchter: | 


eka ith dort nur kaum merklich, anders sein. Stirkere Anderungen — 


_ treten erst ein, wenn der Kontrast erheblich unter dem Wert 0,5 liegt. 

_ Die Nutzleistung fallt dann im Bereiche kleinster Umfeldleuchtdichten 
in starker Abhangigkeit von # rasch ab, Fiir K = 0,1 (Abb. 4) sinkt 

- die Leistung in der Nahe von 10-8 Sb auf den Wert 1 und darunter, 
& und zwar fiir die Fernrohre mit nicht vergiiteten Flachen deutlich 
_ friiher als bei den anderen. 10 
_Ubereinstimmend ersieht man 
aus den Abb.3 und 4: Im “Lx 08 
_ Nachtsehen laufen, abgesehen |°? 
~ von den durch die Lichtdurch- 
- lassigkeit bedingten geringen 
_ Unterschieden, die Leistungs- 
%: kurven fiir gleiche Eintritts- 
poecrilen. im Tagsehen dagegen 

Bp -sic fiir gleiche VergréBerungen 
"zusammen. Der Nutzeffekt der 
Re Veretiting istumsogr6Ber,je 7 
_ héher schon die Nutzleistung 
_ des unvergiiteten Fernrohrs 
_ war, underweist sich besonders 

+ exo, wenn kleine Kontraste 


06 


O4 


02 


70-6 =) SL -3 <2 


ie le Mth od Pe RE Ber abe ew 

- beobachtet werden miissen. VP ee ee a ea a eee. 
i. Die Undefiniertheit der Pu- 414, 5 xKontrastschwellen und Nutzleistung fiir ¢ = 10’. 
_ pillenzuordnung macht zwar Fernrobr wie in Abb, 2. 


den Verlauf der Leistungs- 
_kurven, hauptsdchlich im Bereiche kleinster Leuchtdichten, etwas 
os unsicher, andert ars an den vorstehenden prinzipiellen Feststellungen 
nichts. 


3 Fir die Kontrastschwellen folgt aus (1) bzw. aus (17): 


Cae K,= ff tVeB + eB} 


aun (23) 
; 1 —- 2 
e Kea so { op (9B) + Vou B)} 
- und fiir die entsprechende Nutzleistung des Fernrohrs: 
ae oEs Se 5 
ii ~Ve (B) + Vos) | 
we Lr =v FT ar any a oem ; (23 a) 
Rg + Vota B) + Youu By | 


__ Wir betrachten auch hier zunachst ein einzelnes Beispiel (Abb. 5). 
Ly verhalt sich durchaus anders als L,, da die Abhangigkeit der Leistung 


Voy reas ae 
eg cee 
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von F und B in beiden Fallen eine andere ist. Fur Objekte von sehr a 
kleinen angularen Ausmafen wird SS 

Cxloe =F# p(B) ’ ( ag a 
die Nutzleistung also proportional zur Flache der Eintrittspupille bzw. f 
fiir (D4p), = (Dép) , proportional zum Quadrat der VergroBerung. eo 
Bei sehr groBen Objekten ist der 50 pest \ _* 
Grenzwert der Leistung: ; 

b(B) 


(Ex) b( B) (24a) 


Abb. 6. Kontrastschwellen-Nutzleistung derselben Abb. 7. Wie Abb. 6, aber fiir ¢ = 1’. 
Fernrohre wie in Abb. 3, fiir o = 10’ und o > 10’. 


Da letatere GréBe wegen <1 auch selbst immer kleiner als 4 bleibt, | 
werden sehr groBe Objekte unter allen Beleuchtungsverhaltnissen besser — 
ohne Fernrohr gesichtet, tibrigens eine bekannte Erfahrungstatsache. 
In den Abb. 6 und 7 sind fiir dieselben Fernrohre wie in Abb. 3 die } 
Kontrastschwellennutzleistungen Ly wieder als Funktion von B dar- — 
gestellt. Betrachten wir zunichst Abb. 6 (6 = 10’ und o > 10’). Bei — 
sehr groBen Sehwinkeln ist der Nutzwert fiir ideal lichtdurchlassige 
Fernrohre gleich 1, also gleich der Leistung des unbewaffneten Auges, 
fiir nicht vollkommen durchlassige Glaser etwas niedriger als 1 (0,8 bis — 
0,95). Auch fiir Sehwinkel von 10’ verhalten sich im Tagsehen die — 


a“ s 


einzelnen Fernrohre noch wenig unterschiedlich; die Kontrastnutz- 


_leistung liegt hier etwas tiber dem Wert 2. Noch im Ubergang zur Dim- 
-™erung sind die Leistungen der einzelnen Fernrohre verhaltnismaBig 
_wenig differenziert. So ist bei 10-> Sb der Unterschied der Leistungen 
fiir Fernrohre mit Objektiven von 50 und 70 mm Offnung noch kaum 
beachtlich, wenn auch gegeniiber den Fernrohren mit nur 25 mm 
Objektivéffnung dort schon deutlich unterschieden. Erst im Bereich 
des Nachtsehens wird fiir die Fernrohre mit groBerer Eintrittspupille 
die Leistung immer iiberragender. Diese Verhiltnisse andern sich 
noch zunehmend, je mehr die 7 
angulare ObjektgréBe ab- 
nimmt. Fiir o = 1’ (Abb. 7) 
sind schon bei 10-° Sb die 5 
Nutzleistungen fiir Fernrohre /og/, 
mit Objektiven von 50 und i -4 
. 75 mm Offnung stark unter- 


Jeg B, 


schieden. Ihre Leistungswerte > eae 70500799 


See 


laufen erst im Tagsehen bei = + 1-2 = 
10°? Sb zusammen. Auch : 
aus diesen Abbildungen wird 9 *777}{ an Seen 
deutlich: Die Vergiitung 
-wirkt um so starker, je 0 5! 70' 15! 


; gréBer die Leistung schon Abb. 8. Leuchtdichteschwellen und Nutzleistung derselben 
Fernrohre wie in Abb. 3, fiir K = + 1. 


Se ee =_-- 


vorher war. 
Die Leuchtdichteschwellen bzw. die Schwellen der Beleuchtungsstarke 
lassen sich aus (1) bzw. (17) nicht explizit darstellen, da B in kom- 
plizierter Weise in den Funktionen g und 6 enthalten ist. Man kann 
aber mit den friiher! gegebenen Entwicklungen von und 6 leicht zu 
folgenden ersten Ndherungen der Schwellen B gelangen: 
| 1074 1078 


Byway Brrr = : 
/ 13? 3 
oR} njor 2x! 


-Hierin ist B in Sb und o in min auszudriicken. Die Naherung fiir By 
ist weit vollkommener als die fiir By, weil in letztere noch (Dep) , 
eingeht. Es darf die Nutzleistung Lg nicht unmittelbar aus diesen 
Naherungen berechnet werden; denn sie wiirde dann unabhangig von 
pK und von o sein, was in Wirklichkeit nicht zutrifft. Viclmehr sind 
Bee Naherungen (25) nur dazu zu verwenden, um mit ihrer Hilfe 
_ schneller die genaueren Werte der Schwellen zu finden, welche den 
-Beziehungen (1) und (17) geniigen. Erst aus den korrigierten Werten 
darf die LeistungsgréBe berechnet werden. 


1 BEREK, M.: Z. Instrumentenkde. 63, 297 (1943). 
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In den Abb. 8 und 9 sind zu K= 1 baw. ee Of a dedchidie nte- 
schwellen B, fiir das unbewaffnete Auge und auBerdem fir dieselben 
Fernrohre wie frither die Nutzleistungen L, in Abhangigkeit vom Seh- 
winkel dargestellt. Die Ordinaten zu Lg geben den Zahlenwert, durch 
den man B, dividieren muB, um die Schwelle B, za erhalten. Auch 
hier anes die Leistungskurven (nicht jedoch die Kurve B,) fir 
beliebige Kontraste >1 praktisch unverandert. Merkliche Anderungen 
treten erst fiir Kontraste, die wesentlich unter 1 liegen, auf. In der Abb. 8 
umfaBt das Tagsehen, wie aus den Ordinaten der Kurve By zu ersehen 


Abb. 9. Wie Abb. 8, aber fir K = + 0.10. An der Ordinate lies —3 statt —5. 


ist, nur den Bereich der kleinsten Sehwinkel, dort wo die Leistung A 
kurve stark ansteigt; in Abb. 9 dagegen betrifft das Tagsehen bereity 
etwa die halbe Ausdehnung der Abszissenskala. 


Experimentelle Befunde. 


Wie schon erwahnt, kann fiir das unbewaffnete Auge das a 
meine Wahrnehmungsgesetz (1) durch die Summe der Erfahrun mn 
als erwiesen gelten. Zur Priifung der Folgerungen, die sich daraus 
fiir den Gebrauch binokularer Fernrohre ergeben, steht in der Literatur 
leider nur das wenige Material zur Verfiigung, das vor kurzem J.WeMPE? 
iiber Sichtungsschwellen mit Fernrohren veréffentlicht hat. Es be- 
zieht sich auf Laboratoriumsversuche an Kreisscheibentesten, die bei 
relativ kleinen Dingweiten (zwischen 6 und 13 m) durchgefiihrt wurd om, 
und betrifft die Messung von Sehwinkelschwellen fiir sechs verschiedelil - 
Beobachter. Die Beschrankung auf Sehwinkelschwellen ist prinzipiel ell 
belanglos, da sich ja alle 3 Arten von Schwellen aus demselben Gesetz 
durch einfache Umstellung ableiten. Die in den ersten 6 Spalten von 
Tabelle 3 mitgeteilten Daten entsprechen den Angaben des Autors. 
Der Schwankungsbereich der Leistungen (Spalte 5} ist ziemlich bee 
trachtlich. Es handelt sich dabei wohl kaum nur um individuell bedin; 
Unterschiede, sondern um eine allgemeine Unsicherheit der Messunge rr 


a WEMrE, J.: Z. Instrumentenkde. 64, 71 (1944). Re 


le 


< Roms “ oa 


denn Pethet ta einen und desekIBe Beobaditer (den in der Originule | 
3 arbeit mit M. bezeichneten) hat man nach den yon J. WEMPE mitgeteilten 
1 abellen die sehr unterschiedlichen Werte: 


_Fernrohr: 6x 30 7X50 15 x 60 
ay \ 33° 4,8 5,5 aus J. Wempe! S, 78. 
a “a 4,6 6,4 8,2. aus J. Wempe!? S. 76 fiir 
log B = —2,52 zu entnehmen. 


Ich habe daher zu den Mittelwerten in Spalte 6 noch in der Spalte 7 
die durchschnittliche Streuung der Messungen hinzugefiigt. Nur in die- 
sen Grenzen wird man gegebenenfalls eine Ubereinstimmung zwischen 
den experimentellen Befunden und der Theorie erwarten diirfen. In 
Spalte 8 stehen die von J. WeEmPE selbst nach einer Formel von 
A. Ktxi* berechneten Leistungswerte fiir diese Fernrohre. Sie geben 
_ zwar den Gang, aber nicht die Betrdége von 7, richtig wieder. Die 
Spalten 9 bis 14 beziehen sich auf die Anwendung unserer Formeln. 
Die Werte »/u in Spalte 9 sind nach bekannten Verhiltnissen in ahn- 
lichen Fernrohren geschatzt und diirften sich nur um belanglose Betrage 
von den wahren Werten unterscheiden. In den Spalten10 und 11 
stehen die Leistungswerte, nach Formel (21a) berechnet, und zwar in 
40 unter Zuordnung der Pupillenweiten gemaB (19) mit den Konstanten 
(49a), was unter Beriicksichtigung von yw auf (Dép) , = 7,4mm fihrt, 
- Schon diese Leistungswerte fallen gut in den Schwankungsbereich der 
_Spalte 5 und stimmen unter Beriicksichtigung der in Spalte 7 ange- 
_gebenen Streuungen mit den Mittelwerten in Spalte 6 befriedigend 
iiberein. Noch besser wird die Ubereinstimmung, wenn man die Augen- 
pupille etwas kleiner annimmt, als den Konstanten (19a) entspricht; 
_ Spalte 11 gibt die Ergebnisse der Rechnung fiir (Dép) ,= 6,5 mm. In 
- Anbetracht der erheblichen Unsicherheiten, mit denen sowohl die 
-Messungen wie auch die Berechnungen behaftet sind, kann man mit die- 
ser Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theorie zufrieden sein. 
In besonderer Freundlichkeit hat mir vor einigen Jahren Herr 
_K. Martin (t) (E. Busco AG., Rathenow) eine Serie im Freien durch- 
gefiihrter Messungen zur Verfiigung gestellt. Der Versuch, diese Mes- 
sungen zu deuten, wurde fiir mich seinerzeit der AnlaB zu dieser 
- Untersuchung. In der Tabelle 4 sind in den ersten 4 Spalten die Eigen- 
schaften der von K. MARTIN benutzten Fernrohre mitgeteilt. ». wurde 
auch hier photometrisch gemessen. In den Spalten 5 sind die bei 
~40-2asb und bei 104asb gemessenen Nutzleistungen fiir Sehwinkel- 
Be cvelien dieser Fernrohre vermerkt; sie sind aber hier nicht auf das 
4 ~ unbewaffnete Auge bezogen, sondern auf eine willkiirliche, vom Autor 


ws 


1 WempE, J.: Z. Instrumentenkde. 64, 71 (1944). 
2 Kur, A.: Phys. Z. 37, 912 (1936). 


. 


M. BEREK 


3 
Re 
B 
5 


676 


a » as f > “+o 8, - iy bs 
d —* 7 


:Sunnaiys eyo rayosysing 
OFFA 
$630. OL9b | O98h ch 
$68'0 OLEP Orly OF 
$680 OO8E OLS} OF 
L86‘0 OLbY OO9b Ss 
‘ $76'0 O8SE | OV L 
ot = 89'T $680 Ovtt | O88 9 
FO VE GRO ea '76'0 OOS | OW’ 9 


ia oad 1-01 


qst gO} 


:(“7) sne qsty-OF | st g_OF 


(1) Jows0,y sne “7 


jouyareq 
na 


jouqoereq (e pz) yoru 


To:Vo = 7 


uassoniad J 9:b (?7) 


qse OF} pun qsty_O)} = g :fh'0O = MW ‘NILAVIN SY UWOn Uuadunssayy up atsoayy Aap dun{msg ‘b aT[AqQe] 


¥ ‘ayttdnduosny orp sje 4st 19gQ19 syrorsq s1yoiui9. sop opidndszz13sny 1p 
wu ¢‘g = ° (¢ aq) Inf Gep ‘snviep Yrs pvpysIo o4yeds uo9zzzo]IOA JOp r9qnusses Sunsapupso, 9SuLIOS Inu 1yOIUIIy WASeTp 19q Iq | 


£‘9 o's 060 O09 X Sy 
a9 Lb 680 oS x OF 

1 £°S 9S S6'0 Of XL 
cb L‘¢ 8s‘o OY SOR 
es bs 760 


Sunneys aqol] 
-}) MUYosyoinqg 


jouyoareq 
THOM *y yoru 


VIM II} uasunyUeMYIS 
IyoIU18J 


uassaures “7 


9 


See 
‘GS zoz-OF = Gse £00'0 = g $4650 = Yo ‘aaWaN “[ uo0A waSunssapy uv atsoayT sap Sunf{nrgq ‘£ eT[EQeI 


Die Nutzleistung binokularer Erdfernrohre. 677 


dieser Messungen nicht naher bezeichnete Einheit qg, die fedoet: fiir alle 
-Messungen die gleiche war. Spalte 6 gibt den Nutzfaktor »/u der Durch- 
‘lassigkeit, nach den Formeln (18) unter Beriicksichtigung der Flichen- 
zabl k in diesen Fernrohren und mit einem mittleren Brechungsindex 
= 1,55 berechnet; in den Spalten 7 stehen die Nutzleistungen Ley 


nach (21a) berechnet, wobei zur Bestimmung von (Dip) , wieder aie: 


_Bezichungen (19) und (19a) unter Beriicksichtigung von y« benutzt 
_ wurden, Diese Leistungswerte in den Spalten 7 sind, im Gegensatz 
zu denen in den Spalten 5, auf die Sehschwellen mit unbewaffnetem 
“Anes bezogen. Wenn zwischen den Messungen und den Berechnungen 
Ubereinstimmung bestehen soll, muB sich aus den Zahlen in den Spal- 
_tén (5) und (7) 
(L,) :-Le= a a . TA wa Se 
GF OF 4 
cer und fiir alle bei derselben Umfeldleuchtdichte ausgefiihrten 
_Messungen konstant sein. Diese Quotienten sind in den Spalten 8 ein- 
getragen. Wenn man die Schwierigkeiten solcher Messungen beachtet, 
“mu8 man die Ubereinstimmung dieser Quotienten innerhalb jeder der 
beiden Spalten 8 eine geradezu gute zu nennen. Man kann aber noch 
eine weitere Priifung machen: Dividiert man die Werte in den beiden 
' Spalten 8 je zeilenweise durcheinander, bildet man.also 


(4) fe ue (OA) 19-2 
o4/]10-*asb “\G4/10-*asb (GA) 9-1’ 
so erhalt man die Zahlen in der ersten Vertikalreihe der Spalte 9. Diese 
-miissen mit dem Verhdaltnis der Sehwinkelschwellen iibereinstimmen, 
die bei diesen beiden Umfeldleuchtdichten fiir das unbewaffnete Auge 
gelten, und die sich unmittelbar aus der ersten Beziehung in (21) be- 
rechnen lassen. Dies bedeutet eine sehr scharfe Priifung. Ihr Ergebnis 
wird aus der letzten Spalte ersichtlich; fiir den Mittelwert aus der 
ersten Vertikalreihe in Spalte 9 ist unter Beriicksichtigung der Fehler- 
grenze die Ubereinstimmung mit dem Quotienten der nach (21) be- 
rechneten Sehwinkelschwellen sogar eine so gut wie vollkommene. 
Dieses offenbar sehr sorgfaltig durchgefiihrte Beobachtungsmaterial 
erweist eindeutig, daB unsere Leistungsformel, zum mindesten bis auf 
einen Proportionalitatsfaktor (der sich bei den Quotientbildungen her- 
ausgehoben hat) die Verhaltnisse richtig darstellt; dieser Proportionali- 
tatsfaktor muB fiir alle Fernrohre und auch fiir die verschiedenen 
Umfeldleuchtdichten denselben Wert haben. Daf er gleich 1 angenom- 
a werden kann, diirfte die Anwendung unserer Leistungsformel 


auf die von J. WEMPE ausgefiihrten Messungen wahrscheinlich gemacht 
haben. Daher kann unsere Leistungsformel im wesentlichen als voll- 


; standig gelten. 


' 
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Einen Gmstand haben wir bei unseren ee Ss a ganz auBer 
acht gelassen: Wir haben von den Aberrationen der Fernrohre und des — 
Auges abgesehen. Beim Sehen in der Dunkelheit sind namentlich die 
Aberrationen des Auges nicht unbetrachtlich. Es ist bekannt, daB Del 
weit geédffneten Pupillen Fehler der Strahlenvereinigung im Sinne 
starker Unterkorrektion auftreten, so daB hierdurch der beste Bildort 
innerhalb des Auges naher gegen die Augenlinse hin verschoben ist 
Es macht dies beim Nachtsehen eine Akkommodationsanderung bis zu 
—1}/, Diptr. notwendig. In der Praxis korrigiert man diesen Be : 
zumeist durch eine Veranderung der Okulareinstellung. Man mu8 sick 
jedoch dariiber klar sein, daB auf diese Weise zwar die Bildortverschie- 
bung ausgeglichen wird, aber nicht die Aberrationen beseitigt werden, 
vielmehr das Bild immer weniger scharf bleibt als im Tagsehen. Diesen 
Umstanden kommt wohl dann eine Bedeutung zu, wenn es sich um 
eigentliche Sehscharfebeanspruchungen des Auges handelt, aber wo hl 
weniger bei der Feststellung von Sichtungsschwellen. Ubrigens kénnte 
man die Fernrohre, um diesen Aberrationen des Auges entgegenzuwirken, 
im Bereiche gréSerer Austrittspupillen von vornherein entsprechend 
iiberkorrigieren. Es ist mir nicht bekannt, ob dieses Verfahren schon 
bewuBt angewandt worden ist. . 


a Transporterscheinungen im Elektronengas. 


Von 
MAX KoHter, Horb am Neckar. 
if (Eingegangen am 24. Juni 1947. ) 


¥@ 


Zusammenfassung. 


Die statistische Fundamentalgleichung des BrocnH-NorRpHEIMschen Elektronen- 
-gasmodells wird in ein Variationsprinzip umgeschrieben und dieses mit Hilfe des 
tzschen Verfahrens naherungsweise behandelt. Fir die Stérung der Verteilungs- 
_funktion durch ein angelegtes auBeres Feld und durch Temperaturinhomogenititen 
_werden Vergleichsfunktionen durch geeignet gewahlte Potenzreihenentwicklungen 
hergestellt. Die Transportgré8en des Elektronengases sind dann durch die Extre- 
malwerte gewisser Integrale bestimmt. Durch Anwendung gewisser Umformungen, 
die erstmals von ENsKoG in der Physik benutzt wurden, lassen sich die Transport- 
-gréBen durch Determinanten in sehr eleganter Weise ausdriicken. Die im §1 
entwickelten allgemeinen Formeln werden in §§2 und 3 auf das Brocu-Norp- 
HEIMsche Elektronengasmodell ohne bzw. mit Restwiderstand angewandt. Die 
elektrische Leitfahigkeit wurde bis zur dritten Naherung einschlieBlich bestimmt. 
Man erhalt im Fall des stark entarteten Elektronengases im ganzen T-Bereich 
hinreichend genau die GRUNEISENsche-BLocHsche Widerstandsformel. Bei Be- 
ricksichtigung eines Restwiderstandes ergibt sich im Falle starker Entartung mit 
; hinreichender Genauigkeit die MATHIESSENsche Regel von der Additivitat der 
Widerstande im ganzen T-Bereich. 
Im Falle der Warmeleitfahigkeit wurden 2 Naherungswerte bestimmt. Bei Ver- 
nachlassigung von GitterunregelmaBigkeiten ergibt sich eine den ganzen T-Bereich 
mit geniigender Genauigkeit umfassende Formel, die schon von A. H. WILSON 
als Interpolationsformel angegeben wurde. Bei Beriicksichtigung der Wirkung 
von GitterunregelmaBigkeiten findet man im Falle starker Entartung das Gesetz 
von der Additivitat der Warmewiderstande (Gesetz der isothermen Geraden) 
hi hinreichend genau erfillt. 
‘Auch im Falle der Thermokraft findet man eine den ganzen T-Bereich umfassende 
Naherungsformel, sowohl mit als auch ohne Beriicksichtigung von Gitterunregel- 
maBigkeiten. Es wurden 2 Naherungswerte bestimmt. Im Falle tiefer Tempe- 
_raturen ergibt sich der auch von Krort mitgeteilte zu T proportionale Wert der 
Thermokraft. 


Einlettung. 

Im ersten Teil dieser Arbeit war das Prinzip der extremalen Entro- 
-pievermehrung unter Benutzung des Ritzschen Verfahrens der Varia- 
‘tionsrechnung zur Berechnung der Transportgr6Ben in einfachen Gasen 
angewandt worden. Der Vorteil dieser Lésungsmethode der Botz- 
-MANN-Gleichung besteht hauptsiachlich darin, da die aufeinander- 
folgenden Naherungswerte fiir die TransportgréBen stets im gleichen 
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680 Max KOHLER: 
Sinne gegen den Extremalwert konvergieren. Die Anwendung dieser 3 
Lésungsmethode zur Berechnung der TransportgréBen des Elektronen- — 
gases war auch schon angegeben. Im folgenden soll die explizite Durch- 
fiihrung dieser Rechnungen fiir das BLocH-NorpuErMsche Elektronen- 
gasmodell gegeben werden. Die Notwendigkeit einer derartigen Unter- _ 
suchung wird durch das Fehlen von Formeln fir die TransportgréBen KS 
(elektrische Leitfahigkeit, Warmeleitfahigkeit, thermoelektrische Ef- a 
fekte), die im ganzen Temperaturbereich giiltig sind, in der bisher 
vorliegenden Form der BLocuschen Theorie begriindet. Bisher wurden : 
nur Formeln fiir die beiden Grenzfalle T< O und T >> 0 (9 = charak- | 
teristische Temperatur) abgeleitet. Vom Standpunkte der BLocuschen B 
Theorie aus war z. B. die GRiNEISENsche Widerstandsformel: s: 

0/T *- lk 


: zd 
jn toe( Sa (2), we Sel eee 
(2) t% * & : (e* 4). (1 =2=") 


bisher streng genommen eine Interpolationsformel, welche die fiir die 
beiden Grenzfalle T< O und T > 0 theoretisch fiir den elektrischen - 
Widerstand abgeleiteten Formeln verband. Die GritNEISENsche Wider- — 
standsformel hat sich bei einer Reihe von Metallen experimentell gut 
bewahrt!, besonders auch im Gebiet mittlerer Temperaturen, wo T = O. _ 
Im Gebiet hdherer Temperaturen 7 >O treten nach GRUNEISEN & 
Korrektionsglieder in Erscheinung, die von der einfachen BLocuschen — 
Theorie nicht erfa8t werden, die aber vermutlich mit der thermischen — 
Ausdehnung und sonstigen Anharmonizitaten des Gitters zusammen- a 
hangen. Es fehlt also die theoretische Begriindung der GRUNEISENschen _ 
Formel in einem experimentell gut durchforschten Temperaturbereich. — 
Diese Liicke der Theorie laBt sich durch Benutzung des Ritzschen — 
Verfahrens auf die in ein Variationsprinzip umgewandelte statistische _ 
Fundamentalgleichung schlieBen. Man erhalt auf diese Weise Nahe- ~ 
rungsausdriicke fiir die TransportgréBen, deren Giiltigkeit nicht auf 
bestimmte Temperaturgebiete beschrankt ist und deren Konvergenz s 
prinzipiell gesichert ist. 
Kir die Warmeleitfahigkeit und die thermoelektrischen Effekte ist — 
die bisherige Lage in der Brocuschen Theorie teils noch undurch-— 
sichtiger als ftir die elektrische Leitfihigkeit, da die vorliegenden es 
Ergebnisse tiber die Thermokriifte in tiefen Temperaturen sich sogar 3 
qualitativ widersprechen2?, ; 
Bei Leitern mit Restwiderstand (NorpHEIMsche Erweiterung der — 
Biocuschen Theorie) ist die experimentell gut bestatigte Regel von " 
t 
sf 


~ 


* MEIssNER, W.: Handbuch der experimentellen Physik, Bd. XI, Teil2. 
*? SOMMERFELD, A, u. H. BetHE: Handbuch der Physik, Bd. XXIV, Teil 2, — 
S. 577. — Kroit, W.: Z. Phys. 80, 50; 81, 425 (1933). — Witson, A. H.: Proc. 
Cambridge philos. Soc. 33, 371 (1937). ¥ 
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_ der Additivitat der Widerstande Grentieecetiche Regel bzw. das 
_ Gesetz der isothermen Geraden) mit Ausnahme des Grenzfalles hoher 
_ Temperaturen nicht untersucht. Dieses Problem wird im folgenden 
auch betrachtet. 

Die Biocusche Theorie ist die einzige, mathematisch formuliert 
vorliegende Theorie der Transporterscheinungen des Elektronengases. 
Die wesentlichen Grundvoraussetzungen sind: ; 

1. Die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und dem Gitter 
sei klein, 

2. die Gitterwellen seien standie im thermischen Gleichgewicht. 

Auf die Mangel dieser Theorie ist schon verschiedentlich hingewiesen 
worden?. Uns kommt es hier nur darauf an zu erfahren, zu welchen 
logischen Konsequenzen die Annahmen der BLocuschen Theorie fiihren. 


Solche Untersuchungen sind, solange man keine Elektronentheorie der | 


Supraleitung besitzt, vielleicht auch grundsitzlich von Bedeutung. 
Die Untersuchung der Giiltigkeit der zweiten Annahme der BLOcH- 
schen Theorie soll an anderer Stelle durchgefiihrt werden. 


$1. Allgemeine Formulierung der Lésungsmethode. 


Die Verteilungsfunktion / der Elektronen unter dem EinfluB eines 
Feldes F, und von Temperaturinhomogenitaten sei f = fy—@ oder: 


j=fo—c(E)-K,- 22, wobei fy = 


die Frermische Verteilungsfunktion ist; K,, ie kk, sind die Kompo- 
nenten des Ausbreitungsvektors der Elektronenwellen, E deren Energie. 


Die Funktion c(F) geniigt der sog. BLocuschen Integralgleichung. ° 


_ Diese werde in der Form angenommen, die ihr SOMMERFELD-BETHE? 
_ gegeben haben: 


eh eS AOE FO on) Plog oO 

|—-< Br + oe oe ESE Ke = 20. 1a) 
Dabei ist: 

Of Ke [gag _ ho Ta] 
QD —2: ee Par, eid {[(1+ 2E 2K2} ~* | | 

hw 
: fo(E+ho) oer 2) 

xe(l + Aw) rte 4 

. ho q? [46 — ho) 

+|(t ers dd eS | age Ba 


1 ree F.: Ann. Phys., Lpz. 42, 110 (1942). cs 

2 SoMMERFELD, A. u. H. BerHe: Handbuch der Physik, Bd. XXIV, Teil 2, 
S. 577, Gl. (35, 19). 
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. , ; Die Bezeichnungen sind dieselben wie bei SOMMERFELD-BETHE. 
“bel werde gesetzt: 
Bie. @ — FF. 1 6T . 
is. PS Ne ERS at ous aed 
ae Damit zerfallt die Integralgleichung (1a) in 2 Gleichungen: 
Be 
mer h Ch 
ie jae oe oe 
ak ee " h é ‘ 
ee == $f E-0K,=Qq. 
Be f ; Zur Abkiirzung werde folgende Bezeichnung eingefiihrt: Sind y, und yw. 
BIN aA, 9 2 Funktionen von K,, Ky, Kj, .s0 sei: . 
ee at ~ 
a (Yi Ye) = Sri Qyr.odte, (3c) 
are wo dtg = dK,-dK,-dK, das Volumelement im Raum des Ausbrei- 
Bas tungsvektors bedeutet und 9 = 2/(2z)* die Dichte der Elektronenzustande 
a J im §-Raum darstellt. 
ts Nach einem friiher bewiesenen Satze ist allgemein?: ; 
ae ' 
i> (Yr, Y2) = (Yor Yr)» (4a) 
ee tL, ae 
oi (y.y) 20. (4) 
a : : : 
me Die Gl. (3a) laBt sich nun ableiten aus dem Extremum von (9,q,): 
is i 4 : 
ry 9 (P11) =0 
ee, 3? unter der Nebenbedingung: 
ay eh f(a» . 
Wy (P41) = ——— r ys K, 9 0dT. 
me Analog folgt (3b) aus dem Variationsprinzip: 
; : (Ya P2) =0 
: unter der Nebenbedingung: 
2 h ep : 
a (P2Pa) = — te “(E—¢) Ky -93-@°d te. 
; Die richtigen Funktionen g, und qs, die den Integralgleichungen (3a) 


p und (3) geniigen, machen die GroBen (,, 91) bzw. (Pq) Zum Maxi- 
mum, wie im 1. Teil der Arbeit gezeigt. 

| — 

t ‘ Koutrr, M.: Ann. Phys., Lpz. 40, 604 (1941). — Z. Phys. 124, 772 (1948). 


4 


je Extremalprinzipe (5) mo ne erat nun mit Hilfe des Rrre. 
aia Verfahrens in gewdhnliche Extremalprobleme der Differential- 
_ rechnung umgewandelt. Es werden die Ansitze gemacht: 


gM = Dial (E—t)-K,, (7a) py = > oy (BC) K,. (7b) 


v=0 v=0 


_ Die Entwicklungskoeffizienten a\”) und }\” sind zu bestimmen. Nach 

~ dem WEIERSTRASSschen Britian acnssats 1aBt sich jede stetige 
- Funktion durch eine solche Reihenentwicklung darstellen. 

Die Ansatze (7a) und (7b) geben fiir » = 0, 1, 2, 3 usw. die Ver- 

_ gileichsfunktionen ». Ordnung fiir die Funktionen g, und gy. Jede 

’ Vergleichsfunktion g\") oder gf geniige der Nebenbedingung (5b) 

bzw. (6b). Dies stellt fiir die Koeffizienten von ¢” und gy!” je eine 


_ Bedingung dar. 


Nun wird: 
fe n 
(po), p) = Dib alm) al”) ; (8a) 
ne ), i) d bi bm, 8b 
ay (Py" Pe )= 34, (8b) 
_ wobel: 
Y d,, =((E—O) °K, (E —C)’-K,).. ‘ (8c) 


ie Nebenbedingungeu (5b) und (6b) lauten: 


oy ya, alr - sl al”), (5 b’) 
4 ; pv=0 
ye rt 
af Ln Bt) Bim) — xe: Bm), | (6b’) 
u,v=0 
Wobei : 
ae ole (E ty K?-Q dt, 245.5) 
- hae art (E-t)y""-KtGdva. 6) 


y Diese Nebenbedingungen lassen sich auf Grund des Bestehens der 
Gl. 3a) und (3b) auch so schreiben: 


Bee = Dae Ao)» Ce =>'8,: BY) = (py, F,) 


(PS, po) = (of WP) = 34, at) Bie) = (@",92) = (Py G2)» — (6b") 


< 

* 
W% 
“ 


2, v=0 
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EWie Ptrenialtetdénngen lassen sich nun mit oe von 2 LAGRANGE- 
a Faktoren wie folgt schreiben: “4 


ng AS) fA ee) (fj =6,1;2.90)5 


n 
aa.) n ‘ 


iy b”) + A,B, =0. 

> The GréBen ie und A, lassen sich leicht finden durch Multipikation | 
* a dieser Gleichungen mit al” as b”) und Summation tiber #7. Es folgt — 
is auf Grund von (5b’’) ba (6b”): A, = A, =— 2. Damit: a 
<t a! : i . - 
18 3 on da” =a, (9a) Ps bm) =P, (#=0,1,2...m). (9b) 
pees Dies sind die zu lésenden Gleichungssysteme fiir die Unbekannten a”) 
aa und 6”. Den Vergleichsfunktionen gj” und g{” entsprechen nach (5b) 
mae oe und (6b) die Stromdichten des elektrischen und thermischen Stromes: 
Paes’ A 
SES iy ‘ oP a ; 

es go = F*. (yt ) cy) oe “Fis opt (ef ,Q,); -® 
% "5 *(n) — FP* (p(n) ete gp . 
a £ jn) = F* (p,9,) + 22 - gf ; 


: Nach (5b”’) und (6b”) kann man dafiir auch setzen: 

tr - ; é : 

Bi 0) = EF OP.) = 4G, P.M), (10a) 

by - 

fe n c » (me) n n 1 eT n n : 

. | ge) — = 90) B® (ol, oly — —- ot or): (10b) | 

a Aus diesen Gleichungen erhalt man fiir die einzelnen TransportgréBen: ; 

A a) Die elektrische Leitfaihigkeit bei verschwindendem Temperatur- 
¥ gradienten: 

: a”) = (p", py”) - (14a) 


: b) Die thermische Leitfaihigkeit bei verschwindendem elektrischen — 
; Strom: 
(oi”. 98") 


(fe) 
| c) Die wirksame thermoelektrische Feldstirke bei verschwindendem _ 
elektrischen Strom: 4 


T + A") = (pf,p) — (11b) 


4 
=i (a (n) sy ox? (11¢) : 
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Der Koeffizient von @T/éx auf der rechten Seite ist gleich der sog. 
absoluten Thermokraft ¢,,,.des Metalls!. Es ist also: 


s(n) (n) 
bey ey fo (ey. #8") (11d) 


abs fa (p} *): a 


'Damit sind alle Naherungswerte n-ter Ordnung fiir die TransportgréBen 
durch Integrale iiber die Vergleichsfunktionen n-ter Naherung dar- 
' gestellt. 

Nach einem von ENskoG? stammenden Verfahren lassen sich die 
Ausdriicke fiir die TransportgréBen n-ter Naherung in duBerst eleganter 
Weise explizit hinschreiben. 

Es sei D™ die aus den d,, (u,»=0,1,2...m) gebildete Deter- 
minante. Ferner seien D\” und D™ Determinanten mit » + 2 Zeilen 
und Kolonnen, die durch Randerung aus D'") entstehen. Und zwar 
besteht die letzte Kolonne aus den Gliedern «, bzw. B,(u = 0,1, 2,3...7) 
und einer Null, und die letzte Zeile aus den (E — €)* K, (u = 0, 1, 2...) 
-und einer Null. Dann ist: 


GS nag ae aateae ti alate Sie Le ah ial sagt es a 


al itt | 


Dp” 


. Bean, PE eee Kees, (12a) 
. pate 

: lege Dp” 7 (12b) 
a 


Bedeuten nun D”) bzw. DY) die aus D” durch Randerung mit den «, 
bzw. 6, («= 0,1,2...) entstehenden Determinanten. Die letzte 


: 

} Zeile und Kolonne dieser Determinanten besteht je aus den Gliedern 
| Sq, %, --- Ly, O bzw. Bo, P, ..- B,, 0. Ferner bedeute D\"} diejenige Deter- 
- minante, die aus D™) durch Randerung mit einer Zeile mit ap, a, %,.--%; 
© und einer Kolonne mit fp, f;, Bo,.--.B,, 0 entsteht. Es folgt dann: 
1 (n) pb” 

1 

} | WES ts SEL (7 ee ak 

of”) — Dm? (13a) ex. T pe , (13b) 
; 

; p”™ Dp” 

T - A) = ine + Pre) 4 (13c) 
5 D PD MATE 9 ; 


Diese Ausdriicke lassen sich nach dem Vorgange von ENskoG noch 
weiter umformen. Nach dem-SyLvestTeErRschen Satze iiber Superdeter- 


4 1 Boretius, G.: Handbuch der Metallphysik, Bd. I, Teil 1. 1935. — KOHLER, 
M.: Ann. Phys., Lpz. 40, 200 (1941). ° 

_ 2 Ensxoe, D.: Diss. Upsala 1917. — CHAPMAN, S. u. T. G. CowLinG: Mathe- 
matical Theory of Nonuniform Gases, S. 126. Cambridge 1939. 
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Setzt man in (14b) der Reihe nach » = 14, 2,... » und addiert die so 


minanten ! ist: 
D*—») Di”) | 
aa n 


D® pm | 

wenn D(-1), D’”), D\”, D\”) die Minoren der Determinante D{” sind, ie 
an ’ ’ n n +, af 
den 4Elementen der rechten unteren Ecke entsprechen. Daher: — 


=D” - De, (4a 


\. 


Ce ae ad 

Dp” ‘e pit) Dp”. pi") 7 f 

Nun ist: po ad ‘ 
—_ eo) a ae ‘ (14 Cc) 


entstehenden Ausdriicke zu (14c), so folgt: a 


) 2 (1))2 (m))2 
Ts jd tg a eee T pe), pm * A) 


Diese Formel zeigt das Charakteristische des Ritzschen Verfahrens, 
namlich die monotone Zunahme der Leitfahigkeit bei wachsendem 1, 
denn die Determinanten D, D”) . .. D™ sind auf Grund von (4b) positiv. 

Die Determinante D\”) ist diejenige Unterdeterminante in DY”, die 
zum Element a, gehért. 

Uber die Anderung der absoluten Thermokraft bei den sukzessiven 
Approximationsstufen laBt sich allgemein nichts aussagen. 

Auch der Ausdruck (13c) fiir die Warmeleitfahigkeit laBt sich um- 
formen. Es sei D™”),, die aus D') durch zweimalige Randerung ent- 
steht. Die gemeinsamen Elemente der beiden letzten Zeilen und 
Kolonnen sind Null, die sonstigen Elemente der. beiden letzten Zeile 
und Kolonnen a, a, %&,...a, und Bo, B;, Bo,.-. B,. 

Es sind dann DY”, Di"), De, D\"} die zu den 4 Elementen der unterer 21 
rechten Ecke der Desansieat pe yap Schorigen Unterdeterminanten, 
Nach dem Sytvesterschen Satze “‘ibes Superdeterminanten ist dann: 


DO) De) 
= Di"). Do ,, 
| Dim) Di) 4 
Daher: p™ A; ) 
shat ogcaress * (15b) 
ax " 


q 
Durch die Formeln (15a), (13b) und (15b) sind alle interessierenden 
TransportgréBen m-ter Naherung durch Determinanten dargestellt 


deren Elemente aus gegebenen, Funktionen durch Integration 
wonnen werden. 


1 KOWALEWSKI, G.: Determinantentheorie, S. 110. Leipzig 1909. 


coil ee der F citnale py aa Biche Modell ohne Restwtderstand.- 
Nun sind die GréBen d ys By (uw, v= 0,4, 2... usw.) fir das 


Buocusche Modell att triden S 


_ Durch Epeenter Integration findet man: 


Se we en hve tta, usw. =0. (16a). 


by= Bs, usw. = 0. (16b) 


| Diese Rechnungen sind nur ausgefiihrt bis zu Potenzen y? einschlieflich ; a 
hGdhere Potenzen dieses Entartungsparameters y=-T7/¢ sind ver- 
nachlassigt. Es bedeutet N die Dichte der Elektronen, e die Ladung a 
des Elektrons, & die BoLtzMANnN-Konstante, % die durch 27 dividierte 

Prancxsche Konstante. ve? 


_ Etwas umstandlicher ist die Bestimmung der Croce d,,,. Hierbei 
treten Integrale der Form auf: 


: = ges +00 + ae 
é pty Ee ogee A — {3 By\ Bee oo 
1@)= [ @rgede 1-@)= [2 @-qQErae, ¥ 
es os —=09 ; 
-wobei: 
: ateyé Fi ee” teat 2 ho 
Sea LS: Sal bel a) = e=———, t=. 
ree, 2) 1 aL ae +2 ? q (e z) 4 * eo k y oh k i i 
‘Die Auswertung dieser Integrale erfolgt mit Hilfe folgender Formel: | 
rs ee 
plE\dE os. 4 Rape emer Be 
RO Se Nn le (+e) (1+e') 
y 0 Sa 
mit: E ‘ 
. g(E) == [eae 
Es folgt so: — ; 
[=0- ee a ee Toa 20AT 4. 
; ; re ene 
1) = SHE (1 yt sr); (17a) 
f 1-2 F 
= BIBS (1 pate + fy) 
f oe 
“Hit\ont 22 We Go 2 Z ; 
PTY de 1—e* 
Rt toe aoe -(1 +2 yt 7? +2); 
ES | ps: : (17b) 
at: Ip) = — 22%, (1 tay? + p22); 


a Then SUS ts 4 20° y? + 2y?2"). 
1 é 


Diese Gleichungen sind ebenso wie die GL. co) nur exakt bis ee zwei a ite 


Potenzen in y. 3 a 
Mit Hilfe der drtivtiche (1 F findet man: 
Weg a Bins hy gS at 

oY Saas a, = Fy (E20 6° 3, )) | 

Nmeo Nm opie oe 2) 
dy = Ayo ®t, a-Y; deg = doe = Wt, 4(= if 33 ): ( 
Nm Cl x 
dy, = dy, = 0; dag =" oad 


Hierbei ist: 


1 8a 1 m1 [kT \5 (o) 
Nts lr er Lis eave eae 


wo wu, die Schallgeschwindigkeit bedeutet, und: 


mE - e 2 P >. 
, eT Io, eo 3) 2q2" : ZZ 
Im Falle einwertiger Metalle ist K/g, = 2-*. AuBerdem ist: ‘a 
O/T nde : 
e g\=f dz $4 — 
(7 0 (ef —1) (1—e7*) a 
Nach (15a) kann man nun die elektrische Leitfahigkeit bis zur dritten 
_ Naherungsstufe finden. Es wird: : 
5) = = Netty, 
doo m 
Weiter: nx 2 
(1) __ _% (p\") NE Tey (= <i a) 
‘i ay Dp pa = mm ae eth ea 
3 6 3; 
- Und: reas |S 
( ey (x. — <$t#*- a9) 
(lat hot 
a 2 
Net, (= 1 
= a / pt cts SO Es 
m 33 er ae 
awe 2G Se 
3 6 9; 
Fir die thermische Leitfihigkeit folgt nach (15b): 
dog doy % Bo 
oy yy % By 
% % 00 
TAY ESB ce Bo By OO | _ L 
Dye py ay,’ 
y |) eae SF PE ft 
1 Ot 2 Pee 
2 ant 3; 


Venn man nur bis zu Gliedern in y® einschlieBlich rechnet, wie bisher, 
30 ergibt sich fiir die Warmeleitfihigkeit in nachster Naherung derselbe 
Ausdruck (20a). Die Korrekturen am Gesetz (20a) sind also in nichster 

Naherung von héherer Ordnung im Entartungsparameter y, wie im 

alle der elektrischen Leitfihigkeit. Wollte man diese héheren Nahe- 
rungen explizit finden, so miiBte man von vorneherein die Rechnungen 

bis zur vierten Ordnung i im Entartungsparameter y durchfiihren. Darauf 
soll infolge der uniibersichtlichen Rechnungen verzichtet werden. 

_ Fiir die absolute Thermokraft folgt: 


; (1) ao eae 
: ae tr Dip ek. aT 47295 20b 
t ES ay fs pW rer ae Pi 1 3° ( p ) 
xx aah mae 
Fife Dar woe 


Beschrinkt man sich bei der ee der héheren Naherungswerte 
fiir €,,, wie bisher auf Glieder in y? bei der Reihenentwicklung nach 
Potenzen von y, so erhalt man e%) =e), d.h. die Korrektur der 
nachst hdheren Naherung am Werte e”) ist von héherer Ordnung im 
Entartungsparameter y, wie dies auch fiir die elektrische und thermische 


Leitfahigkeit der Fall war. 


§ 3. Transporterscheinungen im Falle eines Leiters mit Restwiderstand. 
_ Neben der thermischen Bewegung sei nun auch noch die Streuung 
der Elektronen an den GitterunregelmaBigkeiten fiir die Relaxations- 
vorginge verantwortlich. Es sei jetzt: 


ef = (Ent of 
| (3 et jae = as ( Ot ee StoBe” (24) 


wo T(E) die Relaxationszeit bei alleiniger Wirksamkeit der Streuung 
an den Gitterunregelmabigkeiten ist. 

Die Rechnungen des vorigen Paragraphen werden dadurch modi- 
fiziert, daB die Glieder d,,, sich nun additiv aus 2 Anteilen zusarmmen- 
setzen. Der erste Anteil ist in den Formeln (18) berechnet und ee 
in Zukunft mit d'*}) bezeichnet werden. Der zweite Anteil sei qo) 


so daB also: d= ae) 4d), (2 
Aus (8c) und (21) folgt: 
, an ——f ae Ke. $l 5. dtg. (23) 
0 
Bei Beschrankung auf Glieder in y? folgt in a iiblichen Weise: 
; ee td as Sut), 2 
a 7 (2- a eA To > (24a) 
“) 
d log |= 
qo) = a Nme roa (§, Payee (24b) 


01 3 h*x(f)  dlogt vs 


spy NBC. 6 9) — 7) —g@M— 9. (24c 
N= t= 4 = 3 ey 7 aT a a 


5 ia ete Bel Ko Oe Re | 4 ‘ea - Bots se ee 
2, ; | ; Xs 
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690. “Max Kouter: 4) 


Fiir die elektrische Leitfahigkeit folgt nun: 


0) ———— 


In zweiter Naherung: 


d 
(3) 
go) as o() — hc 1 OOS d 


11 


selbe Resultat findet man bei der Bestimmung von o”. In des~ gurch 


diese Naherungsrechnung erzielten Genauigkeit ist damit also g ezeigt, 


gases naherungsweise erfiillt ist’. Diese Regel von der Additivitayy qe 
Widerstande driickt sich durch die Gl. (25) aus. 


Fiir die Warmeleitfahigkeit folgt: ‘- 
qari ot Phas Bee Be | 
Ty TAD +a - 
und fiir den Warmewiderstand: 
(th) (0) 
1 a) 1 + ay 1 
w() = roy = AY ae ° ce = Wh ++ WrRest - (26, 


Die nachsthohere Naherung ergibt analog zum Fall des ¢lektrischen 
Widerstandes nur Korrektionsglieder héherer Ordnung in y. Damit ist 
gezeigt, daB auch das Gesetz von der Additivitat der Warmewide 
stande, das sich (26) ausdriickt, fiir das stark entartete Elektronengas 
naherungsweise erfiillt ist. 

Fir die absolute Thermokraft findet man: 


= ee % (4q1 By — 4; By) — 499% By 


3 a, & 
6a a , ORest [ 3 T (¢) % 
3 the gS ek ting a Plan ns OY IE” : 
fy a RT "i Wo an ee On (3 T (C) , 
r a a aa ao 
Se re oe 24 88 Ot Bee 
x 227 %; Om 


Dabei ist fiir das Verhaltnis t,,/t, (€) das Verhaltnis ORest/Orn Zesetzt 
worden, was nach (25) mit hinreichender Genauigkeit beim stark ent- 
arteten Elektronengas erlaubt ist. Die nachst hdhere Naherung liefert 


* Die eingehende Untersuchung der Abweichungen von der MATHIESSENSchen 
Regel (héhere Naherungen!) soll an anderer Stelle erfolgen. 


Pa 
smo, * 


‘ f i jOw *, «4S Daye hed on a 


‘9, te 
aA Peacte ‘te Se ina 
rscheinungen im Elektronengas. 


tate hie. Tranisperte 


~ 


auch hier nur Glieder héherer Ordnung im Entartungsparameter, so dab 
G 1, (27) die Temperaturabhingigkeit der Thermokraft im ganzen T- 
Bereich naherungsweise darstellt, in dem die Voraussetzungen der 
BLOCH-NORDHEIMschen Theorie erfiillt sind. 


sd 


i] 


§ 4. Diskussion der Ergebnisse. OG): shay 
_ Beschrinkt man sich auf den Fall des stark entarteten Elektronen- ve 
gases (y < 1), so ergaben die drei ersten Naherungswerte fiir den elek- ie 
trischen Widerstand der durchgefiihrten Naherungsrechnung, daB die ee 
GRUNEISENsche Widerstandsformel nach der BLocuschen Theorie im 


ganzen Giiltigkeitsbereich der Grundannahmen dieser Theorie giiltig Peres 
_ist. In Leitern mit Restwiderstand gilt hinreichend genau die MATHIES- ay z 
_sENsche Regel von der Additivitat der Widerstande im ganzen Tem- ee + 
peraturbereich. ~ m1 a is 

ee, 


Die Temperaturabhangigkeit der Warmeleitfahigkeit reiner Metalle ' 
ist durch die Formel (20a) gegeben, die sich in foleender Weise schreiben ; 


a ‘ M Phe 

i al tt ay eee a a} 3 OV" 1.8 ae 
weer 45) BsCz) (1+ are (F) ae (F)] 090 mS 
‘Daraus ergeben sich die beiden Grenzfalle hoher und tiefer Tempe- i: cep 


raturen: ap: 
TERA a 2 4 (TO), (204) 


w (co) 23 x2 3a 18 


2 = 3 (G) -Bs(~) (TO). (20e) 


f Die Formel (20c) ist von A. H. Witson? als Interpolationsformel 
zwischen den Formeln (20d) und (20e) angegeben worden. Letztere 
- Formel wurde zuerst von Kroii? angegeben. WILSON fand die Formel 
(20c) durch ein Naherungsverfahren, ausgehend vom Grenzfall alleiniger is 
-Wirksamkeit der Sté8e der Elektronen mit den Gitterunregelmabig- 
_keiten. In diesem Grenzfall tiefer Temperaturen laBt sich die Vertei- 
lungsfunktion streng finden. In nachster Naherung werden nun die 
‘thermischen StdBe der Elektronen als kleine Stérung beriicksichtigt. 
Unter der Voraussetzung der Giiltigkeit des Gesetzes der Additivitat 
des Warmewiderstandes (Gesetz der isothermen Geraden) laBt sich 
edann der Warmewiderstand zerlegen in einen Anteil welcher von der 
- Streuung an den GitterunregelmaBigkeiten herrithrt und einen Anteil 
der (20c) entspricht. Die Wr1sonsche Uberlegung ist nur begriindet 
+ far tiefe Temperaturen. Da das Gesetz der Additivitat der Warme- 


1 Wuson, A. H.: Proc. Cambridge philos. Soc. 33, 371 (1937). 
- 2 Kroit, W.: Z. Phys. 81, 425 (1933). 
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widerstande nach den Ergebnissen des §3 mit guter Annaherung im : 
ganzen T-Bereich erfiillt ist, so ist es verstandlich, wenn WILSON” 
unter Voraussetzung dieses Gesetzes die Formel (20c) findet. 4 

Der Vergleich der Formel (20c) mit dem Experiment gibt keine : . 
volle Ubereinstimmung. Die aus (20e) fiir tiefe Temperaturen folgenden 
Werte von w(T)/w(oo) liegen etwas zu niedrig. Die T-Abhangigkeit 
der Wirmeleitfahigkeit scheint etwas starker zu sein als (20d) ent- _ 

: . ° . a 
spricht. Die Formel (20d) liefert eine durch das Experiment nicht 
bestatigte kleine Widerstandszunahme mit abnehmender Temperatur, — 

Die Folgerungen der Biocuschen Theorie sind also hinsichtlich det 
Warmeleitfahigkeit nicht so zuverlassig wie fiir die elektrische Leit--, 
fahigkeit. ; 

Die Formel (20b) fiir die absolute Thermokraft eines ideal reinen” 
Metalls und die Formel (27) fiir die absolute Thermokraft eines Leiters 
mit Restwiderstand liefern sowohl in hohen Temperaturen (T >> 0) I 
als auch in tiefen Temperaturen (7 < @) Proportionalitat der Thermo-_ 
kraft zur absoluten Temperatur T. Im mittleren Temperaturgebiet — 
erfolgt der Ubergang zwischen den beiden Grenzwerten, der iiberdies” 
auch noch von der GréBe des Restwiderstandes abhangen kann. Diese. 
Formeln sollten die Temperaturabhangigkeit der Thermokraft bei den 
Alkalien richtig ergeben. Leider liegen meines Wissens in tiefen Tem- 
peraturen dariiber keine Messungen vor. Die Anwendung dieser Formeln 
auf die iibrigen einwertigen Elemente wird dadurch erschwert, daB die 
Thermokraft bei diesen Metallen ein anderes Vorzeichen hat als der 
stark idealisierten BLocuschen Theorie entspricht. Die thermoelektri-_ 
schen Effekte sind wesentlich modellempfindlicher als die elektrische- 
und thermische Leitfahigkeit. 

In einer fritheren Arbeit war die Berechnung der TransportgroBed 
des BLocH-NorpDHEIMschen Elektronengasmodells im sehr starken : 
magnetischen Querfeld untersucht worden!. Bei Vernachlassigung 
héherer Potenzen im Entartungsparameter findet man dort genau die-— 
selben Werte fiir die elektrische Leitfaihigkeit, die Warmeleitfahigkeit — 
und die adiabatische Thermokraft. Man kann daher die Folgerung 
ziehen, daB diese GréBen des isotropen BLocH-NORDHEIMschen Elek- | 
tronengasmodells im starken magnetischen Querfeld Anderungen er- 
fahren, die von héherer Ordnung im Entartungsparameter sind, ahnlich — 
wie dies fiir das isotrope SOMMERFELDsche Elektronengasmodell der 
Tall ist. 

§ 5. Ableitung einiger Ungleichungen. 


Setzt man in (4b) y=q,—q\", so folgt wegen (4a ) und ( (5b’”) 
(Py P1) + (P,P) —2(H-H) SO oder (~,,9,) = (G, os = 


‘ Kouter, M.: Ann. Phys., Lpz. 38, 283 (1940); 40, 4 (1941). 


=. 


a . “ 4 

aad 27 
i. . - ; ta” ew wes 
stags Ne Yi 


ia ‘rn ’ os a i 
bere + yckat e 


Analog kann man in (4b) * eer setzen. Es folgt dann: 
za | PvP) ZN, 9). | (28b) 
Weiter setze man in (4b): py =g,— 9 + g.—¢”. Damit folgt: 
(P,— 91", — 92) + (P2— PL", 2, — PL) + 2° (PPL M,— Hf") = 0, 
oder nach Umformung mit (5b”) und (6b”): 

(Pp) H (Po» Po) + 2 (Py Po) = (PI, PY) + (PL, PL?) + 2 (HY, HL). (28) 


Es ist damit bewiesen, daB die Werte der 3 Funktionen (p”, gp”), 
(@2", po") und die Summe: (p{", gf") + (py, G2”) + 2° (Qy”,-¢4”) fiir 
nm = 0, 1, 2 usw. und den zugelassenen Vergleichsfunktionen je eine obere 
Grenze besitzen. Diese Grenzwerte kann man nach dem Ritzschen 
Verfahren bestimmen. Aus den 3 Funktionen lassen sich durch einfache 
-rechnerische Operationen die TransportgréBen finden. Damit ist die 
_Konvergenz des beschriebenen Rechenverfahrens zur Ermittlung der 
Transportgr6Ben bewiesen. Ob die nach dem Rirzschen Verfahren er- 
mittelten Verteilungsfunktionen gegen die richtige Verteilungsfunktion 


methode auf das Problem der Berechnung der TransportgréBen in ge- 
wohnlichen Gasen angewandt, liefert, wie im ersten Teil der Arbeit 
gezeigt, zu rasch konvergenten Reihen fiir diese GréBen und die er- 
_ haltenen Gleichungen decken sich mit den Formeln von CHAPMAN und 
_ ENnsKoe. 


4 Vgl. hierzu z. B. G. Griss: Variationsrechnung, S. 230. Leipzig 1938. 
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der Elektronen konvergieren bleibt noch zu beweisen?. Dieselbe Lésungs- 


Uber die Phosphoreszenztilgung III. 
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(Aus dem Physikalischen Institut der Universitat Heidelberg.) 
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Mit 8 Textabbildungen. 


za : (Eingegangen am 4. September 1947 **.) 

wt ' 
& J ‘ Die Untersuchung will durch experimentelle Festlegung quantitativer Zusammen- 
Bi: hange beim Tilgungsproblem einen-weiteren Beitrag zur Erweiterung und Ver- 
is ¢ tiefung des theoretischen Verstandnisses dieses noch wenig geklarten Phosphor 


a” 
eszenzvorgangs erbringen. w 


Obwohl die Phosphoreszenztilgung bereits vielfaltiger Beobachtu g 
unterworfen worden ist, mu die Kenntnis des Mechanismus der Er- 
scheinung als noch wenig befriedigend bezeichnet werden. Relativ ein- 
fache Verhaltnisse liegen im Fall der Tilgung der Lichtsumme im Nach- 
leuchten vor, wie sie urspriinglich von LENARD verfolgt worden ist. Die— 


> 


es a tea 
tan > 


3 
Lae 


x hierauf beziiglichen Beobachtungsergebnisse geniigen aber nicht zu 
ey 6 Beherrschung des wichtigen allgemeineren Falls des Tilgungsverlaufs | 
he wihrend der Phosphoreszenzerregung, der alle am Gesamtleuchten be- 


teiligten Zentren umfaBt. 2 


he 
_ 


Wir haben versucht, diese besonders einfacher und exakter experi- 
menteller Untersuchung zugingliche Erscheinung der langwelligen T. - 
gung des Gesamtleuchtens, wie sie bereits mehrfach unsrer Beobachtung 
von verschiedener Seite zugrunde lag!, unter gut definierten Bedin- 
gungen soweit quantitativ festzulegen, daB das Ergebnis jedem theoreti 
schen Versuch weiteren Einaringens in den Mechanismus des Phanomens 
n als gut gesicherte Erfahrungsgrundlage dienen kann. Unser Beginnen 
einer rein formalen analytischen Priifung unsres Ergebnisses soll eine 
" erste Anregung fiir die Inangriffnahme der rein theoretischen Aufgabe 
der Erfassung des Problems sein. dj 


7 ee 


Sa eee 2 
— = 


a ee 


4 


* Gefallen am 12. April 1945. 
if ** Die Arbeit ist am 26. Juli1945 bei der Heidelberger Akademie der Wissen- 
: schaften hinterlegt worden. 

1 Becker, A. u. J. ScHAPER: Ann. Phys., Lpz. 42, 297 (1942). — BECKER, Aol 
u. Fritz Becker: Ann. Phys., Lpz. 43, 598 (1943). — Brecker, A., J. ScHAPER 
‘ u. Fritz Becker: Reichsber. Phys. I, 169 (1945). 
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1. Experimenielles. 

— Das i a eee ist das schon friither angewandte rein 

Rotische Ein den Phosphor in !/,—4 mm dicker Schicht fein aufgesiebt 

tragendes Schalchen befindet sich in einem lichtdichten Me®kastchen 

mit 2 Seitentuben, durch welche einerseits das erregende, andrerseits 
das tilgende Licht eintreten kann, wahrend dessen Aufsatz ein Selen- ath 

-photoelement tragt, dessen der auftreffenden Lichtintensitit propor- ‘sh 

tionaler Photostrom mittels eines niederohmigen empfindlichen Gal- Ree: 

vanometers gemessen wird. In beiden Tuben sind geeignete Jenaglas- Bia 
filter eingeschaltet, und ein weiterer Filtersatz (meist BG 19 + GG 5) ; 
schiitzt das Photoelement vor der Einwirkung des erregenden und <a ys 
tilgenden Lichts. Die erregende und tilgende Intensitét (6 und J) Pot 
kann durch den rotierenden Sektor, durch Neutralglasfilter oder durch 
zwischengeschaltete Netze mit verschiedener Maschenweite in weiten 
Grenzen meBbar verandert werden. Als Erregungslampe haben wir 
eine Quecksilberhochdrucklampe benutzt, die mit konstant gehaltenem 
Gleichstrom brannte und der stets eine ScHoTtsche UG1 + BG 12- 
Filterkombination vorgeschaltet war, so daB im wesentlichen das Wellen- 
gebiet von 313 —405 mu mit bevorzugter Beteiligung der Welle 365 mu 
gar Wirkung kam. Zur Tilgung diente das meist durch 2mm UG6 
gefilterte Licht einer mit 15 A brennenden Wolframbandlampe. Der 
Messung haben wir sowohl mit Cu als mit Ag aktivierte ZnS- und 
ZnS/CdS-Phosphore definierter Herstellung unterworfen. Die Versuchs- 
-temperatur war durchweg die normale Zimmertemperatur. Die Durch- 

_ fiihrung der Messung geschah in der Weise, daB der Phosphor jeweils 
ultraviolett bis zum stationdren Endwert erregt und nach Ermittlung 
seiner erregten Intensitat J, gleichzeitig ultrarot getilgt wurde, worauf 
nach Festlegung der rasch sich einstellenden Restintensitat Jf die ganze 

“Messung unter gleichen Bedingungen mehrmals wiederholt wurde. Dabei 

- wurde in laufenden Versuchsreihen systematisch sowohl die erregende 
als die tilgende Intensitat meBbar variiert. Alle MeBdaten muBten 
-schlieBlich durch Beriicksichtigung etwa noch mitwirkenden stérenden 

_ Streulichts korrigiert werden, dessen Einflu8 wir derart ermittelt haben, 
-da8 wir den Phosphor durch eine inaktive Substanz (wie reines unge- 

_ gliihtes ZnS oder weifes Filtrierpapier) ersetzten und mit thr die gleichen 
- Belichtungen durchfithrten. Dieses Verfahren kann insofern noch eine 
-gewisse Unsicherheit mit sich bringen, als einerseits auch bei solchen 

qi _neutralen Teststoffen vielleicht mit einer geringen Fluoreszenzfahigkeit 
zu rechnen ist und als andrerseits deren Farbe und Oberflachenstruktur 
nicht streng mit derjenigen des jeweils benutzten Phosphors identisch ? fd 
“sein. wird, so daB Verschiedenheiten des Reflexionsvermégens méglich oe 
pleiben. Da die so erforderlichen Korrekturen bei unsrer Wahl der ie 
Lichtfilter stets sehr geringfiigig blieben, spielt ihre etwaige Unsicherheit 4 
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"relative Tilgung Ir/le100 
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696 A, BECKER und Fritz BECKER ¢: af Eee =, 
bei den gréeren Phosphorintensitaten zweifellos keine Rolle. Eine | 
geringe Beeintrachtigung der Genauigkeit wird allenfalls bei der quan- 
titativen Wertung der kleinsten Intensitatsangaben als méglich zu be- — 
achten sein. Alle IntensitatsmaBe geben wir in ihnen proportionalen 
Skalenteilen unsres Galvanometers. a ‘ 
Das Ergebnis der an dem stark tilgbaren regular kristallisierenden _ 
reinen ZnS —Cu a-Phosphor 23 durchgefiihrten Messungen veranschau- 
lichen wir in Abb. 1 in der bisher bei uns iiblich gewordenen Form. Sie _ 


Phosphor 23 


ZnS=Cua 
lregu/ar 
a : 


~ zeigt die Abhangigkeit der relativen Tilgung J,/J, von der durch | 


60 80 700 ; Sh * 
erregte Intensitat |, tilgende Intensitat [5 _ 


Abb. 1, Gang der relativen Tilgung mit 7, und ze Abb. 2. Abhangigkeit von der tilgenden Intensitat 


- 


- 


Zwischenschaltung von Neutralglasern variierten erregten Intensita 4 
I, fiir sieben. verschiedene mit dem rotierenden Sektor zwischen 1/1 — 
und 4/24 variierte tilgende Intensitaten J‘. Der durch die MeBpunkte — 
gut gesicherte Kurvenverlauf laBt in Ubereinstimmung mit unsren 
friiheren Befunden die erhebliche Abhangigkeit der relativen Tilgung 
von der erregten Intensitét und insbesondere ihre starke Zunahme mit _ 
abnehmender Erregung hervortreten. ‘ a 

Um die Abhangigkeit von der tilgenden Intensitat besser zu er-— 
kennen, ist diese in Abb. 2 als Abszisse aufgetragen. Als MaB derselben 
benutzen wir jeweils den offenen Bruchteil der rotierenden Sektorflaiche, — 
die in den Gang des tilgenden Lichtstrahls eingeschaltet ist, wobei also. 
die ungeschwachte Intensitét zur Einheit gewahlt ist. Man ersieht, 
das der relative Tilgungseinflu8 nach kleinen tilgenden und erregten 
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— 
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- Intensitaten hin stark wachsend zunimmt, so daB in diesen Bereichen 
eine auBerordentliche optische Beobachtungsempfindlichkeit vorhanden 
ist. Die Steilheit der Kurven mu8 naturgema8 nach hoheren tilgenden 
Intensitaten hin um so rascher abnehmen, je mehr sich die Erscheinung 
der vollen Ausleuchtung des Phosphors annahert. 


Wahrend die relative Tilgung unmittelbar ein anschauliches Bild 
von der jeweiligen GréBe der Empfindlichkeit der okularen Wahr- 
“nehmung der Erscheinung 
gibt, also fiir mehr prak- 
_ tische Fragen von Bedeutung 
ist, ist es fiir die theoretische 
Betrachtung von Interesse, 
_ die Zusammenhange noch von 
einem andren Gesichtspunkt 
zu betrachten. Schon aus 
~ unsren alteren Beobachtungen 
ging hervor, daB bei Phos- 
_, phoren der hier untersuchten 
_ Art die erregte Intensitat des 
normalen Phosphors im Vari- 
ationsbereich unsrer Versuche 
der erregenden Intensitat pro- 
portional ist. Man mu8 nun 
fragen, welche Beziehung dem- 
entsprechend zwischen der er- 
regenden und der noch erreg- 
baren Intensitat des gleich-, 
zeitig getilgten Phosphors = 9 2 4 60 80 100 120 W0Sk 
~  besteht. Unsre Beobachtun- erregte Intensitdt des normalen Phosphors Ip 
gen lassen diese Frage ohne 
-weiteres beantworten, wenn 
wir an Stelle der erregenden Intensitat J, die von ihr am nicht getilgten 
normalen Phosphor erregte und ihr proportionale Intensitat J, ein- 
setzen. Man erhalt dann die in Abb.3 verzeichneten Beziehungen. 
Eine Proportionalitat ist hier nicht vorhanden. Die Abweichung von 
~ der dem ungetilgten Phosphor zukommenden gestrichelten Geraden 
- wichst naturgema8 mit zunehmender Tilgung, und der Kurvenverlauf 
nimmt hier Formen an, wie sie in der vorhandenen Literatur im be- 
sonderen fiir die normale Erregbarkeit von ZnS/CdS— Ag-Phosphoren 
angegeben werden}. 
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erregte Intensitat des getilgten Phosphors Ig=l-h 


y 
Abb. 3. Vergleich der erregten Intensitaten vor und 
wahrend der Tilgung. } 


1 RreHt, N.: Z. techn. Phys. 20, 152 (1939). — Gisotr, J. H. u. F. A. KRoGer: 
_ Physica, Haag 6, 1101 (1939). 
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“oner Nach diesen Pehsteliangen bleibt noch die Frage zu entscheiden, — 
ai wie weit die gefundenen Intensitatsbeziehungen tatsachlich von allge- 


a 
sy 


meiner Bedeutung sind und daher als Grundlage zur Priifung theoreti- 
| scher Uberlegungen gelten kénnen, bzw. wie weit sie etwa noch durch ’ 
a | die speziellen Versuchsbedingungen beeinfluBt und daher nicht all- ; 
! gemeingiiltig sein kénnten. Wir haben in dieser Hinsicht zunachst ge- 
priift, ob die durch den rotierenden Sektor verursachte Intermittenz des — 
tilgenden Lichts auf das MeBresultat von EinfluB® ist. Die tilgende 
Intensitat wurde zu diesem 


tH 4 > WH 
0 if voriert{S rot Sektor Zweck in mehreren Versuchs- 

: i durch 4 ° Neutralglas reihen durch Scuottsche 

60 \ mit UG 6\ 4Mottglas +Netze 


Neutralgliser und durch ein — 
Mattglas mit zugeschalteten — 
Drahtnetzen variiert, die SO 


60 ausgewahlt wurden, daB sie _ 


s zu ahnlichen Intensitatsver- _ 
Sian anderungen fiihrten wie die 
S 40 sonst benutzten Sektoren. 
$ Wir geben das Ergebnis dieser _ 
my Priifung in Abb. 4 wieder, in 
o welcher die gestrichelten Kur- 


ven die mit dem rotierenden 
Sektor erhaltenen Beobach- — 
tungspunkte verbinden, wah- 
0 20° 40 “60 8000 00 6OSk rend die durch Ring © un 
Bk ey cent + oder & verzeichneten MeB- — 
ou + TatensltAteyarietion as tiigenden Licht. werte den genannten andren 
; Schwachungsverfahren zuge- — 
héren. Der Anschlu® aller Messungen an einen einheitlichen wider- 
spruchsfreien Kurvenverlauf ist so befriedigend, da8 ein Einwand — 
beziiglich der Art der Intensitatsveranderung des tilgenden Lichts als 
bedeutungslos zu bezeichnen ist. Dasselbe trifft auf die Intensitats-— 
anderung des erregenden Licuts zu, wie wir dies schon durch ltere _ 
Versuche nachgewiesen haben. “4 
Eine weitere Frage ist die nach dem etwaigen EinfluB der tilgenden 
Lichtsorte auf den Tilgungsverlauf. Zu deren Priifung haben wir dem 
meist benutzten Tilgungsfilter UG 6 ein Scuorr-Filter GB 23 zugefiigt. 
Die Intensitaitsverteilung des hinter UG 6 und dieser Filterkombination — 
wirksamen Tilgungslichts unsrer W olframlampe wird durch das Teil- 
iy bild a der Abb. 5 veranschaulicht. Sie ist in beiden Fallen so verschieden, 
da unsrer Priifung offenbar eine ausreichende Strenge zukommt. Aus + 
i. dem Teilbild b der Abbildung geht hervor, daB die Intensitatsschwachung 
Wi des Tilgungslichts durch die genannte Filterkombination nahe mit der 
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das Streulicht gesondert zu 
_messen war. Das Ergebnis sei 
zahlenmaBig durch die Ta- 
belle 1 wiedergegeben. ei 
Die erste, meist benutzte 
Filterkombination schirmt das 70 
_kurzwellige Gebiet von etwa 


oy pat 260 
450myan,diedrittevon500mu & 
an und die vierte von 525 my ™ 4 

-an nach kiirzeren Wellen hin = 
_ab, wahrend die zweite Kombi- © 


-nation das Jangerwellige Gebiet 
nach rot hin abgrenzt. In allen 
Fallen handelt es sich im we- 20 


8 


--—Tigung mit UG6 S Ve 
+ Tilgung mit UG6 +86 23 


; : 40 60 80 100 10 
sentlichen um die mehr oder erregte Intensitit Ip 

weniger vollstandige Erfassung Abb. 5. Variation der tilgenden Lichtsorte. ey 

der griinen Hauptbande der Pi 


_ Emission, wahrend in den Einzelfallen die Mitbeteiligung der kiirzer- 

und langerwelligen Banden erméglicht oder ausgeschaltet ist. iM 
Es sind hier vier durch laufende Nummern bezeichnete erregende 

_ Intensitaten herausgegriffen, denen naturgemaB fiir die ganze jeweils 

_ gugehdrige Filterreihe die gleiche erregte Intensitat des Phosphors zu- 

kommt. Die in den einzelnen Vertikalkolonnen angegebenen relativen 

_ Tilgungswerte beziehen sich also jeweils auf die gleiche erregte Intensitat. 


Tabelle 1. Messungen an gefiltertem Phosphorlicht. 


Erregende Intensitat 


Gemessene Intensitat 
und Tilgung 


Filter 


BG 19+ GG 5 163 65,5 
 BG19+ GG5+ BG7 80 66,0 
_ -BG19+4+ GG11 123 | 65,8 R 
4 BG19+0G1 62 | 64,8 ma, 
2 : Ag 


Wien die ape ehaias I,-Werte eee wrersctiaden sind, so 
erklart sich dies durch die verschiedene Durchlassigkeit der Absorp- _ 

i _ tionsfilter fiir das urspriinglich gleichstarke Phosphorlicht. Die von 
Bric? uns durchweg beobachtete Abhangigkeit der Tilgung von der erregenden fe 
rar 42. bzw. erregten Intensitét kann also nur beim Vergleich der in den_ 
" . -Horizontalreihen angefiihrten Tilgungswerte in Erscheinung | treten. — 3 
-Andrerseits geht aus der praktischen Konstanz der zur gleichen Verio 
Kolonne gehérigen Tilgungswerte mit Deutlichkeit die Unabhangigkeit _ 


Sh ahaeee unsrer MeBergebnisse von der durch die MeBweise bedingten spektralen 
eae Verteilung des wirksamen Phosphoreszenzlichts hervor. a 
ore : Es ist mit diesen Feststellungen natiirlich nicht behauptet, da 
; ee derart einfache Verhiltnisse bei allen Phosphoren vorliegen werden. — 
x} + ; Insbesondere in den Fallen, in denen die Phorphoremission gleichzeitig | 
lpia von mehreren nahe gleichstarken Banden beherrscht wird, wiirde eine — 
Pere Trennung der Gesamterscheinung in diesen Banden zugehérige Teil- 
ee vorgiinge jedenfalls notwendig werden. Durch das Ergebnis unsrer 
ho Priifung ist zweifellos erwiesen, daB unsre Messungen einen Fall be- _ 
ths .sonderer Einfachheit betreffen und daher geeignet sind, den allgemeinen oe 
i Charakter des untersuchten Tilgungsphanomens getreu wiederzugeben. — 


ee, Um aber doch die Berechtigung dieser Auffassung weiter zu priifen, — 
Pye haben wir uns nicht auf den hier zunachst betrachteten Phosphor be- — 
_  schrankt, sondern analoge Messungen an einigen andren Phosphoren 
; - durchgefiihrt. In Tabelle 2 geben wir fiir den ebenfalls stark tilgbaren — 
.- ZnSgg/CdS,—Cu «-Phosphor 37 die relative Tilgung, die wir bei Varia- 
dal tion der erregten und tilgenden Intensitat unter den Bedingungen derg ; 
bisherigen Versuche beobachtet haben. 


Oh Tabelle 2. Messungen an einem ZnS,./CdS,—Cu «-Phosphor. 


, 


Die graphische Aufzeichnung wiirde einen guten AnschluB an den— 
den Phosphor 23 betreffenden Verlauf erkennen lassen, Auf den quanti-— 
tativen Vergleich gehen wir im folgenden ein, a 


| Ober aie Phosphorestneiung TYfe, oS F ‘ “Tot 
in Abb. 6 Soben wir schlieBlich das Verhalten von drei weiteren 
weniger stark tilgbaren normalen Phosphoren an. Die Tilgung erfolgte 
in diesen Fallen nur mit der vollen Intensitat J‘ 1/1, wahrend die Er- 
regung mit dem rotierenden Sektor verandert wurde. Anstatt der 
-relativen Tilgung haben wir hier zum Zweck ihrer unmittelbaren Ver- 
_ anschaulichung die absolute Tilgung J, aufgetragen. Nach spektrosko- 
pischer Ausmessung! erstreckt sich die Emission des ZnS — Cu-Phosphors 
vorzugsweise auf das Gebiet zwischen 480 und 570 mu. mit dem Maximum 
bei 520 mu, beim Phosphor F 10 auf das Gebiet von 450—550 my mit 


1 | | 
571 F10 ZnSgq/CdS-Ag 
582 F25 ZnS75/Cd S2—-Ag 
536 ZnS - Cu 


x + deobachtet 
° berechnet 


0 20.60 60 80 100 120 140 160  180Sk 
erregte Intensitat Ip 


Abb. 6. Vergleich der Tilgung von Cu- und.Ag-Phosphoren. 


dem Maximum bei 500 my und beim Phosphor F 25 auf das Gebiet 
von 500 —580 my mit dem Maximum bei etwa 530 mu. Es handelt sich 
also in allen 3 Fallen um nahe den gleichen Spektralbereich, der mit 
unsrer Filterung durch BG19 + GG5 in gleich giinstiger Weise der 
Messung zuganglich wird. Wahrend aber der Cu-Phosphor durch er- 

_hebliches Dauerleuchten ausgezeichnet ist, ist bei den Ag-Phosphoren 
-rasche Abklingung vorherrschend. Typische Unterschiede im Kurven- 
verlauf sind nicht erkennbar. 


To. llc es 


2. Quantitative Auswertung. 


Da unser die Aufgabe der Theorie darstellender Versuch, fiir die im 
Vorstehenden festgelegten Zusammenhange einen quantitativen ana- 
lytischen Ausdruck zu finden, lediglich gestiitzt auf einleuchtende An- 
- nahmen iiber den Mechanismus des Tilgungsphanomens, uns bisher nicht 
- befriedigen konnte, haben wir uns zunachst darauf beschrankt, rein 

empirisch zu einem Uberblick iiber das MeBergebnis zu gelangen, um 
auf diesem Wege den zu erstrebenden theoretischen Erfolg vorzu- 


Pa Kamm, K.: Ann. Phys., Lpz. 30, 349 (1937). — Kxine, H.: Dipl.-Arbeit 
Heidelberg 1945. 


on Wee 


bereiten. Den Zweck und Nutzen dieses Verfahrens sehen wir ins! si 
sondere darin, daB fiir den kiinftigen rein theoretischen Versuch eine 
analytische Zusammenfassung der Beobachtungen gegeben wird, die 
ihm zu seiner Pritfung als Ersatz des Experiments dienen kann. Z r 
Erleichterung unsres Uberblicks sei nochmals auf unsre Bezeichnungen 
verwiesen : 


ES st 


I, die erregende Intensitat, 

I, die erregte Intensitat des normalen Phosphors, 
1! die tilgende Intensitat, 

I, die getilgte Intensitat, 

zt 


é€ 


=I, — I, die erregte Intensitat des getilgten Phosphors. 


a ‘ 
= 109 lay [Oreinare bo] 


Abb. 7. Zusammenfassung der Messungen am Phosphor 23. 


’ 
* 


Es zeigt sich nun, daB alle unsre Messungen, wie sie in den Abb. 1 - 7 
und in der Tabelle 2 verzeichnet sind, auf den allgemeinen Zusammen- 
hang J‘/I, = f(Ii/I,) hinweisen. Die graphische Darstellung der Be- 
ziehung dieser beiden Quotienten zueinander liefert einen streng ein 
heitlichen Kurvenzug, wie er in Abb. 7 fiir den Phosphor 23 und in_ 

- Abb. 8 fiir den Phosphor 37 dargestellt ist. Man sieht, da®B die fiir die 
verschiedenen Intensitaten des tilgenden Lichts gesondert bezeichneten — 
MeBpunkte sich widerspruchslos einer gemeinsamen Kurve einordnen, 
die in beiden Fallen qualitativ gleichen Verlauf zeigt. + 


Der funktionelle Zusammenhang der Variablen scheint den Cha- 
rakter einer Exponentialfunktion zu haben, so daS der Versuch nahe-_ 
liegt, ihn durch einen Ansatz der Form i. 


$ 


Ge ie eae RY a he 

, pyalee n, perth ak constant | sein “‘miiBte. Wie abet die (gestrichelte) 
logarithmische Kurve der Abb. 7 fiir den Phosphor 23 zeigt, fehlt die 
NV ‘on (1) geforderte Linearitait. Der Faktor a ist nicht konstant sondern 
nimmt mit wachsender Abszisse erheblich ab; er ist ebenfalls eine 
Funktion des Verhiltnisses der beiden Intensitiaten Ii, und J, unabhingig 
von deren Absolutwert. Wie damit therenistimutend aus der fiir den Pie 
Phosphor 37 nach (1) berechneten (gestrichelten) Kurve der Abb. 8 (am 
ur ittelbar ersichtlich ist, ist die Abweichung vom exponentiellen Ver- 3 
lauf darauf zuriickzufiihren, daB die Tilgung durch groBe Intensititen 
I; bei geringer Erregung in schwacherem MaBe erfolgt als nach (1) 


Phosphor 37 
Zn Sq /Cd Sy-Cuce, hexagona/ 
—— beobachtet 

——-—dberechnet nach (1) 


780 200 220  240-10"* 


Abb, 8. Zusammenfassung der Messungen am Phosphor 37. 
» 


~ notwendig ware. Es ist aber bemerkenswert, daB die groBe Verschie- 
_denheit der beiden Kurvenordinaten der Abb. 8 nach rechts hin durch 
; einen Tilgungsmangel von nur etwa 12% verursacht ist. 


iy Wenn man zu weiterer Priifung der a-Kurve der Abb. 7 in grober 
_ Naherung etwa parabolischen Charakter zuspricht, so wandelt sich (1) 
in den Ausdruck 


Fey i Ujl,=e ° Vite (2) 


; _ worin jetzt c als Konstante gilt. Uber das Ergebnis der Priifung dieser 
_ Folgerung am Phosphor 37 gibt Abb. 8 Aufschlu8. Wir haben in ihr 
Pitas fiir verschiedene Stellen der gemessenen Kurve nach (2) berech- 
-neten c-Werte eingetragen. Es ist auch jetzt keine Konstanz vor- 
-handen;: die Annaherung der Rechnung an die Erfahrung ist aber 
_wesentlich besser geworden. Der c-Wert nimmt mit wachsender Ab- 
szisse erst merklich, dann nur noch sehr geringfiigig zu, so daf} man etwa 
vom Abszissenwert 50-1074 ab praktisch eine recht befriedigende 
Wiedergabe unsrer Messungen durch den neuen Ansatz erhalt. Das- 
selbe Resultat findet sich auch, vom Absolutwert c abgesehen, fiir den 
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’ bezeichnung der Abb. 7 und 8 in den Bereich von 50 - 1074 nach erdBere D 


_Tilgung in nachgewiesener Weise von der erregten Intensitat abhang 


_ der Dicke dx im Phosphor gelte und fragen nach dem unter Beriick- 


Phosphor 23. SchlieBlich etivinnt damit Gch aa Varnalter™ der i ne 
Abb. 6 betrachteten Phosphore iiberein. Da dort J§ stets = 1/4 ist 
fallen die Abszissenwerte nach der Ubertragung auf die Abszissen- 


Werten hin, fiir den c praktisch konstant ist. Berechnet man einige 
durch Ringe © bezeichnete Ordinatenwerte mit dem fiir jede der 
3 Kurven angemerkten konstanten c-Wert, so erhalt man in der XM “ 
einen vollen Anschlu8 an die Messung. 


Bei dieser Sachlage haben wir zu kldren versucht, af die in be 3 
grenzten Fallen zwar angendherte, im allgemeinen aber ungenigend eR 
Ubereinstimmung unsrer Ansatze mit der Erfahrung vielleicht durch 
Nebenvorgange im Phosphor verursacht sein kénnte. Da unsre Mes- 
sungen sich auf relativ dicke, optisch unendlich dicke, Schichten be- 
ziehen, miissen Lichtabsorptionseinfliisse eine Rolle spielen. Wenn d i 


so muB sie in der Tat in den einzelnen Phosphorschichten versshidtall 
Relativwerte annehmen, deren Uberlagerung den gemessenen Gesa 
effekt bedingt. Um dies naher zu verfolgen, nehmen wir an, daB de: i 
eine oder andre unsrer rechnerischen Ansatze fiir jedes Schichtelement i 


sichtigung der Lichtabsorptionsverhaltnisse daraus folgenden Gesamt- 
effekt. Der Einfachheit halber werde dabei nur mit senkrechtem — 
Durchgang des Lichts durch den Phosphor gerechnet. " 


Es sei : 


e der Absorptionskoeffizient fiir das erregende Licht, ‘ La 
t der Absorptionskoeffizient fiir das tilgende Licht, 
gy der Absorptionskoeffizient fiir das erregte Phosphoreszenzlicht, 

p der erregende und erregte Intensitat verbindende Faktor, und die Dis- 
herigen Bezeichnungen fiir die Intensititen sollen sich jetzt auf das_ 
Schichtelement beziehen, wahrend wir sie so, wie sie die Messung am ee ‘ 
samtphosphor betreffen, mit Uberstrich versehen. 


P &,4g 
%et@’ } 
Auf Grund unsrer obigen Formulierung (1) erhalt man fiir die 
meBbare erregte Gesamtintensitaét des getilgten Phosphors ; 


Die am Phosphor beobachtbare erregte Intensitat wird dann I, of 


28 
[-=1,—l, e+@ il —(e+9)% <—— ot ems ah 5: 
I,=1,—I,=(e+9)"J,-e e- é eee A 


Da x stets sehr klein ist und e und t von pleiches GréBenordnung sin 
werden, mag es berechtigt sein, den Exponentialausdruck der zweiten ty 
e-Funktion in eine offenbar rasch konvergierende Reihe zu entwickeln, , 
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Uber die le Phosphoresenstisny FES obey kts oe ay hy a) 
d ewir ne dem zweiten Summanden abbrechen wollen. ih dieser Nahe- we 
= irs . " 
"HAE SOY pha began ate CUE es 
o k- mT, Dee 
mit den Abkiirzungen eer 
. : ee f . Fe 
’ aT at te 
’ — k =e€ | ? ef Pe —— —_— ND 6 
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) 
Ganz entsprechend erhalt man in gleicher erster Naherung als Er- : 
satz des Ausdrucks (2) eg 


aye) ee UPR k a 
Rate Vite. (2’ i 
k— nJ/ T/T, 

mit den weiteren Abkiirzungen 
® \ > : ; m 7 & x 
: 9 ae Tt T—E 1 tegen 
» c¢ =a}, ; n=a ea Patel dos” 

E+ pp e+ 2 : : tas 


Die neuen Ausdriicke unterscheiden sich von den urspriinglichen nur 
durch den gebrochenen Faktor, der bemerkenswerterweise eine weitere 


Abhangigkeit des Resultats vom Intensitatsverhaltnis TET, enthalt. vies i 
Der rein exponentielle Zusammenhang der Variablen erfahrt dadurch 
| eine Korrektion, wie sie sich nach der Erfahrung als notwendig erweist. . 

_ Thr AusmaB8 hangt wesentlich von den Lichtabsorptionskoeffizienten ab. Sa 
Da die Differenz von zweien derselben eine Rolle spielt, kann der ti Sh 


Wert des Bruchfaktors mit wachsendem J tT je nach deren Vorzeichen ee ae 
- sowohl eine Vermehrung als eine Verminderung von J; herbeifithren. ne 
_ Dieser Einflu8B ware im Fall (1) gr6Ber als im Fall (2), wie dies auch 


_ der Vergleich mit der Messung nach obigem verlangt. Fiir 7 >¢ d.h. ei 
-m > 0 wiirde durch (1’) die nach (1) geforderte Hebung der reinen Ex- K * mS 
ponentialkurve nach wachsenden 1‘/I,-Werten hin erfolgen. : * ea 
Ein quantitativer Vergleich der neuen Ansdtze mit unsren Messungen a, as 
wiirde die Kenntnis der Absorptionskoeffizienten voraussetzen, die tr cae 
noch aussteht. Ohne die Aufnahme systematischer optischer Unter- ; G ea 
suchungen hierzu ist eine Entscheidung dariiber, wie weit wir gegen- mas 
wartig tatsachlich einen sinngemaBen Schritt in der rechnerischen “ Be 
_Erfassung des von uns empirisch verfolgten Tilgungsphanomens ge- pg. i 
macht haben, kaum méglich. Offenbar ist auch der optische Vorgang , Ms 
im Phosphor weniger einfacher Art, als wir mit unsrer Uberschlags- é ae 
rechnung vorausgesetzt haben. Es muB insbesondere wohl auch eine b aes 
_ Abhangigkeit der eingefiihrten Absorptionskoeffizienten von dem je- vs 
-weiligen Erregungs- und Tilgungszustand des Phosphors in Betracht a 


-gezogen werden, iiber welche der unmittelbare Versuch wird aussagen » bis 
_Iniissen. Andrerseits wird man versuchen kénnen, diese Schwierigkeiten te erat 
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zu umgehen rardteh Bar chiungel an diintisten Schichten, vient 
gelingt, eine in diesem Fall durch Intensitatsmangel bedingte Genauig- 
keitsbeschrankung mdglichst zu verhindern. 

Wenn man die unsren Messungen zugrunde gelegte Phosphoreszenz 
erscheinung insofern als wenig einfacher und daher analytisch schwer = 
faBbarer Art ansehen mochte, als es sich um das gleichzeitig den Dauer- 
und MomentanprozeB umfassende Gesamtleuchten handelt, so ist dem- 
gegeniiber zu bemerken, da alle unsre bisherigen Beobachtungen am 
Tilgungsvorgang keinen Anhalt gegeben haben fiir die Notwendigkeit 


einer Unterscheidung zwischen beiden Prozessen. Die Erregung I, 
fanden wir im Bereich unsrer Variation der erregenden Intensitat lo 
streng proportional, und die Tilgung umfaBte in der Tat das gesamte 
Phosphoreszenzleuchten, das praktisch restlos austilgbar war. 
glauben daher zwischen dem bekanntlich spektroskopisch gleichen 
Leuchten langer und sehr kurzer Dauer nicht unterscheiden zu miissen, 
wenn wir damit auch nichts aussagen wollen iiber das reine Fiuoreszenz- 
leuchten, das bei unsren Praparaten vielleicht keine merkliche Rolle 
spielte. Letzteres geht offenbar aus der Tatsache hervor, daB der 
zeitliche Anstieg der Erregung unsrer vorgetilgten Phosphore immer eine 
merkliche Tragheit besitzt, wahrend allerdings die Tilgung nahe momen- | 
tan einsetzt. Auch spricht die bei den ausgemessenen mit Ag aktivierten 
Mischphosphoren von uns friiher! beobachtete starke Temperatur- 
abhangigkeit der Emission gegen merkliche Fluoreszenz gerade auch 
bei diesen Praparaten geringsten Nachleuchtens. DaB unsre MeB- 
ergebnisse sich wesentlich auf eine einzige Bande — die Hauptbande 
der Phosphore beziehen, haben wir durch besondere Priifung (vg 
Tabelle 1) sichergestellt. 


ro 
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1 BEcKER, A., J. SCHAPER u. Fritz Becker: Reichsber. Phys. 1, 169 (4945 
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- Réhrengalvanometer mit technischen Roéhren. 
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x . Von 

J. KREUZERt¢ *.. 

_ (Institut fiir physikalische Chemie der Universitit Freiburg i. Br.) 
, Mit 1 Textabbildung. 

(Eingegangen am 17. Sobtasaber 1947 **,) 
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intersucht. Entgegen den verbreiteten Ansichten l48t sich normalerweise eine 


MeBgrenze von 107% A, mit ausgewadhlten Réhren auch 107A erreichen, Die 
Angaben werden an einem praktisch erprobten Gerat erlautert. 


altungen mit Spezialrdhren (Elektrometerréhren) behandelt, wah- 


nd zutreffende Angaben iiber die Eigenschaften technischer Rohren . 


t durchweg fehlen. Und doch sind diese fiir manche Anwendung 
vi fealhafter. namlich immer dann, wenn man nicht bis zur 4uBersten 
renze der Stromempfindlichkeit gehen will oder kann, sondern gréBeren 
legt auf Betriebssicherheit und einfache Handhabung des Geriates. 
Betreibt man z. B. eine Photozelle mit dem Dunkelstrom von etwa 
“11A, so hatte es wenig Sinn, den Gitterstrom der Anzeigerdéhre mit 
besonderem Aufwand unter 107 A zu halten. 


1. Praktische Empfindlichkettsgrenze. 


In dem wertvollen Buch von J. SCHINTLMEISTER ,,Die Elektronen- 
-Ohre als physikalisches Mebgerat™, auf das im iibrigen verwiesen werden 


Biaisss wenigstens eine GréBe von 10-1°A besitzen. Hingegen haben 
ae langere Erfahrungen mit technischen Réhren gezeigt, daB man 
mit diesen ohne Schwierigkeit eine Empfindlichkeitsgrenze von 10°¥ A 
ei 109—10'°Q Eingangswiderstand (Gitterstrom 10°*—10°! A), mit 
usgewahlten Réhren auch 104A unter ase tac Bedingungen er- 
hen kann. 

_ Die abweichende Ansicht SCHINTLMEISTERs beruht auf folgenden 
Rictningen: 

a) Der Gitterableitwiderstand solle bei technischen Rohren nicht 
Ber sein als 4-108Q, er miisse namlich klein sein gegeniiber dem 
* Gefallen beim Fliegerangriff auf Freiburg i. Br. am 27. 11. 44. 

_ ** Eingesandt von R. MEckE, Freiburg i. Br. 

1 Siehe SCHINTLMEISTER 3. Aufl., S. 89. 1943. 


Shrengalvanometer mit technischen Réhren werden theoretisch und praktisch 


id In der Literatur iiber Roéhrengalvanometer werden in der Regel ° 


18, wird gesagt, der mit einer technischen Réhre zu messende Strom. 


inneren Githeemideraand d. h. der reziproken Gitterstromsteilh 


‘it 
. s,= sis) |, weil sonst der resultierende Gesamtwiderstand zu sehr vom 
ne al Ableitwiderstand verschieden sei. Dazu ist zu sagen, daB der rest ) 
tes tierende Widerstand belanglos wird, wenn man mit einer Nullmethode 
ae arbeitet, d. h. den Spannungsabfall des Stromes vollstandig durch ei Ie 
: kompensierende Gegenspannung miBt. 
: are b) Der Gitterstrom von 10° °— 10° 10 A sei hdchstens auf einis ge 
Se Prozent konstant. 
era Hier haben aber unsere Versuche ergeben, dafi der Gitterstrom i im 
eral stationaren Zustand der Rodhre (also nach einer gewissen ma 

dauer) innerhalb der iiblichen MeBzeit bis auf etwa 0, 1/00 konstant is 
moet Demnach_ kann als Regel gelten: Die MeBgrenze einer techniscl en 
Re 45 Rohre liegt um 4 Zehnerpotenzen tiefer als ihr Gitterstrom. ; 


ve 


Bees) c) Eine andere, von SCHINTLMEISTER nicht ausdriicklich in diese n 
Bie: .Zasammenhang erwahnte Schwierigkeit, da8 namlich die ,,Arbeit iS 
Bee Chass steilheit“ 


. « s « = : - 
Sana : Sa= 1} SeR “— « 
: i yee ae 
aie, 3 (worin S, die Steilheit des Gitterstromes, R, der Ableitwiderstand ist) 
Sa airs SATB Béreich der negativen Gitterstromeharebteristik (S,< 0) unendlich 
ie aa groB oder negativ werden k6énnte, wenn der Widerstand R, >1/S, 
ee ist, l4Bt sich in sehr einfacher Weise mit Hilfe eines Kathoder ider- 
an standes R, (,,automatischer Gitterv orspannung“'), beheben: denn C ann 
By _ gilt die Smeets Beziehung : 
| us ett ae 
; ~ und es pentek, den Kathodenwiderstand so zu wahlen, dab. 
eh 1+ SpRp+ SoRy >0 
, i : ist, damit die Réhre weiterhin stabil gesteuert werden kann. 


2. Theorie der statistischen Nullpunkisschwankungen. 


Der unter b) gesagte experimentelle Befund stimmt nun mit 

theoretischen Uberlegungen ausgezeichnet iiberein. Als Stérungsquel. i 

! kommen namlich in unserem Falle nur das thermische Rauschen @ 
Gitterwiderstandes und der Schroteffekt des Gitterstromes in Frag 


‘ Der Schroteffekt des Anodenstroms ist von untergeordneter Bedentean 
da sein ,,aquivalenter Rauschwiderstand“ Raq um GrdBenordnungen kleine 
als der Gitterableitwiderstand. Es sei hier auch noch auf die ausfiihrlichen Dar: 
legungen hed H. Rotwe und W. KLeen ,,Elektronenréhren als Anfangsstufer 
verstarker'’, 2. Aufl. 1944, hingewiesen, 


| Robrngalvanometer sate technischen Réhren, 


5 Ist fi dieser Gitter- He absace k, der Ableitwiderstand und C, 
die zugehérige Parallelkapazitit des Gittericrelses, so betragt in einen 
Frequenzintervall Aw = 2x Af das mittlere Stromschwankungsquadrat 
beim thermischen Effekt (Nyquist ?}): 


* 


Al; erm — ae rat OY 2: 
(A Te) Ry x (14.0% REC)) 6) 


und ganz entsprechend beim Schroteffekt (ScHorrKy?) 


AT ance oo OE ie 

| (A Iz) schrot Lee rae (4) 
Da es sich hier um einen Gleichstrom-, d. h. Breitband-Verstarker han- 
delt, so muB der Frequenzgang des Anzeigeinstrumentes mitberiick- 
sichtigt werden. Man erhalt ihn aus der bekannten Differentialgleichung 
einer erzwungenen Schwingung: 


>» Se 2% 
Wot etd L (5) 


Darin bedeute 7, den vom Instrument angezeigten, J den einwirkenden 
Strom, w, die Kreisfrequenz des Instrumentes bei aufgehobener Damp- 


-aperiodischen Dampfung, « = 0,7 etwa dem Fall maximaler Einstell- 
_geschwindigkeit). Denken wir uns ferner das Instrument direkt in— 
Einheiten des Gitterstromes J = I, geeicht, so folgt hieraus fiir den 
__angezeigien Effektivwert 
Re roe ws 

; ATs samt 2 — wG)® + 4a? ww? Oe 
_ Durch Einsetzen in Gl. (1) bzw. (2) und Integration tiber alle Frequenzen 
folgt schlieBlich (mit der Abkiirzung k,C, = 1,) fiir den Zeitfaktor 
; des Schwankungsquadrates 


4 


= 


~ 
, 


Pa a dw - 
a ag (1 + Em?) [(w? — wi)? + 40? wp?) ’ 


(7) 


| oder ausgerechnet ‘ 
Fa. Wp (1 + 20 Wo Te) (7a) 


(1+ 2% Wy Ty + WH T) ; 
Der Effektivwert des gesamten, angezeigten sivecels ist somit 


~ gegeben durch * 
ai (ci, + ae) F. | (8) 
g ip 


1 Nyoguisr, H.: Physic. Rev. 32, 110, 113 (1928). 
* 2 ScHotrky, W.: Amer. Rev. 57, 541, 567 (1918). 
- %¢= 1,60-10-19 Amp~ sec, kT = 4-107*! W- sec. 


_fung. « die Dampfungskonstante (« = 1 entspricht dem Grenzfall der is , 


Ax 


ia 


- to aI ie 
me Po ae 


“ea, > 


ets Seen 


J. Kreuzer t: 


Fir R, = aoe = 0,05 V/I, sind die beiden Stpemneen einander gleich, 
g 


fiir kleinere Widerstande iiberwiegt der thermische Effekt, fiir groBere 
jedoch das Gitterstromrauschen. Um daher die Verstarkerméglich- 
keiten einer Elektronenréhre voll auszunutzen, wird man stets den 
letzteren Fall bevorzugen. Man wird also auch bei Rohren mit J, « ; 
10-19 A noch mit Widerstanden R, >5 - 108 Q arbeiten, da erst obertes 
dieses Wertes der Gitterwiderstand seinen Einflu8 auf den Storpegel fal 
zu verlieren beginnt 1: % 

Der in den Effektivwert der Stromschwankung noch eingehende - 
Zeitfaktor F ist nun im wesentlichen durch die grdfere der bee L 
Zeitkonstanten von Eingang (t,) und Anzeigeinstrument (2«/@ ) b 
stimmt. Definiert man also die fiir die MeBgeschwindigkeit maligebliche 
Zeitkonstante t durch den gréBeren dieser beiden Werte 


(re) “a 
Tt =max(|t,, —}, : 

om = 
so liegt fiir « > 4, wie sich aus Gl. (5) leicht ableiten laBt, der F- 
Faktor stets zwischen = 


eee a ae 


Die linke Site entspricht dabei dem Grenzfall gleicher (und « = 1), 
die rechte Seite dem anderen Grenzfall auBerst verschiedener Zeit- 
konstanten. Dazwischen bewegt sich die Funktion monoton. Im Fall — 
der giinstigsten Anpassung beider Konstanten (t, = 24/@ ) belauft sich — 
der dadurch erzielte Empfindlichkeitsgewinn gegeniiber extremer Fehl- 
anpassung héchstens auf |/1,8—1—= 35%. Die Anpassung ist daher 
nicht sonderlich kritisch. SellistverstSindlich 1aBt sich die MeBgenau ~ 
keit durch die Wahl gréBerer Zeitkonstanten erhéhen. Bleibt m os 
aber beim Galvanometerbetrieb, d.h. verzichtet man zugunsten de 
MeBgeschwindigkeit auf die zeitraubenden Kondensatorautlademetho: 
den, so wird man die Zeitkonstante des Verstarkereinganges t = R,C, 
unndtigerweise auch nicht gréBer als die Galvanometerkonstante wahlen, — 
Da sich die Schaltkapazitaét Ges Gitterkreises aber kaum unter ~ 30 pF 
herabdriicken lassen wird, so ist damit auch der obere Gitterwidersteaaam 
wert Sakae 

R, & ty? 10! Q(t) = Schwingungsdauer des ungedimpften Gal-— 
Unie ae. in sec). 


iw 
a 


? 


f ~ bs ; 
/ ele itz 
2kT ‘ 
die man bei gleicher MeBgeschwindigkeit mit einer Elektrometerréhre (Gitterwider- 
stand R,) mit iiberwiegend thermischem Rauschen gegeniiber einer gewéhnlichen | 
Rohre (Ionenstrom /,) mit Gitterstromrauschen erzielen kann. Bei Galvanometer- | 
betrieb, also bei Verzicht auf Auflademethoden belaiuft sich dieser mid 
keitsgewinn auf etwa das 5§- bis 10fache. 


! Der Faktor | = 4,5 J, R, gibt die Empfindlichkeitssteigerung 


- + . a 
a? “ 


o> ee eee ‘s 
galvanometer mit technischen Roéhren. Oo alah 


¥ Bei den tiblichen Werten (é, & 1—5 sec) sollte er demnach (auch 
bei Verwendung von Elektrometerréhren) den Betrag von 5 - 10% Q 
nicht tiberschreiten!, 

_ Setzen wir also in unserem Fall I, ~~ 107 A, R, ~ 10° Q, + ~ 1 sec, 
so liegt der Effektivwert der Stromschwankung zwischen 2,1 - 107 und 
2,8:10 A, es ist also eine mittlere Amplitudenschwankung von 
4-410- A, wie sie das Experiment tatsichlich zeigt, Zu erwarten. 
-SchlieBlich erhalt man fiir die angezeigte Schwankung des Gitter- 


Al; e = 
So =| EF <4-10 SF <0,1°%oo _ (10) 


ofern die Zeitkonstante nicht merklich unter 1 sec liegt; das entspricht 
aber genau der oben empirisch abgeleiteten Regel. 


3. Schaltungsabgleich. 


_ Bei diesen grundsatzlichen Erérterungen handelt es sich zunachst 
um die kurzzeitigen Schwankungen des Gerats. Der langsamen Null- 
-punktswanderung kann man mit den gleichen Mitteln begegnen, die 
_bei Elektrometerréhren gebrauchlich sind. Der Nullpunktsgang riihrt 
zum Teil daher, daB in der Roéhre noch kein Gleichgewicht eingestellt 
ist (Einbrennvorgang), oder daB die Temperatur der Schaltelemente 
sich andert oder schlieBlich von einer Anderung der Betriebsspannungen. 
Dieser letzte Einflu8 1a8t sich durch geeignete Schaltungen eliminieren. 
Es kommen hauptsachlich 2 Arten in Betracht: 
A. Die symmetrische Zweirdhrenschaltung verbindet 2 Réhren mit 
moglichst gleicher Charakteristik ,,im Gegentakt‘’. Wenn sich die 
Betriebsspannung andert, wandert der Arbeitspunkt in beiden Zweigen 
-_gleichmaBig in der Charakteristik auf oder ab. Der Nachteil dieser 
_naheliegenden Schaltweise ist aber, daB es schwer fallt, Rohrenpaare 
mit genau gleichen Kennlinien zu erhalten. Man kann zwar die Steilheit 
§ der Umgebung eines bestimmten Arbeitspunktes mit Schaltmitteln 
abgleichen. Da aber der Arbeitspunkt beweglich ist, reicht diese MaB- 
-nahme oft nicht aus, um das Gerat betriebssicher zu machen. Am besten 
haben sich bei uns Schaltungen mit Verbundrohren (z. B. EDD 11) 
_ bewahrt. 
; B. Die unsymmetrischen Einréhrenschaltungen mit Durchgriffs- 
_abgleich haben den Vorzug, daB sie das Wesentliche, namlich den Arbeits- 
punkt selbst, konstant oder wenigstens nahezu konstant halten. Dabei 
ist zu beachten, daB nicht nur ein Durchgriff der Anode, des Raum- 
. ladegitters usw., sondern auch — in sonst nicht tiblicher Weise — ein 


1 Aus diesem Ableitwiderstand R, in Verbindung mit der Arbeitssteilheit 5’ 
_folgt auch die erforderliche Galvanometerempfindlichkeit, da der Verstarkungs- 
grad durch S’y R, gegeben ist. 


" Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 47 
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Chm heed us J. KREUZER t: eee Ne ‘7 ne 


_,Heizspannungsdurcheriff* beriicksichtigt werden muB, denn auch die | 
‘Wirkung der Heizspannungsanderungen laBt sich normalerweise dur 
eine aquivalente Gitterspannungsanderung ausdriicken, und zwar sind | 
Durchgriffe von 50% nichts Ungewohnliches; d. h., wenn sich die Heiz- 
ae . spannung um 0,1 V andert, entspricht die Anodenstromanderung eine 
Bey Gitterspannungsdifferenz von 0,05 V. Beim Durchgriffsabgleich wird ve 
$3 die Schaltung so eingerichtet, daB jede Betriebsspannungsanderung : 
f eine entgegenwirkende Spannung am Steuergitter der Rohre erzeugt. 
Die Stabilisierungsmethoden sind im allgemeinen nur fiir langsame — 
Schwankungen wirksam, andernfalls miiBten auch die Schaltkapazitaten _ 
st abgeglichen werden, was naturgema8 viel schwieriger wiirde. 


ee? aa. ee 


ae 
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Abb. 1. Prinzipschaltung des Réhrengalvanometers mit Durchgriffsabgleich. 
* “a 

4. Praktisches Beispiel einer Schaltung. 

: Als Beispiel fiir die zuletzt besprochene Schaltweise sei ein Gerat 

x angefiihrt, das fiir die Spektralphotometrie im Bereich der Caesium- | 
photozelle entwickelt? und in mehrjahrigem, fast taglichem Gebrauch 
erprobt worden ist (Prinzipschaltung Abb. 1). Das Réhrengalvanometer — 
ist als Nullinstrument eingerichtet, es wird also der Spannungsabfall | 
des Photostroms langs einem 10'-Ohm-Widerstand R, mit einem MeBb- 
drahtkompensator Ux zu Null erginzt. Verwendet ist die Réhrentype — 
KF 4, die eine kleine Heizleitung und gut isoliertes (oben ausgefiihrtes) * 
Gitter besitzt. Die Anwendung einer Penthode ist fiir die Schaltung an_ 
sich nicht wesentlich. : 


Im Unterschied zur Elektrometerréhrenschaltung geschieht det Fe 
Abgleich im Anoden- und Heizkreis getrennt, um nicht den ganzen— 
Heizstrom iiber die Spannungsteilerreihe fiihren zu miissen. Der Wider- 


} KREUZER, J. u. R. MECKE: Z. phys. Chem. Abt. B 49, 310 (1941). — KREUZER, "4 
J.: Z. Phys. 118, 325 (1941). | 
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craiceatphioabchacten mit technischen Réhren. Sse ‘6 - 

bei 

‘stand im Heizkreis und der Kathodenwiderstand erzeugen eine ,,auto- my 
' matische ittervorspannung™, so da bei einer langsamen Betriebs- ai 
‘Spannungsanderung die Einwirkungen auf Anodenkreis und Gitter sich 
gerade gegenseitig aufheben. re 
Wenn D, der oben definierte Heizspannungsdurchgriff ist, heiBt ae 
“die Abgleichbedingung -fir die Heizung ae 
ines 

d “e fe Weg 

Ry = Di 5 Ty (14a) 

dU,/dI, ist der differentielle Widerstand des Heizfadens und natiirlich pS 
verschieden vom Oumschen Widerstand U,/J;. aD: fro: 
In der Praxis wurde die Heizung aus einer 4-Volt-Batterie (statt ‘ Mit 

_ 2 V) tiber 30Q Vorwiderstand betrieben und an diesem eine passende i ‘3 
Gitterspannung abgenommen. Es zeigte sich, daB man mit hinreichender wii 
Genauigkeit einfach am negativen Ende des Widerstandes anschlieBen he 
konnte. Fiir das Galvanometer im Anodenkreis hei8t die Nullpunkts- ‘i Re 
NEUNS fiir Anodenstrom J, und Spannungsteilerstrom J pes 
I,-Ry=I-R, (12) ai 

; Die 

und die Stabilitatsbedingung ic 
dI,:R,=4dI-R3. (12a) ae 


mit U,,, die Steuergitterspannung mit U,, und die Durchgriffe ent- 


sprechend mit D, und D,,, so gilt die weitere Gleichung 
aI, 25, (dU,, + D, aU, + D,, 4U,), o (13) 


1 worin S, die Arbeitssteilheit! der mit Gitterableitwiderstand R,, 


g Bee wir die Anodenspannung mit U,, die Schirmgitterspannung 
B 
- 
. 
; 
Se eidenen Roéhre ist. Unter Vernachlassigung des Schirmgitter- 
. 


stromes /,,< J und des Widerstandes R,< Rx ist ferner 
aU,, =—Rx (dI+dI,), (14) 
aU,,=R,-dl. (15) 
Die Ausrechnung ergibt dann fiir den Kathodenwiderstand 
S4 (Dg, Ug, + Pa 0) fa 
te Sa ride 
“Der Nullpunkt ist mit einer wenig belasteten und daher konstanten 
Gitterspannung Uy (2—4 V) einzustellen. 


. 
] 
| 


(16) . 


‘Fir die Empfindlichkeit berechnet man 

P Cit nade RPE UR Sa Re (17) 
k dUK ~~ RatRs+Ryayy 1+ So RK + Se Ry 

, — — 

P 1 Gl. (4) 
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barn 4 Ji Kenzi Rohrengalvanometer mit technischen } ] Robren. 
aa _ _Dabei ist Sy vor rat beschrankt durch die Notwendigkeit, den Arbeits- 
4 punkt im Gebiet kleineren Gitterstroms zu wahlen. . 


In der praktischen Ausfiihrung wurde die Anodenbatteriespannung » 
» V,=100V, der Spannungsteilerstrom J ~ 2mA und der Anoden 
Pastis, strom I, ~ 0,2mA gewdhlt. Die Abgleichwiderstande Ry = 1400 Q — 


EY und R, = 30, die nur annadhernd zu stimmen brauchen, sind unver-_ 
Sieh Kndeslich eingebaut. Die GréBe der iibrigen Widerstande ist R, = 45 kQ, 
Bet Re == 5S; Ry= =1kQ und R, =10kQ. Als Anzeigeinstrument be- 
<a wahrte sich ein Multiflexgalvanometer (B. Lange, Berlin) mit rund | 
ey: ; 107 . A/ Skt. 

ey: a - Beim Einschalten fallt der Gitterstrom von einem maximalen Wert | 
age (hervorgerufen durch freiwerdende Gasreste) anfanglich sehr rasch, © 
me dann langsamer nach ungefahr einer logarithmischen Kurve ab. a 
Ber 4 Stunde ist ein praktisch stationarer Zustand erreicht und das Gerat 
a y betriebsfertig. Dieser Einbrennvorgang hat bei nahezu ganztigioeltill 
aS Betrieb des Réhrengalvanometers nur geringe Bedeutung. Die Null- 
PAK oe 2, punktsschwankungen und den temperaturbedingten Nullpunktsgang in 


diesem stationaren Zustand sind gering. Die Amplitude der kurzzeitige " 
Schwankung betragt etwa + 0,05 mV entsprechend + 0,5-1074A, — 
d.h. die MeBgrenze ist 10°44 A, wie oben behauptet wurde. 

In dem beschriebenen Gerat ist eine Réhre mit besonders kleinem | 


Bry: Gitterstrom ~107°A eingebaut, die aus mehreren ausgesucht war. 
Ee re Mit einer Durchschnittsréhre! mu8 man eine MeBgrenze von einigen 
ete 1014 A bis maximal 1071* A gewartigen, was aber noch fiir mancherlei 
a Zwecke ausreichend ist und auch die normale technische Rdhre als’ 


asi atr, | brauchbares physikalisches MeBgerat erscheinen laBt. a 


of ea 1 Die Schaltung wurde in mehreren Exemplaren (ortsfest und als kleines trans- _ 


“oy portables Gerat) mit Réhren unterschiedlicher Qualitét ausgefiihrt. Eine gerin- — 
rs gere Stéranfalligkeit erhalt man durch Einbau des Verstarkers plus Photozelle 
w in einen luftdichten Zylinder mit konstantem, verminderten Druck. x 


~ Reibung i in mafig verdiinnten Gasen als Folge 
P , verzégerter Einstellung der Energie. 


Von 
“4 Max Kouxter, Horb am Neckar. 
(Eingegangen am 16. Februar 1948.) 


Kurze Zusammenfassung. 


ica ersten Teil wird gaskinetisch gezeigt, daB sich die gewdhnliche Gasreibung 
_auffassen 1a8t als bedingt durch die endliche Einstellzeit der Energie auf die 

_ verschiedenen translatorischen Freiheitsgrade. Die Relaxationszeit der Trans- 

_ lationsenergie 148t sich direkt aus den beobachteten Werten der Reibungskon- 

_ stanten ermitteln. Diese ist um etwa 27% gréBer als die mittlere StoBzeit. Diese 

- Deutung der Gasreibung 148t sich auch auf mehratomige Gase iibertragen, wo 

_ die gewohnlichen gaskinetischen Methoden nicht mehr streng anwendbar sind. 
Im zweiten Teil wird die Volumviskositat in Gasen als Folge der endlichen Ein- 
 stellzeit der Energie der inneren Freiheitsgrade gedeutet. Bei alleiniger Anwesen- 

- heit von Rotationsenergie findet man den Ausdruck (19) fiir die Volumviskositat, 
_ der nur die Relaxationszeit der Rotationsenergie als unbekannte GréBe enthalt. 
ty Fiir das Verhaltnis der Koeffizienten der Volumreibung zu dem gewohnlichen 
_ Reibungskoeffizienten 1aBt sich eine untere Grenze angeben. Danach ist dieses 
Verhaltnis immer mindestens von der GrdBenordnung 1. Die Grenzen der hydro- 

~ dynamischen Brauchbarkeit dieser Volumviskositat oberhalb Zimmertemperatur 
sind etwa dieselben wie diejenigen der gew6éhnlichen Reibung. Im allgemeineren 
4 _Faliile, wo die Rotationsfreiheitsgrade voll, die Schwingungsfreiheitsgrade aber 
nur schwach angeregt sind, setzt sich die resultierende Volumviskositat additiv 
_ zusammen aus einem Anteil y,, der nur von der Einstellzeit der Rotationsenergie 
abhangt, und einem durch die Relaxation der Schwingungsenergie bedingten 
Rs vaio Mosze Die gesamte Volumviskositat ist druckunabhangig bei konstant 

gehaltener Temperatur. 


x Aus den Messungen von KELLER sind rohe Werte von jp, fiir N, und NH; bei Zimmer- 
_ temperatur berechnet. Wahrend yu, im allgemeinen (mit Ausnahme von H, und D,) 

von derselben GréSenordnung ist wie der gewéhnliche Reibungskoeffizient, ist 
(fos Meist um GrdSenordnungen gréBer. Die mit den josz-Werten berechnete 
_ Schallabsorption ist gleich der aus der KNEsERschen Theorie fiir kleine Frequenzen 


ak folgenden Absorption. 
~~  Einleitung. 


a Das tensorielle Reibungsgesetz in einem isotropen Medium 1aBt 
sich in der Form schreiben: 


1 Caos au Fe 3 
“ i,=p— jediv i —2y (dj,— + divi); T;, =— 27 dip (1) 


Bh’ ((=+-k=*,¥,2). 


ed 


716 Me Max Kouier: 


Darin sind 7;, die Komponenten des Drucktensors, d,, die Kompo- : 
nenten des Deformationstensors, die in folgender Weise mit den Kom- ~ 
ponenten u, (i = x, y,z) des Geschwindigkeitsvektors “u zusammen-_ 


haingen: d;, = Bee +. a, p ist der statische Druck, 7 und yw die " 


beiden Reibuiicshoeticienten: wobei 7 der Koeffizient der gewohnlichen _ 
Scherungsreibung und mw der Koeffizient der sog. Volumreibung ist. 

An anderer Stelle ist gezeigt worden!, dafi im einatomigen Gas _ 
notwendig “ = 0 ist, d.h. die Volumreibung verschwindet. Ein ein- | 
atomiges Gas zeigt demnach bei einem reinen Expansions- oder Kom- 
pressionsvorgang keinen Reibungswiderstand, worauf auch schon — 
BOLTZMANN? hingewiesen hat. Diese Aussage gilt nach den Unter- — 
suchungen von EnskoG? nicht mehr fiir komprimierte Gase. 


Im mehratomigen Gas fiihtt die endliche Einstellzeit der Rotations- — 
energie zu einem endlichen Wert des Volumreibungskoeffizienten pu. _ 
Dies wurde gezeigt an Hand des rauhen Kugelmolekiilmodells, dessen’ 
Benutzung nur in héheren Temperaturen sinnvoll ist, wo die rotatorischen 
Freiheitsgrade voll angeregt sind. Diese Betrachtungen sollen im fol- 
genden ohne Benutzung eines bestimmten Molekiilmodells durchgefiihrt — 
und auBerdem auf den Fall von Molekiilen mit angeregten Schwingungs- 
freiheitsgraden ausgedehnt werden. 


In Erganzung dieser Uberlegungen wird noch gezeigt, daB man den — ‘ 
gewohnlichen Reibungskoeffizienten 7 in guter Naherung als Folge der 
endlichen Einstellzeit der Energie der verschiedenen transiatorischanial 
Freiheitsgrade betrachten kann. Diese Auffassung der Reibung 1aBt 
sich auch auf mehratomige Molekiile iibertragen, wo die gewohnten 
gaskinetischen Methoden unzureichend sind. . 


Teil I. Deutung der gewohnlichen Reibung 
als Relaxationserscheinung der Translationsenergie. 


MAXWELL* hat bekanntlich an Hand des nach ihm benannten — 
Molekiilmodells (MolekiilabstoBung beschreibbar durch eine Zentralkraft 
umgekehrt proportional zur 5, Potenz der Entfernung) gezeigt, daB die 
Finstellzeit der Geschwindigkeitsverteilung der Moiekiile eng mit den 
Koeffizienten der Reibung und der Warmeleitung zusammenhingt. — 
Diese MAXWELische Auffassung wird im folgenden dahin prazisiert, 
da8B der Reibungsvorgang speziell durch die endliche Einstellzeit der — 


' Kouter, M.: Naturwiss. 33, 254 (1946). — Z. Phys. 124, 757 (1948). 


* Bottzmann, L,:; Wien. S.B..74, 531 (1876). — ENskoG, D.: Kgl. Svenska _ 
Vetenskapacademiens Hand¥invar 63, 27 (1922). 


2 ENSKOG, Ds 1.6, 
* Maxwett, J.C.: Phil. Trans. roy. Soc. 157, 49 (1867). 
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vi d, wobei iiber das zwischenmolekulare Kratftgesetz keine speziellen 
Annahmen notwendig sind. 


I. Einatomige Gase. 

Das Kernproblem der kinetischen Gastheorie bildet bekanntlich die 
Bestimmung der Verteilungsfunktion / der Molekiile. Fiir das MAXWELL- 
sche Molekiilmodell gelingt es die Koeffizienten der Reibung und Warme- 
leitung zu berechnen, ohne explizite Bestimmung der Verteilungsfunk- 
ion. Bei dem allgemeineren CHAPMAN-ENSKOG-Modell (Kraftgesetz 
proportional zuy~”, wenn r den Abstand der Molekiile bedeutet) kommt 
man ebenfalls zu sehr genauen Naherungswerten fiir die Koeffizienten 
der Reibung und Warmeleitung ohne die Verteilungsfunktion auch nur 
annahernd so genau zu kennen!. Die Verteilungsfunktion / geniigt der 
MAXWELL-BOLTZMANNschen Fundamentalgleichung: 


Dabei ist F die auf die Molekiile wirkende duBere Kraft je Massen- 
einheit und grad, bedeutet die Gradientbildung im Geschwindigkeits- 
/raum. Es ist zweckmaBig an Stelle der Absolutgeschwindigkeiten v die 
thermischen Geschwindigkeiten V--0—%, wo @ die mittlere Ge- 
-schwindigkeit aller Molekiile im betrachteten Volumelement ist. Damit 
-1aBt sich die Gl. (2) umformen in: 


q D 
| Sor lV, grad f) Fas , grad, f)— 3) 
| et (fF ed ee 
be ag Fal grad u,) + | in (eles 
Darin ist: 
; D ran ae 
D_# 4 (grad). (3a) 


Es sei nun Q irgendeine von V,,V,, V,, x, y, z, t abhangige molekulare 
GroBe. Multipliziert man (3) mit 0 aod integriert tiber alle Geschwindig- 
-keiten, so folgt durch Umformung vermittels partieller Integration: 


D 


2 (0-0) + vOdivii + div(vQ-V)—»- ae AV, grad Q) + 


at (5 Di rac grad, a (V, grac grad u, es ahah (3b) 


—(V, grac grad u 7] - = A(Q)stose- 


1 KoniER, M.: Z. Phys. 124, 757 (1948). 


cf + (8, grad?) +(F, grad, #) = (Z). (2), 


tees 


Se ihe Ba 


~ 


er «= - 
a 
phe 


goat Bis, “es 
Ska 


Ay 


} 


Dies ist die sog. Mittelwertsgleichung. Uberstreichen perieutat ttel- 
bildung iiber alle Molekiile. Es werde nun ein beliebiges oneal lc k 
betrachtet. Nach CHAPMAN und Enskoc! ist dann die Verteilungsfun k- 
tion f angenahert gegeben durch: ‘ 


h=fe{1—B V9) (We — 502) 5 + - +1, (Se + a) fa 


wo /, die lokale MAxwettische Verteilungsfunktion ist: 
mV* 


‘ard (ctr) Bie (4a) 

Hierbei ist & die BortzmANnNsche Konstante, » die Teilchendichte, m 
die Molekiilmasse, T die absolute Temperatur. ‘ 
Die GréBe B(V?) hangt nur von der thermischen Energie der Mole- 
kiile ab. Den Beitrag dieser funktionellen Abhangigkeit des B von V” 
zum Reibungskoeffizienten des Gases kann man nach CHAPMAN und 
EnskoG! naherungsweise bestimmen. In guter Naherung kann man 
jedoch B auch als unabhangig von V2 annehmen. Im Falle von starren 
Kugelmolekiilen z. B. weicht der streng berechnete Wert des Reibungs- 
koeffizienten (also bei Beriicksichtigung der funktionellen Abhangigkei 
des B von V?) um etwa 1,6% von dem unter Annahme eines konstanten 
B berechneten Wertes ab. Im folgenden wird daher B als kons ant 
angesehen. C 
Der Ansatz (4) verfiihrt dazu, den einzelnen translatorischen Frei- 
heitsgraden Temperaturen T,, J,, JT, auch in Nichtgleichgewichts- 
zustanden zuzuschreiben. Diese sollen ein Ma& der mittleren Energie 
der betreffenden translatorischen Freiheitsgrade sein. Es seien ¢,, 
é,, €, die mittleren Energien der translatorischen Freiheitsgrade je 
Molekiil. Es gelten dann die Relationen, die T, , J, , J, definieren sollen: 


=k (’=%,y,2). Ga 

Ist ¢ die gesamte mittlere Translationsenergie je Molekiil, so laBt sich 
auch eine Temperatur T der Gesamtenergie definieren durch: 
é= 6+ & + & = §hT. (Sb) 

Die quadratische Form (4) in den Komponenten von V 1aBt sich durch 
eine Drehung des Koordinatensystems auf Hauptachsen bringen. Das 


gestrichene Koordinatensystem sei das Hauptachsensystem. In diesem 
Bezugssystem lautet (4): 


, 


hl ae, é hares , eu, iD) A neey Ou, 
poi alo 9) rt) 
eu, 
uae 159 4) 
Oz’ 


+ Cuapman, S, u. T, G. CowrinG: Theory of Nonuniform Gases, S. 119. Cam- 
bridge 1939, 


4 


(6a) 


verdiiz ten Gasen BA > 


y eae a c sere fe. TX pas fe 
In ae bekar nies Tnvarianzigens schaften t bei Drehungen des Tooke y 
nat atensystems ist: = 


Oux Ou; 


Pe on eh Pitas Bigot = 
B + ey , “+ Oz’ 2 Ox - = = Oz (6b) 
ca . Seg, t= eee (6c) 
: Die Vertelungstonktion (6a) mit konstantem B kann nun naherungs- 
we: e als MAXWELL-Verteilung mit ungleichen Temperaturen der ver- 
sch oe translatorischen Freiheitsgrade angesehen werden: 


f= »-( m y-( m_ \t m 
7% 22 kTx’ 2akTy’ 22 kTs’ 

ei Beschrankung auf unendlich kleine Differenzen zwischen T, T,, 
= , T, folgt Identitat von (6a) mit i wenn: 


or rie -0;= B-— (7a) 
é G=H',y', 2). 9 (7b)4 
_ Dabei ist von der aus (6c) folgenden Beziehung: 
$,40,40,=0,140, +0, =0 (7c). 
Gebrauch gemacht. 
“a Ist allgemein 7 = f, (1 + ®) die Verteilungsfunktion und 0 der den 
t Zusammenst6Ben Rechnung tragende Operator, so werde gesetzt: | 


es, (2) oe Of = 28. | (8a) 


"Im vorliegenden Falle wird nach (6a) und ae 
BR: aye 
a s die Anderung der Eee echen Energie in den x’, y’, z'-Richtungen | 
-infolge von ZusammenstéBen folgt nun: 
His. (BPAS EO) 4 ae). Ria) | 
‘ (Feac= v-k f (Pera sc as Ain 
baie PL US (9) 


(dty = aVz, dV, -a¥,) 


2 2 
Asp spaqa | 2 844% = Sage (ts E,) « ; (9b) 
Man kann nun leicht folgende Eigenschaften der Koeffizienten A;, 


bev eisen : 
1) Aj = Ags (9c); 2) S) Ay=o (§=4',9',2') (9d) 


a k= x,y, 2 
% 3) Agy =Ayy =Ary (9e); 4) Ayy =Ayy =Ays (9f) 
a 5) AyggAyy, Ary = 0. (9g) 


Ege 


720 | a Max Kom R: : 3 eR 3, eee af 
Auf Grund dieser Beziehungen bleibt von den 9 GréBen A;, nur noch 


eine frei wahlbar. Aus (9a) und (7c) folgt mit Hilfe dieser Beziehungen ss 


(3) eh ks Hors =3A,,(@+ k= x,y 52). (10) 
St6Be t T ’ ita 
Die GréBe 1 spielt die Rolle einer Relaxationszeit der Translations- 
energie. Sie ist maBgebend fiir die Geschwindigkeit des Energieaus 
gleichs zwischen den einzelnen translatorischen Freiheitsgraden infolge ) 
Wirkung der ZusammenstéBe. . 4 + 
Nun werde in der Mittelwertsgleichung (3b) (geschrieben im ge 
strichenen Koordinatensystem) Q = €, — $e’ gesetzt. Die dann auf_ 
der linken Seite von (3b) auftretenden Mittelwerte werden in geniigender ~ 
Naherung mit der MAXweELL-Verteilung /) (mit gleichen Temperaturen 
fiir die verschiedenen translatorischen Freiheitsgrade) gebildet. Dies 
entspricht dem iiblichen Naherungsverfahren der Gastheorie. Es f ‘ st 
dann: Se 


~ 


~ -y2 Cur 1 2 o 4 
nn | = dived | A oui ee 6 
3 Ox 3 3 2 


da allgemein: 


2 _ 
Ty =) “ok = 2 &y’ und 


so folgt aus (11): : ; ; 
es A) ey ; 6 ux’ | ar ae < ~ 
Tg =p —20(—+8') = —29-7/ AK vancth ii). (12), 


Cx 


Diese Gleichung gilt fiir das gestrichene Koordinatensystem. In einem 
beliebigen Koordinatensystem sind die Druckkomponenten infolge des — 
tensoriellen Charakters der Gl. (12) durch die Beziehung (1) gegeben, wo _ 


y=pt -und ~ jpr=0: (13) 


Damit ist die Berechnung der Reibungskonstanten » auf Grund der | 
Relaxationsvorstellung translatorischer Energie durchgefiihrt. a 
Die Beziehung 7, = $+ ist fiir MAxweLt-Molekiile exakt richtig, 
und wurde fiir diesen Fall auch schon von MAXWELL! angegeben, Sie — 
ist jedoch auch fiir andere Wechselwirkungsgesetze der Molekiile noch — 
in guter Naherung richtig. Die Gré8e 7 hat eine einfache physikalische | 
Bedeutung. Sie miBt die Relaxationszeit der Translationsenergie beim _ 


Ubergang von einem Freiheitsgrad zu den anderen translatorischen 
Freiheitsgraden. ant 


« 


* MAXWELL, J. C.: Phil. Trans. roy. Soc. 157, 49 (1867). 


Pah ale er ee is a os iJ ny 
4 A ci Na, : es = ‘ AG 
¢* : me ok = “" : 
‘ toad thane, : 
‘ a ‘ ’ 
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Aus den experimentell bestimmten Werten von » kann man leicht 
das jeweilige t berechnen, ohne ein spezielles Kraftgesetz fiir die Mole- 
ile voraussetzen zu miissen. Darin besitzt die so ermittelte Relaxations- 
zeit einen wesentlichen Vorzug gegeniiber der mittleren freien W eglange, 
die immer das starre Kugelmolekiil bei ihrer Definition voraussetzt. 


2. Mehratomige Gase. 

Die gegebene Deutung des gewdhnlichen Reibungskoeffizienten 
wurde begriindet fiir einatomige Gase, wo die gewohnten gaskinetischen 
Methoden anwendbar sind. Wahrscheinlich laBt sich diese Deutung 
des Reibungskoeffizienten als Relaxationserscheinung der Translations- 
energie mit guter Naherung auch auf mehratomigeGase mit angeregten 
inneren Freiheitsgraden iibertragen, wo die iibliche Gaskinetik nicht 
mehr ausreicht. 

Bei den obigen Betrachtungen waren die Existenz eines Relaxations- 
_gesetzes vom Typ (10) und die Mittelwertsgleichung (3b) die wesent- 
lichen Voraussetzungen. Das Relaxationsgesetz griindet sich auf die 
Beziehungen (9c) bis (9g), die identisch sind mit den ONsacErschen 
Reziprozitatsbeziehungen! im Falle kleiner Abweichungen vom thermo- 
dynamischen Gleichgewicht angewandt auf das System der translatori- 
_ schen Freiheitsgrade. Diese gelten sicher auch im Falle der mehratomigen 
_ Gase. Das Vorhandensein der angeregten inneren Freiheitsgrade andert 
nur die Zahlwerte der Koeffizienten A;, in den Gl. (9c) bis (9g), ohne 
den Charakter der Gleichungen zu dndern. 
| Die Mittelwertsgleichung (3b) wurde benoétigt um zur Gl. (11) zu 
kommen. Auch diese Gleichung wird im -allgemeinen Falle benutzt 
_ werden kénnen, da die Erhaltungssatze allgemeingiiltig sind. 

In Tabelle 1 sind fiir verschiedene Gase die aus den experimentellen 
Werten von bei 0° C berechneten t-Werte eingetragen. Man erkennt, 
daB die Relaxationszeit fiir die verschiedenen Gase zwischen 1 und 
3-10°- sec schwankt. 


Tabelle 1. Relaxationszeit t dey Energie eines translatorischen Freiheitsgrades be- 
rechnet nach (13) aus den gemessenen Reibungskoeffizienten bei 0°C und 760 m|[m Hg. 


10%9+7 sec 
1887 1,94 
Ne | 2981 bt 802 C,H, 961,3 | 0,97 
A ete. alee. Puy K. N, Le AGFA rt 1,70 
Kr | 2334 ) 2,365 NO 1794 1,82 
Xe 2107 2,135 O, / 1926 | 1,95 
H, 850 0,86 Hor 1332 1,35 
ine 1180 1,20 Co, 1380 | 1 40 
CH, 1033 1,05 N,O 1362 | 1,38 
NH, 944 0,96 Cl, 1218 1,23 


1 OnsacEr, L.: Phys. Rev. 37, 405 (1931). 


Aa oe 
wen ° 


+ as | to oS H » 
, i ety re wet) 5e Be saat of Y oe a : 
722 : . = Max Komuer: 0) 0 


Bei konstant dehaltenter Temperatur ist T Seopartiincal zu pt. 
konstant gehaltenem Druck bestimmt die T-Abhangigkeit von 7 all 
die T-Abhangigkeit von rT. . 

Die Uberlegungen dieses Paragraphen werden gestiitzt durch qua n= 
titativ durchfiihrbare Rechnungen im Falle des rauhen Kugelmolekil- 
modells, wo die Molekiile neben translatorischer Bewegung auch Ro aa 


- tionsbewegungen bei nicht zu tiefer Temperatur ausfithren?. ver 


: a. 
3. Zusammenhang der Relaxationszeit t mit der mittleren Stopzeit. 
Bei starren Kugelmolekiilen lat sich bekanntlich eine mittlere freie 

Weglinge A definieren, die nach CHAPMAN und ENnskoG? in genda 


Weise mit dem Reibungskoeffizienten verkniipft sei: 
7 =0,499-0°¢-A. ; 
Darin ist ¢ die mittlere Molekiilgeschwindigkeit = /8&7/am und g die 


Gasdichte. Definiert man in der iiblichen Weise eine mittlere StoBzeit 
t, durch die Beziehung A = ¢-t,, so folgt nach (13): 


= = 0,499- 8/z = 1,271. _ 4a 


$ 
Die Relaxationszeit ist also um etwa 27 % gréBer als die mittlere StoBzeit. 


Teil I]. Deutung der Volumviskositat als Relaxationserscheinung 
der Energie der inneren Freiheitsgrade. Ps 


1. Fall der nichtangeregten Schwingungsfretheitsgrade. . | 
Es werde ein mehratomiges Gas betrachtet, dessen Molekiile nur 


Translations- und Rotationsbewegung besitzen. Die Temperatur sei 
zunachst als so hoch angenommen, da8 die Rotationsfreiheitsgrade voll 
angeregt sind und man sich daher im Giiltigkeitsbereich der klassischen 
Mechanik und klassischen Statistik befindet. Auf die quantentheo-_ 
retischen Effekte wird spater kurz eingegangen. Die Temperatur soll — 
aber andererseits noch nicht so hoch sein, daB Schwingangsenets rie 
merklich angeregt ist. : 
Im Nichtgleichgewichtszustand werde jeder Energieart eine Tem-— 
peratur zugeschrieben, Der Translationsenergie die Temperatur 73 

der Rotationsenergie die Temperatur J,, die definiert seien durch: 
R= 2k; 5 = "RT, 


? 7 
= 


wo &, und e, die mittlere Translations- bzw. Rotationsenergie je Molekii 
bedeuten, und /, die Zahl der angeregten Rotationsfreiheitsgrade angie 

‘ CHAPMAN, S. u. T. G. Cowtine: Theory of Nonuniform Gases, S. 199. Ca m- 
bridge 1939. 

* EnskoG, D,; Diss. Uppsala 1917. 


ENeten is Wind a; ward noch die Gleichgewihtstempertar ) bendicee een 
P efiniert ist durch: eres 


FR ‘é=6,+6,= 3th ae Sy : Ro 


bs 


In -Analogie zu (10) lassen sich auch in diesem Fall Relaxationsgesetze 
al ngeben. Diese lauten: 


2 aT aT; - ae 
: 04 (FP aoe — 8° (Ge au = 4B (15) a 


Vorausgesetzt sind kleine Abweichungen vom thermodynamischen a 
Gleichgewicht, d. h. fiir kleine Differenzen zwischen den verschiedenen te iio ar 
‘emperaturen. Die GréBen c, und c, bedeuten die spezifischen Warmen am ee 
der Translations- bzw. Rotationsenergie bei konstantem Volumen je — aes Bs 
‘Masseneinheit. Die Konstante A hangt in folgender Weise mit der — he ee 


/Relaxationszeit t, der Rotationsenergie zusammen: Pa a, 
: seb Rh - (15a) pe 
Tr OCR ty* Tet 


‘Di esen Zusammenhang findet man sofort, wenn man folgende Beziehung: 
. ¢, (Tz —T) + ¢, (F-—T) =0 (450) 


benutzt, und auBerdem beachtet, daB Tvsich bei StoBvorgangen nicht 
andert. Ein Relaxationsgesetz von Typ (15) erhalt man im Rahmen 
der klassischen Theorie nur fiir kleine Abweichungen vom thermo- 
dynamischen Gleichgewicht, d.h. solange |J,—7,/T|<4. Zur Illu- 
stration dieses Sachverhaltes kénnen spezielle Molekiilmodelle dienen, 
~ B. das der ideal rauhen Kugel von BryANn-Pippuck! und das JEANSs- 
sche? Modell. Nur das erste Modell ist quantitativ genauer behandelt. 
Es liefert naherungsweise das Gesetz (15). Das JeEANssche Modell ist 


. ‘ebenfalls ein rotierendes Kugelmolekiil, dessen Massenmittelpunkt aber ie - : 
nicht mit dem Kugelmittelpunkt zusammenfallt. Auch dieses Modell a Pat 
ihrt zur Formel (15). Be a 
i _ Analog zum Fall der einatomigen Gase wird eine Mittelwertsgleichung x pe: 
von der Form (3b) gelten. Setzt man darin Q = ¢,, so erhalt man Peak. 
_ naherungsweise: Bae’ 
es by = (vé,) + vé,° div 4 =A(E,)stose - (16). a 
€2 ‘ie 
ro links im Sinne der iiblichen Naherungsverfahren der Gaskinetik ae 
Reins und Warmeleitungseffekte vernachlassigt sind. Die Gl. (16) oH 
sagt nichts weiter aus, als daf die Rotationsenergie durch St6Be und mM 
i he GHAPMAN, S. u. T. G. Cowitne: Theory of Nonuniform Gases, S. 199. Cam- ee 
bridge 1939. — Kourer, M.: Z. Phys. 124, 757 (1948). ie 
2 Jeans, J. H.: Dynamical Theory of Gases, S, 302. Cambridge 1904. Bish 
mS ‘5 
Ba 
) Ay 


a ey 
bs die wr 
Doe, 


ape pkvieag ‘ 


Konvektion geandert werden kann. Mit Hilfe der Hee NHS ang 
und unter Benutzung der Beziehung » ¢, = E,/o folgt aus (16): 


— = BG ee = A(é,) stose - (16a) 
Nun werde der Unterschied zwischen T, und T als so klein angenommen, 
da8 man links mit prutaerisies Genauigkeit DT,/Dt durch ie Dt 
ersetzen kann. 

Diese Annahme bedeutet physikalisch, daB die Rotationsener gi 
hinsichtlich ihrer zeitlichen Anderung den zeitlichen Anderungen det 
Translationsenergie noch naherungsweise folgen kann. Bei zeitlich 
periodischen Vorgaéngen bedeutet dies eine Beschrankung der Kreis- 


frequenz wm auf Vorgange, bei denen: 
ae 7s 
Om = : (17a) 


Wenn man die naheliegende Annahme macht, da’ 1, von der GréBen- 
ordnung der Relaxationszeit der Translationsenergie tT ist, so laut et) 


die Einschrankung (17a) auch: = 


1 ; 
O<K—. (17b 

Nach den Zahlenwerten der+Tabelle 1 mu8B also wm < 10? sec? af 

Fiir Wasserstoff bei Zimmertemperatur ist t, noch groB gegen tT 

nach den Versuchen von RHODES! iiber Schalldispersion. Dies ist ein 

quantentheoretischer Effekt auf den spater noch kurz eingegangen wird. — 


Ersetzt man TJ) in (16a) durch T, so folgt: ‘ 


DT 1 ae 
Dts be A(é,) stote- (1ob)a 
Nun kann man DT/Di# naherungsweise ersetzen durch die adiabatische es 
Temperaturanderung bei der Kosei’. ; 
We , 


DT ; 
7 ieee 5 -T-divu. (16c) | 


Damit und mit Hilfe von (15a) folgt aus he 


A((Z,—T) —(1,—T)]= -T-divu. 


Se se 


AuBerdem gilt (15b). Diese beiden Gleichungen lassen sich nach T,— 3 
und Z/— T auflésen. Es folgt: 


oc 
N ay a I EE 
: , A (ca + Gy) OPS | ‘T-divu. 


‘ Ruopgs, J. E. jr.: Phys. Rev. 70, 932 (1946). 


P. so folgt daraus mit Hilfe von (15a): 


Pav-k-T=o-k- PS. -pet,-dive. (18) 
Das erste Glied entspricht dem der idealen Zustandsgleichung gehor- 
-chenden statischen Druck #, das zweite Glied entspricht einer Volum- 
reibung. Fiir den Koeffizienten der Volumreibung ju, infolge endlicher 
Einstellzeit der Rotationsenergie folgt durch Vergleich mit (1): 


a 


AD \* Sy (19) 


Messungen des Koeffizienten u, der Volumreibung kénnen dazu dienen 
mit Hilfe von (19) die Relaxationszeit t, zu finden. 
Die Rotationsenergie wird von Molekil zu Molekiil nur beim StoB- 


_ vorgang tbertragen, daher wird t, kaum kleiner sein kénnen als die’ 


Relaxationszeit t fiir die Energieiibertragung zwischen verschiedenen 
translatorischen Freiheitsgraden. Es wird also sein: 


iT. (20) 


Aus dieser Ungleichung folgt sofort eine solche fiir das Verhaltnis u,,)/7 
- Aus (13), (19) und (20) erhalt man: 


Mr 2. tr ) 
See Se ba) 
Fir lineare Molekiile ergibt sich speziell (f, = 2): 
3 un = a (21a) 
. und allgemein (f, = 3) 
: 1/n = 3 : (21 b) 


- Unter Benutzung des rauhen Kugelmolekiilmodells ergab sich ebenfalls 
eine untere Grenze fiir das Verhiltnis ,/y, namlich?: 


pln =: (210) 


Diese Grenze liegt etwas hdher als die fiir f, = 3 aus (21b) folgende 
Grenze. Aus den Formeln (21a, b,c) kann man den Schlu8 ziehen, 
- daB der Koeffizient der Volumreibung infolge endlicher Einstellzeit der 
-Rotationsenergie mindestens von derselben GréBenordnung ist wie der 
Koeffizient der gewohnlichen Reibung. 
Im Gebiete tiefer Temperaturen, wo die Rotationsfreiheitsgrade noch 
nicht voll angeregt sind, wo also die. mittlere translatorische Energie 


+e Sipe KOHLER, M.: Naturwiss. 33, 251 (1946). 


, by Z not .. 

Bray 
A " 726 7 ee eh 

; aa ee 
noch nicht groB ist gegeniiber den Energiestufen der Rotationsbeweg 
des einzelnen Molekiils sind die bisherigen Betrachtungen wesentlic 
zu modifizieren. Sind e, (e = 0,1, 2...) die verschiedenen Rotations- ~ 
niveaus eines Molekiils, so ist die Zahl von Molekiilen im ersten Ro a- 
tionszustand bei der Temperatur T im Gleichgewichtszustand gegeben 


durch: 
—eJ/kT 4 > 
Ue, Po eee ee 
ce —~jar. 
yee 
e=1 


wo g, das statistische Gewicht des ersten Rotationszustandes ist. 

In einem Nichtgleichgewichtszustand wird man jedem Rotations- 
niveau eine eigene Temperatur TJ, zuschreiben. Die mei en 
Relaxationsgesetze fiir kleine Abweichungen vom thermodynan on 
Gleichgewicht werden daher nur in dem Grenzfall schwacher Antes ang 
(tiefe Temperaturen) einfach, wo nur wenige Rotationsniveaus merk lich 
angeregt sind, und man daher mit der Annahme weniger Relaxations- a 
zeiten auskommt. Derartige’ Uberlegungen sind von RHODEs jr. (I. 2.) 
durchgefiihrt worden fiir die Schalldispersion, worauf aber nicht naher 
eingegangen werden soll. 


3 

2. Allgemeiner Fall angeregter Rotations- und Schwingungsfretheitsgrade. 
Durch das Hinzukommen von Schwingungsenergie wird das a Ige- 
meine Problem erheblich kompliziert. Es sollen daher folgende Ver- 
3 a eingefiihrt werden: ; 

. Translations- und Rotationsfreiheitsgrade vollstandig vertrete on, 

nur das erste Schwingungsniveau merklich angeregt. - 
Setzt man in der Mittelwertsgleichung (3b) der Reihe nach Q = ¢, 

&, € WO e, die Schwingungsenergie eines Molekiils sein soll, so erhali 
man die Gleichungen: 


E . = C < re] “ 
@ = + div 9, +hex 5 4 ye + Pay (SE + ge = A(e,) stone » (22a 1) 
| 7 4 divg, =A(e,)siove, (22) 


b 


4 divg, = A(é,) stose + (226, 


Darin bedeuten g;, 9}, g; die Warmestromdichten der Translations-,. 
. Rotations- und Schwingungsenergie. Die verschiedenen mittleren 
a Energiewerte je Masseneinheit sind der Reihe nach mit E » £,, E, be- 
zeichnet. Durch Addition der 3 Gleichungen folgt: f? 


Cx 


F Y 

| DE eu - (eu Cu 7 
? Q Det div q xs Pra @: = | ar + Pay (SE + a ‘puso, (22d) ~ 

% 


eR eae 
ek veibung i tee etn nen 


we poe er. & Ma LE, die osetia ty je g und ¢ die Dichte des ge- 
samten Pyke imestk cinies ist. Auf der rechten Seite von (22d) steht Null, 
weil die Gesamtenergie durch Zusammensté8e nicht geindert wird, 
4 Die Temperaturen 7,, J,, TZ, der verschiedenen Energiearten seien 
definiert durch: 

~ 
Bo RH Sk RS BEAT; BEN). (23) 


a 


in bedeutet E(° (T,) die funktionelle Abhangigkeit der Schwingungs- 
energie von der Temnperatur T im thermodynamischen Gleichgewicht. 
Letztere Temperatur T ist definiert durch: 


4 


Eat Ty EO (TD). 5 (23 a) 


Die StoBprozesse wirken in Richtung auf einen Ausgleich der Tempe- 
raturen im Falle von Abweichungen vom Gleichgewicht. Fiir unendlich 
kleine Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht wird man 
ch bei der Berechnung der GréBen A (e,)stoge, 4 (€,)stoge UNA A (€,) ste 
auf lineare Glieder in den Temperaturdifferenzen zwischen den einzelnen 
Energiearten beschranken kénnen. Folgender Ansatz: 


A (€) stone = Ar (7; — Tj) + 4,5(2—F), (24a) 
A (€,) stose = az, (Z, a) + ays ‘ iB , (24b) 
A (€;)stose = az, (7, aa T) 4 ays (7, a T;) (24 c) 


gentigt der Forderung der Erhaltung der Gesamtenergie, bei den Zu- 
_ sammenstéBen und den Symmetrierelationen von ONSAGER (I. c.). 
‘Er ist in Analogie zu den Gl. (9a), (9c), (9d) gebildet. Der wesentliche 
Unterschied zwischen diesen Gleichungen und jenen besteht darin, dal} 
in jenem Falle infolge der Gleichartigkeit der drei translatorischen 
_Freiheitsgrade noch die Beziehungen (9e) und (9f) hinzukommen. 
Wahrend hier drei positive Konstante frei wahlbar bleiben, war es 
dort nur eine Konstante. 
_. Die drei Konstanten a,,, a,, 4,, entsprechen den Energietibergangs- 
_geschwindigkeiten zwischen den 3 Energiearten. 
i Zu den Gl. (24) kommt als weitere Bedingung fiir unendliche kleine 
Temperaturdifferenzen: 
= 


= EP Eee a1) Pel So) eo. (24d) 


“Hic er ist c, die spezifische Warme der Schwingungsenergie bei konstantem 
Volumen, c die gesamte spezifische Warme bei konstantem Volumen: 
: C=C, a C, + ¢,. 

Es werde nun folgender Grenzfall betrachtet: Die raéumlichen und 
-zeitlichen Anderungen der Temperatur mégen so langsam erfolgen, dal 
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; is 
auch die Schwingungswarme diesen Temperaturanderungen noch néihe- 
rungsweise folgen kann. Dann kann man in den Gl. (22a—c) die-Diffe 
rentialquotienten D7,/Dt, DT,/Dt, DT,/Dt ersetzen durch DTDi. 
Damit folgt unter Benutzung von (24a) bis (24c): 
DT 
Saeed (ap, - ays) (7, ae Hy i rie T) = 2 ay ; = T) aa 0 (Cz 6) mere ’ (25 a, 


¥ 


DT 


3 Aye (Ey — 1) — (Oar te) (AVY rah) ee (25b) 
ape (G—T) + ag(G—T) — (dy, + 4)(L—T) = 0-04 5, (250) 


Diese Gleichungen sind aus (22a—d) und (24a—c) entstanden durch 
die im Sinne unseres Naherungsverfahrens zulassige Vernachlassigung 
der Warmeleitungs- und Reibungsglieder. Die Gl. (25a—c) sind mi 
einander vertraglich und ausreichend um die 3 Unbekannten (7, — 
(J,—T), (J;—T) zu finden. Durch Auflésen folgt: ‘ 
a, 65 + a, + 4, (6,4 c.)° 2. DT ‘ 


( 6) 
th Te . @,,%, + 4,,%,, c Dt 3 


T,—T = 


Damit erhalt man fiir den arithmetischen Mittelwert der Normalspan- 
nungen: 
P=v-k-T,=v-k-T— a 


2 2 : 2 ‘Ate. 
at Gan “a 0 Sas Sy Ves Oe Fa, o (2 i 


; -p-div it. 


ET 
Ay A, 5 Bip ys T Sep Ss - 


Hierbei ist fiir DT/D¢ der Wert benutzt: By 


DT 2 -_ +> ¢ 
nenaes. T-divu, a 


if 
der analog zu (16c) abgeleitet wird, und es ist & = & + &, + &, = £ k- 
gesetzt. 

Das erste Glied entspricht wieder dem der idealen Gasgleichung 
gentigenden Druck und das zweite Glied einer Volumreibung. Del 
Koeffizient « der Volumreibung infolge der endlichen Einstellzeit de 
Energie der inneren Freiheitsgrade wird: 


24 2 a 2 
T&S : Fas ’ a, (¢ ©) 


-L.. ahs 
G5 Ts ' ad hed , Oy Fy 


“= 


5 | 


b(y—1), (28) 


wo y = ¢,/c, das Verhaltnis der totalen spezifischen Warmen bei kon- 
stantem Druck bzw. konstantem Volumen bedeutet. 

Der Ausdruck (28) vereinfacht sich erheblich, wenn die zu Anfa 
des Paragraphen gemachte Annahme iiber die schwache Anregung der 
Schwingungsfreiheitsgrade explizit eingefithrt wird. 
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Zunachst werde c, = 0 gesetzt, d. h. Schwingungsenergie sei nicht 
angeregt. Da dann auch ag, und a,, klein gegen a,, sind, so geht (28) 
liber in: 


0 
Pa arege NS aba) C (28a) 
Durch Vergleich mit (19) folgt: 
; Ser ceed 
1, = 28S (28b) 


- Nun sei angenommen, dab die Schwingungsenergie schwach angeregt 
ist, d. h.: ¢, < cy, ¢,, c. AuBerdem werde angenommen, daB ag,, 4; < dy, 
5Q)- 
Dann folgt aus (28): Berek dks (29a) 
wo uw, durch (28a) und (28b) gegeben ist, und: 
0 : 
fens é ; aks a ars 
Die gesamte Volumreibung setzt sich bei schwacher Anregung der 
Schwingungsenergie also additiv zusammen aus einem Anteil u, der 
bedingt ist durch die endliche Einstellzeit der Rotationsenergie und einem 
Anteil ,.,, dessen Ursache die endliche Einstellzeit der Schwingungs- 
_ energie ist, da er nur die Konstanten a,, und a,, enthalt. 
Die Summe a,, + a,, laBt sich durch eine Relaxationszeit 7,,, der 
Schwingungsenergie ausdriicken. Da a,, > a,,, a,, sein soll, so ist: 
| T,—T,|< |T,—T,|, |T,--T,|. Naherungsweise ist also T, = T, = T,,. 
Unter dieser Annahme vereinfacht sich der Ansatz (24c) zu: 


| A (€5)stobe = (4%; $ § a,.) : Us) ‘ 
p. Mit: ; ; 

. 0=(c,+¢,)-(Z,,—T)+¢(£—T), 
| folgt daraus bei reinen Relaxationsvorgangen: 


Cc 


| wee | O28 is ae a a a 9 
| 0°, = (F4), = ret Oe) pee (TD). 


_ Daher ist man berechtigt von einer Relaxationszeit t,,, der Schwin- 
gungsenergie zu sprechen: 


c (aks + Gys) ; 


__ es (Ck + Cr) (29) 


Tosz a. 


Dammit 1a8t sich (29b) umformen in: 


ose = (Y—1) P * Tose (30) 


Im allgemeinen Falle, wo die Schwingungsenergie stark angeregt ist, 
hangt die resultierende Volumviskositat nach (28) nicht mehr nur 
von den 2 Kombinationen a,, + a,, und a, der 3 GroBen ay,, dys, 
-a,, ab, sondern es kommen alle 3 GréBen einzeln ins Spiel, wenn auch 
die Voraussetzung ag, > d,;, 4,, nicht mehr erfiillt ist. 

i 43% 


a + 


Pee. (29b) | 
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Die Volumviskositat j,,, infolge der endlichen Einstellzeit der 
Schwingungsenergie ist natiirlich nur solange eine sinnvolle GroBe, als 
die zeitlichen und raumlichen Anderungen der Temperatur eines Gas- — 
teilchens im Strémungsfeld so langsam erfolgen, daB die Schwingungs- — 
energie diesen Anderungen noch naherungsweise folgen kann. Im Falle y 
von Schallwellen unendlich kleiner Amplitude der Kreisfrequenz w — 
setzt dies voraus, daB die Ungleichung besteht: 5 


o<K— (31) 


OSZ 


Dies bedeutet meist eine sehr starke Einschrankung der Frequenz. — 


3. Allgemeine Aussagen iiber die Volumvtskositat. 


Nimmt man an, daB die Energieiibertragung zwischen den ver- — 
schiedenen Freiheitsgraden nur durch ZusammenstéBe erfolgt, so laBt 
sich folgern, daB die GréBen t, und r,., bei konstant gehaltener Tem- 
peratur sich andern wie die mittlere StoBzeit t, zwischen 2 Molekiil — 
zusammenst6Ben. Da letztere umgekehrt proportional zu # ist, folgt 
somit die Unabhiangigkeit der Produkte p- 1, und #- T,,, vom Druck p. 
Auf Grund der Formeln (19) und (30) erkennt man sofort: 

Die Koeffizienten u, und pos, der Volumreibung infolge endlicher 
Einstellzeit der Energie der inneren Fretheitsgrade sind unabhadngig vom _ 
Druck bei konstant gehaltener Temperatur, wie der Koeffizient der ath, 
lichen Reibuwng. 


Hinsichtlich der Temperaturabhangigkeit benehmen sich jw, uid 
der gewohnliche Reibungskoeffizient in héheren Temperaturen weit- 
gehend ahnlich. Denn im Gebiet héherer Temperaturen, wo die Rota- 
tionsfreiheitsgrade voll angeregt sind, wird t, in einem nur wenig von 
der Temperatur abhangigen Verhaltnis zur mittleren StoBzeit t, stehen. 
Dies ist nicht mehr der Fall in tiefen Temperaturen, wo die Rotationen 
nur schwach angeregt sind, 


Ganz anders verhilt sich w,.,. Wahrend rt,., erfahrungsgemaB mit p. 
zunehmender Temperatur abnimmt, nimmt c, mit T zu. Dadurch — 
ergibt sich eine komplizierte T-Abhingigkeit der Volumviskositaét u,., — 
die theoretisch und experimentell noch nicht vollstandig geklart ist. 
Die Sachlage wird dadurch noch erschwert, daB geringfiigige Beimen- 
gungen eines Fremdgases sowohl den Absolutwert als auch die T- — 
Abhangigkeit von «,., in grober Weise beeinflussen kénnen?. 

Einen Versuch zur Theorie der StoBiibertragung von Schwingungs- q 
energie, der auch zu Konsequenzen hinsichtlich der T-Abhangigkeit — 


> 


* Euvcken, A. u. L, KUcHrer: Z. techn. Phys. 19, 517 (1938). 
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wo « eine positive Konstante ist. Die experimentellen Ergebnisse von 
-Eucken und KUcHLER an reinem CO, und N,O lassen sich im Tempe- 
raturbereich von 300 —700° abs. geniigend genau durch (32) darstellen?. 


4. Methoden zur Bestimmung der Volumviskositat und deren Ergebnisse. 
_ Bei gewohnlichen Reibungsversuchen entzieht sich die Volum- 
viskositat der Beobachtung, da in diesen Fallen die Volumanderung 
gleich Null oder jedenfalls sehr klein ist. Die Existenz der Volum- 
reibung macht sich aber bemerkbar in der Akustik und der Gasdynamik. 
Quantitative Werte der Volumreibung kann man z.B. aus Schall- 
absorptionsmessungen an ebenen Wellen finden. Fiir solche Schall- 
wellen der Kreisfrequenz @ ist die Absorption je cm (der Amplitude) 
surch die Formel gegeben: 
B to ee Ree ca et ae ee 
‘< neat rg ee en; (33) 
Darin ist a die gewdhnliche Schallgeschwindigkeit, A die Warmeleit- 
‘fahigkeit. Die Anwendbarkeit der Formel (33) ist auf Frequenzen 
@ <1/t,., beschrankt. Man kann leicht zeigen, daB die KNESERsche 
_Theorie® in diesem Grenzfall kleiner Frequenzen zur Formel (33) mit 
4 =A=pn, = 0 fiihrt, wobei y,., durch (30) gegeben ist. 
_ Die durch 4 und / bedingte Schallabsorption nennt man oft auch 
_klassische Schallabsorption. Um yw, experimentell zu bestimmen, kann 
man so vorgehen, daB man w so hoch wahlt, daB die Schwingungs- 
energie den Schallschwingungen nicht mehr folgen kann. Dies ist fiir 
@ > 1/T,<, der Fall. Dann wird die Formel (33) anwendbar mit j., = 0, 
und yw, gibt dann den Uberschu8 der beobachteten Absorption iiber 
die sog. klassische Absorption. Derartige Messungen hat KELLER* bei 
'N, und NH, durchgefiihrt. Fiir diese Gase erhielt KELLER tatsachlich 
betrachtlich héhere Werte der Schallabsorption als sie der klassischen 
- Schallabsorption entsprechen. Im itibrigen ergaben die Versuche bei 
einer Druckanderung (konstant gehaltene Temperatur) Anderungen der 
Schallabsorption, die (33) mit druckunabhangigem y, entsprechen, wie 
es die dargelegte Theorie verlangt. 
- _Damit ist die Existenz der durch die endliche Einstellzeit der Ro- 
tationsenergie bedingten Volumviskositat experimentell sichergestellt. 


1 Lanpau, L. u. E. Teter: Phys. Z. Sowjet. 10, 34 (1936). 
q 2 KantrowiTz, A.: J. chem. Physics 14, 150 (1946). 
: 3 KnesEr, H. O.: Ann. Phys., Lpz. 16, 337 (1933). 
_ 4 Kerzer, H.: Phys. Z. 41, 386 (1940). 
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von 7,,, fiihrte, machten LANpav und TELLER}, Sie erhielten die Formel: _ 
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ae Man kann versuchen aus den MeBwerten von KELLER die Absolut- 
. werte der Volumviskositat , zu finden. Da die MeBwerte nicht uner- — 
heblich streuen, ist dies mit keiner groBen Genauigkeit moéglich. In 
Tabelle 2 sind die berechneten Werte von y,/y eingetragen fiir N, und 
NH, bei Zimmertemperatur. Die so erhaltenen Werte gentugen den | 
Ungleichungen (21a) und (21b), denn im Falle von NH, ist i, =3.— 

: Ist To, mit gentigender Genauigkeit bekannt, so kann man nach 
> . (33) aus Messungen der Schallabsorption ebenfalls yz, berechnen. Dieses — 
Verfahren wandten KNUDSEN und OBERT?! und SCHMIDTMULLER? an, © 
und wiesen so nach, daB die klassischen Schallabsorptionswerte im Falle = 
von N, und O, um 20—50% iiberschritten werden. Auch diese Mes-_ 
sungen stellen die Existenz von y, sicher. Die hohe Schallabsorption — 

in H, und D, bei Zimmertempe- 


lle 2. Werte der Vol iskositat ya F ’ 
pipe wT) At Pitnepterat Yatur ist bedingt durch den _ 


von Nz, und NH, bei Zimmertemperatur 


berechnet aus den Schallabsorptions- groBen Wert von 1, Tf. 
RESRIR TAE Um die Gré8enordnung von — 
i. , 1oregs | n-totcges =. bei Zimmertemperatur ab- 


zuschatzen, betrachten wir den — 
Fall von O,. ErfahrungsgemaiB- 
ist T,,, in extrem trockenem O, 
von der GréBenordnung von 107% sec. Der Anteil der Schwingungsenergie 
an der Molwarme ist: C, = 0,0575 cal/Grad. AuBerdem ist C, + C, = | 
4,965 cal/Grad. Damit erhalt man fiir ~,., nach (30) einen Wert von 
etwa 4700-1074 cgs-Einheiten, wahrend der gewéhnliche Reibungs- | 
koeffizient 7, von O, bei Zimmertemperatur etwa 2 - 1074 cgs-Einheiten — 
betragt. Der Koeffizient der Volumreibung ,., ist in diesem Fall also 
etwa um 3 Zehnerpotenzen grdBer als der gewbhnliche Reibungskoeffizient. — 

Der Grund weshalb die um viele GréSenordnungen kleinere gew6hn- | 
liche Viskositat sich leicht bemerkbar macht und die groBe Volum- 
viskositit wesentlich schwieriger zu beobachten ist, hangt damit zu- 
sammen, dal Gase einen verschwindenden Torsionsmodul, aber einen 
von Null verschiedenen Kompressionsmodul haben. Wahrend bei — 
Scherungsbeanspruchungen im Gase daher nur die Reibungskrafte auf- _ 
treten, hefern die Volumreibungskrafte nur Zusatze zu den bei Volum — 
inderungen auftretenden elastischen Kriitten. 

Der Absolutwert der Koeffizienten Mose Nfolge endlicher Einstellzeit — 
der Schwingungsenergie ist, wie schon im vorigen Paragraphen erwahnt, 
in starkem MaBe von kleinen Beimengungen von Fremdgasen (z. B. 
von H,O) abhangig, ebenso von der Temperatur. 


1,745 
0,982 


' KnupsEN, V, O. u. L. OBERT: J. acoust. Soc. Amer. 7, 249 (1936). =] 
: SCHMIDTMULLER, N: Akust. Z. 3, 115 (1938). 


+ ITTERBEEK, A. v. u. P. MARIENS: Physica 7, 125, 238 (1940). — ITTERBEEK, 
A. Vv. u. L. Tryis: Physica 5, 889 (1938). 


Zum Grundproblem der atmosphiirischen 
Elektrizitat. 


(Bemerkungen zu einer Arbeit des Herrn G. MICHEL.) 


Von 
TEODOR SCHLOMKA. 
Mit 3 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 10. Marz 1945.) 


Es wird gezeigt, daB die MrcHEersche Theorie des luftelektrischen Grundproblems 
unhaltbar ist; denn sie beruht auf der irrigen Annahme, da8 bei Anwendung der 
Induktionsgleichung © = [py B) eine sich mit der Geschwindigkeit » raumlich fort- 
pflanzende Leitfahigkeit eines Gases einem mit der Geschwindigkeit » fortbewegten 
Leiter gleichwertig sei. Zur Lésung des luftelektrischen Grundproblems, der Auf- 
rechterhaltung der negativen Ladung der Erde, muB ein Vorgang angegeben 
werden, der der Erdoberflache dauernd negative Ladung zufiihrt; das wird durch 
die Unipolarinduktion bei der rotierenden Erde jedoch nicht bewirkt, denn diese 
veranlaBt nur eine statische Ladungsverteilung in der Atmosphare und im Erd- 
innern. 


Da wir zur Zeit noch keine allgemein anerkannte Loésung des luft- 
elektrischen Grundproblems haben, ist das Erscheinen einer neuen 
Theorie hieriiber an und fiir sich durchaus zu begriiBen. Man wird jedoch 
von einer derartigen neuen Theorie vor allem verlangen, daB sie physi- 
kalisch einwandfrei begriindet ist. Das ist bei der neuen Theorie des 
Herrn G. MicuHet! aber nicht der Fall; sie beruht vielmehr auf einem 
elementaren physikalischen Irrtum. Dies scheint jedoch bisher nicht 
iiberall bemerkt worden zu sein. Denn in den Referaten tiber die 
MicHEtsche Arbeit findet man keinen Hinweis hierauf?, und neuere 
geophysikalische Arbeiten? behandeln die MicueEtsche Theorie als 
diskussionsfahigen Beitrag zum Problem der Aufrechterhaltung der 
Erdladung. Bei dieser Sachlage scheint es daher zweckmaBig, einmal 
etwas naher auf diese Theorie, die die Unipolarinduktion zur Losung 
des atmosphdrischen Grundproblems heranzieht, einzugehen. 


1 MicHEL, G.: Z. Phys. 117, 205 (1941); Hochfrequenztechn. u. Elektroak. 
62, 157 (1943). . 


2 SCHWENKHAGEN: Elektrotechn. Ber. 19, 65 (1941). — BomkeE: Zbl. Geophys. 
8, 166 (1941/42). — Kem, K.: Z. angew. Meteor. 59, 162 (1942). 
3 Wo FF, F. v.: Nova Acta Leopold., N. F. 12, 402 (1943). — Rupocpn, H.: 


Meteor. Z. 60, 69 (1943). — Lance, E.: Meteor. Z. 60, 154 (1943). BURKARD, O.: 


_ Hochfrequenztechn. u. Elektroak. 62, 159 (1943). 
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Unter der ,,Unipolarinduktion“‘ versteht man bekanntlich folgendes: 
Wenn die freien Enden A und C eines ruhenden Leitungsdrahtes AGC 
(Abb. 1) an zwei verschiedenen Stellen eines mit der Winkelgeschwin- _ 
digkeit 1» rotierenden Magneten schleifen, so flieBt im allgemeinen im — 
Leitungsdraht AGC ein elektrischer Strom J. Derselbe Strom flieBt, 
wenn der Magnet ruht und der Leiter AGC mit der Winkelgeschwindig-— 


Abb. 1. Unipolarinduktion bei rotierender Magnetkugel. 1m Drehvektor; @ Magnetfeld; a”? 


A und C Schleifstellen des ruhenden Leitungsdrahtes AGC. Zz 


keit — 1v um den Magneten herumrotiert. Rotieren Magnet und Leiter- 
stiick AGC gemeinsam, so flieBt kein Strom im Leiter AGC, 

Diese experimentellen Tatsachen der Unipolarinduktion wendet 
Herr M. auf die Erde an. In erster Annaherung kann man sie als 
eine rotierende, homogen magnetisierte Kugel betrachten, bei der die 
Magnetisierung dem Drehvektor w entgegengesetzt gerichtet ist. Wenn. 
man also (Abb. 2) einen nicht mitrotierenden Leiter ABD durch die bei 
S, C und N, also an den Polen bzw. am Aquator schleifenden Leiter- 
stiicke AS, BC und DN mit der Erdoberfliche verbinden wiirde, — 
mite ein Strom J langs BC zur Erdoberflache flieBen, durch da: 
Erdinnere zu S bzw. N gehen und von dort durch SAB bzw. N DB 
sich wieder schlieBen. Herr M. ist der Ansicht, daB dera 
Verhaltnisse bei der Erde tatsachlich vorliegen. Der nicht mitrotiere 10 2 
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Leiter ABD wird seiner Ansicht nach gebildet durch den der Sonne 
zugekehrten Teil der Stratosphire. Dort wird durch die kurzwellige 
Sonnenstrahlung eine Leitfahigkeit hervorgerufen, die groBer ist, als 
die Leitfahigkeit auf der Nachtseite der Stratosphire. Der ,,an den 
Ort des ruhenden, von der Sonne ausgehenden Strahlenkegels gebundene 
Teil der Stratosphire’‘ ist nach MicHELs Ansicht der ruhende, die 


\ 


Abb. 2. Unipolarinduktion bei rotierender Erde nach Abb. 3. Induktion: im Magnetfeld GB. pv Ge- 
cHEL. ABD ruhender Leiter (im Sonnenstrahl- schwindigkeit des Leiterstabs AD bzw. der 


kegel ruhender Teil der Stratosphare mit erhdhter , bewegten Leitfahigkeit‘‘ eines Gases. 
ree! Leitfahigkeit). ; 

ar . 
Erdrotation nicht mitmachende Leiter ABD. Seine AS, BC und DN 
-entsprechende Verbindung mit der Erdoberflaiche soll durch die an 
‘der Erdrotation teilnehmende Troposphare mit ihrer normalen Leit- 
-fahigkeit gegeben sein. 

i Zu dieser MicuEtschen Theorie ist folgendes zu sagen: 

4. KL und MN in Abb. 3 seien zwei leitende Stabe, die an ihren 
-Enden L und N durch einen Leitungsdraht GN miteinander ver- 


Beschauer hin gerichtetes Magnetfeld 8 vorhanden. Bewegt man einen 
an KL und MN schleifenden leitenden Stab AD mit der Geschwin- 
- digkeit py nach unten, so wird im Kreise ALGNDA ein Strom J in 
der angegebenen Richtung flieBen, verursacht durch die in AD wir- 
ende elektrokinetische Feldstarke € = [»y¥®]. Wenn man nun an 
Stelle des Leiterstabes AD eine ihm entsprechende Leitfahigkeit bei 
‘Sark zwischen K L und MN befindlichen Gase durch 6rtlich begrenzte 


starke Ionisation erzeugt und diese Leitfahigkeit mit der Geschwin- 
digkeit » nach unten hin verschiebt, so flieBt lings ALGNDA kein 
a 


-bunden sind. Senkrecht, zur Ebene der beiden Stabe sei ein auf den 
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Strom. Denn eine in einem Magnetfeld mit der Geschwindigkeit 
fortschreitende Leitfahigkeit entspricht durchaus nicht einem bewegte n 
Leiter und gibt daher auch nicht Anla8 zu einer elektrokinetischen Feld 
starke © = [y®]. Das » in dieser Formel ist namlich die mittlere 
vektorielle Geschwindigkeit der Ladungstrager (Ionen oder Elektronen), 
auf die das Magnetfeld 8 nach der Gleichung € = [pv B] wirkt. Beweg « 
man den Leitungsstab 4D mit der Geschwindigkeit v, so tiberlagert 
sich itber die ungerichtete Molekularbewegung des im Leiter befind- 
lichen Elektronengases mit der mittleren vektoriellen Geschwindigkeit 
Null noch die makroskopische Geschwindigkeit » des Leiterstabes, so_ 
daB jedes Elektron des Elektronengases im Leiter die mittlere ete 2 
Geschwindigkeit » hat. Erhéht man aber die Leitfahigkeit eines Gas 
durch starkere Ionisierung bzw. Erwarmung, so wird dadurch zwar aa a 
Zahl der Ionen bzw. die molekulare ungerichtete Geschwindigkeit der 
Ionen vergréBert, die mittlere gerichtete Geschwindigkeit jedes ein- 
zelnen Ions bleibt jedoch unverandert Null. Verschiebt sich nun die 4 
erhdhte Leitfahigkeit mit der Geschwindigkeit v nach andern Stellen’ 
des Gases, so wird dadurch keinem einzigen lon eine makroskopische a 
d.h. gerichtete mittlere Geschwindigkeit p» erteilt, so daB auch kei 
einziges Ion der kinetischen Feldstarke [» ¥] unterliegt. 

Es stellt also eine ,,bewegte Leitfahigkeit‘’ in einem ruhenden | 
Gase durchaus keinen bewegten Leiter dar. Entsprechend bildet auch ~ 
eine ruhende, raumlich begrenzte Leitfaihigkeit in einem mit der Ge- 
schwindigkeit » bewegten Gase keinen ruhenden Leiter; denn die 
makroskopische gerichtete Geschwindigkeit jedes einzelnen Tons des — 
bewegten Gases ist », unabhangig davon, wie groB die Leitfahigkeit “ 
des Gases an der betreffenden Stelle ist. 

Der im Sonnenstrahlkegel ruhende Teil der Stratosphare mit er- — 
hdhter Leitfaihigkeit stellt also keineswegs einen ruhenden Leiter. dar. 
Die Grundannahme der Theorie des Herrn M. beruht also auf einem — 
physikalischen Irrtum. Damit erledigt sich die ganze MicHELsche 
Theorie. Wir kénnen uns daher bei den weiteren Bemerkungen kurz — 
Soo: 

. Die Micuetschen Gl. (2) und (3) sind falsch; ebenso ist de 
eye Zahlenwert fiir die Rotationsenergie der Erde (S. 200) 
nicht richtig. > 

3. Die MicuEtschen Angaben iiber das Auftreten starker negativer 
Raumladung tiber den Polen in der Héhe der Stratosphare (S. 209) _ 
sind unverstandlich, ebenso die Micuetschen Argumente iiber die 
besonders hohe Leitfahigkeit des tiber den Polen befindlichen Teils der : 
Troposphiare (S. 208). 

4. Der Leiterteil BC (hiesige Abb. 2) ist bei Herrn M. nach 
dem Text zu seiner Abb. 1 ,,der die Troposphare darstellende Leiter‘: — 


— 


Zum Grundproblem der atmosphirischen Elektrizitat. (pee 


Nach der Micuetschen Angabe von S. 206 wird die » Troposphiire als 
-ein mit der Erde umlaujender Leiter aufgefaBt''; nach S. 207 ist jedoch 


{ die Geschwindigkeit des Leiterstiicks BC Null‘! 
5. Das luftelektrische Grundproblem, die Aufrechterhaltung der 
_negativen Oberflachenladung der Erde, erfordert die Namhaftmachung 


eines Prozesses, der der Erdoberflache dauernd negative Ladung zufithrt. 
Durch die Unipolarinduktion wird aber einem rotierenden Magneten 
mit ruhenden Verbindungsdrihten zwischen Aquator und den Polen 
eine gewisse Elektrizitaétsmenge eines Vorzeichens in den Aquator- 
gebieten zugefiihrt und dieselbe Menge des entgegengesetzten Vor- 
_ zeichens in den Polargebieten wieder abgefiihrt. Die Unipolarinduktion 
kann daher der Erde nicht die zur Lésung des Grundproblems erfor- 
derliche dawernde Zufuhr iiberschiissiger negativey Ladung liefern. In 
Wirklichkeit erzeugt die Unipolarinduktion bei der rotierenden Erde 
wegen des Mitrotierens der Atmosphare iiberhaupt keine Stréme, sondern 
nur Ladungsverteilungen im Erdinnern und in der Atmosphare. Diese 
Ladungsverteilungen sind in einer Arbeit ,,Zur Elektrodynamik des 
rotierenden Erdmagneten‘‘ eingehend berechnet worden!. Wir brauchen, 
daher hier nicht naher darauf einzugehen und kénnen uns mit der 
Angabe der Endresultate begniigen. Es treten bei der rotierenden 


_ Erde auf 
a) eine Raumladungsdichte 0’ im Erdinnern: 
(3) = 4wM COs wy: 
o a 3c yy; 
b) eine Flachenladungsdichte o*)= o('*) + of”) an der Erd- 
oberflache: ¥ 
4 wi 9 
oS 1 R-cosyp- sin Qo, 
‘1, 2) wM 5 Se, ae 
a ar -R-siny- sin (20)-cos 4; 
c) eine Raumladungsdichte 9' = 9} + gf’ in der mitrotierenden 
. Atmosphare: fe oak R3 - 1 
01 ena Ta sey 78 *{ COS —a—— 15 
(2) wh... Yeas : ne 
Q2 = ——_—-siny- >, - sin (20)-cos 4; 


: Ee ° g.% ae 5 (2,3 4 
d) eine Flachenladungsdichte o'®) = of *) + 03°”) an der duBeren 


_ Grenze der mitrotierenden Atmosphare: 


2,3) 2w M R3 2 
= — —— + COS 1* COS*T , 
o ze (RAP 
12,3) wM Re? : in OP aa 
9 = = . siny-sin (27)+-cos/. 
a eee ee 


1 ScHLOMKA, T.: Z. Geophys. 14, 285 (1938). 
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Dabei bedeuten tw bzw. I den Dreh- bzw. saree 
; der Erde, y den Winkel zwischen ww und $, # den Winkelabstand des 
és Aufpunkts vom geographischen Nordpol, 4 die geographische ra 

des Aufpunkts in einem mit der Erde mitrotierenden Koordinaten- 
system, bei dem die Magnetisierungsachse in die Meridianebene A = 0 | 
oe fallt, R den Erdradius, # die Héhe der mitrotierenden Atmosphare, 
: y den Abstand des Aufpunkts vom Erdmittelpunkt und c die Licht- 
geschwindigkeit. Den Gleichungen liegt das Gausssche ete 


ee ee he ee ied 
_ S =, de 
. a ¢ 


zugrunde. Numerische Werte fiir die Ladungsdichten sind auf S. 204 | 
der zitierten ScHLoMKAschen Arbeit gegeben. ;. 
a 6. SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daf die Beziehungen 
ral zwischen Luftelektrizitat und Unipolarinduktion nicht nur, wie Herr 
MEE M. angibt, von FARADAY (1832) diskutiert worden sind, sondern 
Se auch von W.THoMson (1854), PLicKeR (1852), RiEcKE (1877), 
ae) EDLUND (1878, 1884, 1888), EXNER und CzERMAK (1886), Hoppe (1886, 
Py. 1902), BUDDE (1887), LECHER (1894), VOLLGRAFF (1904), Kon1 (1906), — 
eee Wait und SVERDRUP (1927), sowie Host (1937). Alle diese Arbeiten 
‘ i besitzen heute nur noch historisches Interesse; man pflegt sie im luft-_ 
oy elektrischen Schrifttum daher iiberhaupt nicht mehr zu zitieren. Es 
a : ist zu hoffen, daB der MicuErschen Arbeit in Zukunft dasselbe Schicksal _ 
ian beschieden sein wird. ’ 
i 
et 
i 
me 


: Spitzenzihler und Zahlrohr bei 
_metallographischen Oberflaichenuntersuchungen. 


Von 
J. KRAMER. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 
Mit 25 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 14. Oktober 1947.) 


1. Einleitung. 

Solange der Spitzenzahler und das Zahlrohr bei physikalischen 
Messungen benutzt werden, ist bekannt, daB das Wandmaterial zu 
‘Stérungen AnlaB geben kann, vor allem dadurch, daB die Zahl der 
Nullausschlage stark vergr6Bert wird. Es gibt verschiedene Rezepte, 
‘um diese Stérungen zu beseitigen. Ein sehr einfaches ist das, das Rohr 
nach der Herstellung einige Tage sich selbst zu tiberlassen. Es kann 
nun gezeigt werden, daB dieser bei der Benutzung des Spitzenzahlers 
und des Zahlrohrs gewohnlich als Stérung empfundene Effekt sich zu 
einer Methode fiir Untersuchungen an der Oberflache des Metalls aus- 
-bauen 14Bt, die uns Aufschlu8 iiber den Zustand und den Aufbau des 
Metalls an der Oberflache geben kann. An Hand von Beispielen soll 
in der vorliegenden Arbeit die Vielseitigkeit dieser neuen Methode ge- 
zeigt werden, die uns ein bisher unzugangiges Gebiet der Metallkunde 
-erschlieBen kann. Der Versuch, eine physikalische Deutung der Vor- 
-gange zu geben, soll einer spateren Arbeit vorbehalten werden, da eine 
-restlose Klarung noch nicht vorliegt. 


2. Die Apparatur. 


Die Untersuchungen wurden mit dem Zahlrohr und dem Spitzen- 
4 _zahler vorgenommen. Im allgemeinen wurde aber dem Spitzenzahler 
Ser Vorzug gegeben, erstens weil die Herstellung der Proben dann 
-einfacher ist, zweitens weil die Zahl der Ausschlage mit dem Auge im 
ick tromieter oder mit dem Ohr mittels Lautsprechers bestimmt wurde. 
Die kleinere Zahl der Ausschliage beim Spitzenzahler gegeniiber der 
-grdBeren beim Zahlrohr ist dem kleinen Auflésungsvermégen dieser 
‘menschlichen Instrumente besser angepaBt. In der Abb. 1 ist ein 
ee eecnzabiec gezeigt, bei dem die zu untersuchende Probe mittels 
= kleinen Ofens auf héhere Temperatur bis etwa 500° C gebracht 


P 


740 J. KRAMER: 
werden kann. Die Temperatur wird mit einem Thermoelement gemessen. 
Das Gehause ist doppelwandig, um eine Wasserkthlung benutzen zu — 
kénnen. Fiir manche Zwecke ist es aber bequemer, darauf zu verzichten . 
und die TemperaturerhOhung dadurch geniigend klein zu halten, daB k 
der auBere Mantel mit Blei ausgegossen wird. Dadurch erreicht man — 
eine gute Abschirmung und gleichzeitig eine groBe Warmekapazitat, i 
so daB Messungen von einigen Stunden bei erhdhter Temperatur vor- — 
genommen werden kénnen. Die Impulse wurden zunachst in bekannter 


Thermoelement 
pects aki 
Helzung 
pm, 


Abb. 1. Spitzenzahbler fiir metallographische Untersuchungen. 


Weise einem Einfaden-Elektrometer, spater tiber einen Verstarker dem — 
Lautsprecher zugefiihrt. Da dabei das Auflésungsvermégen sehr gering _ 
ist, bediirfen alle gezeigten Kurven einer Fortfiihrung nach gréBeren 
Ausschlagszahlen. Der Spitzenzihler wurde entweder mit Wasserstoff — 
oder Argon gefiillt, der Druck betrug einige Zentimeter Quecksilber- 
siule, die Spannung etwa 600-1000 V, wobei die Spitze positiv war. — 


3. Abklingkurven an bearbeiteten Metallen. p 


Jeder Eingriff in die Oberflache eines Metalls stért das Gleichgewicht, 
es kommt zu plastischen Verformungen und Gitterstérungen. Nach dem — 
Eingriff ist die Oberflache bestrebt, die Gleichgewichtslage wieder 
einzunehmen. Wird ein solches gestértes Metall nach dem Eingriff in 
den Spitzenzihler gebracht, so ist die Zahl der Ausschlige zundchst — 
sehr grok, sie nimmt aber zuerst sehr schnell, spater langsamer ab. 
In der Abb, 2 ist als Beispiel die Abklingkurve fiir Aluminium wieder- — 


Cee aPN ae pw eT YE aC 
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gegeben, bei dem der Eingriff durch Schmirgeln vorgenommen wurde, 
ie Form der Kurve entspricht nicht der Abklingkurve eines einfachen 
adioaktiven Prozesses. Das kleine ausgezaihlte Gebiet geniigt nicht, 
um eine exakte Formel fiir die Kurve anzugeben. Verschiedene Metalle 


= Ala yeschmirgel? 


Ausschlage /sec 


20 30 40 50 70 8&0 90 700 
Abb. 2. Abklingkurve fiir eine geschmirgelte Al-Platte. 


haben eine verschiedene Abklingkurve, wie in der Abb. 3 fiir Platin — 
Kurve 1 — und Antimon — Kurve2 — gezeigt wird. Beide Metalle wurden 
vor der Untersuchung im Spitzenzahler geschmirgelt, die Platinplatte 


Ausschlage /sec 
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sae 10 20 30 40 50h 
Abb. 3. Abklingkurven fiir Pt- (1) und Sb- (2) Platten. 


auBerdem noch mit dem Polierachaten bearbeitet. Dabei ist aber zu 
bedenken, daB die Geschwindigkeit des Abklingens keine Material- 
konstante ist, die Art der Bearbeitung hat einen groBen EinfluB. Bei 
Eisen ist bei starkem Eingriff, wenn,also die Zahl der Ausschlage grob 
ist, der Abfall sehr viel schneller als bei kleinem Eingriff, wie die Abb. 4 
an einer sandgestrahlten und an zwei geschmirgelten Proben zeigt. 
Bei Nickel ergaben sich aber andere Verhaltnisse. Eigentiimlich ist, 
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ie 


so wurden z.B. 4 Eisenplatt nn 
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daf die Temperatur, bei der die Abklingkurve aufgenommen wird, ir 
den Fall des Zinns keinen oder nur einen geringen Einflu8 auf die 
Form und die Lage der Ab- 


pa klingkurve ausiibt, verschie- 
dene Metalle kénnen sich aber 

1 Fe sandgestrahit auch hier durchaus verschie- 

4 2 Fe geschmirgel mit 1G den verhalten. oa 


3 Fe geschmirgel mit 1G 


4. Die Metalloberjlache beim 
Erwdarmen im Spitzenzahler. 
Auch dann, wenn die Aus- 
schlagszahlen einer gestérten 
Metalloberflache weitgehend 
abgeklungen sind, hat die 
Oberflache noch nicht eine 
stabile Lage erreicht, wie eine’ 
anschlieBende Erwarmung im 
Spitzenzahler aufdeckt. 


durch _ gleichzeitiges Sand- 
: strahlen méglichst gleichzeitig 
0 0 7 0 wmn Und gleichmaBig bearbeitet. 

Abb. 4. Abklingkurven fiir Eisen? Das Abklingen einer solchen 
Platte zeigt die Kurve 1_ 
der Abb. 4. Werden die 
Platten im Spitzenzahle 
danach erhitzt, so steigt © 
die Zahl der Ausschlage © 
wieder an, und zwar stellt 
sich heraus, daB der An- — 
stieg bei um so héheren 
Temperaturen erfolgt, je 
langere Zeit nach der 
Bearbeitung  verflossen — 
ist. Die Kurven 1—4 der 
Abb.5 zeigen das Ergeb-_ 
nis einer solchen Unter- 


. 


Temperatur . . 
Abb, 5. Sandgestrahlte Eisenplatten beim Erwarmen im suchung. Bei der Unter- 
Spitzenzahler, Lagerzeit nach Bearbeitung variiert. suchung 7 liegt zwische xf 


der Bearbeitung und dem — 
Anfang des Versuches im Spitzenzihler ein Zeitraum von 40 min, bei 
der zweiten ein solcher von 4 Stunden, bei der dritten von 4 Tage 4 
und 21 Stunden, wahrend bei der vierten 6 Monate und 24 Tage 


‘ 


: eA " ee 
flossen. nd. eink: wee Reach Zeit ist es méglich, den ike 
ach h weiter, nach héheren Temperaturen zu verschieben, und zwar 
rch die Art der Bearbeitung. Die Kurve 5 der Abb. 5 gibt ein 
Beispiel dafiir. Die hier untersuchte Eisenplatte ist vorsichtig und 
lange mit dem Polier- 
haten bearbeitet wor- 

Unmittelbar nach 
Bearbeitung zeigt eine 
che Platte keine oder 
ne nennenswerte Er- 
ung der Ausschlags- 
len im Spitzenzahler. 

h bei der Erwarmung 

et die Zahl nicht an, 
eine Temperatur von 
170°C erreicht ist. , ; 
das ist gera de die Abb. 6. ja pran weal eens Cece ag beim 
atur, die friiher 
‘die ‘Umwandlungstemperatur T,, fiir die nichtmetallische Phase 
Eisens an diinnen Schichten gefunden wurde !. Die schon friiher 
[ ellte Behauptung, da die nichtmetallische Phase sich bei 
-Bearbeitung der Metalle durch Polieren und andere Eingriffe 


Ausschlige /sec 


Temperatur 


22 24 26 28 
Abb. 7. Abklingkurven fiir die Nickelplatten der Abb. 6. 


et, findet hier eine Bestatigung?. Dasselbe Verhalten zeigen auch 
2 ndern Metalle. Als weitere Beispiele sind in der Abb. 6 Kurven 
-schieden bearbeiteten Nickelplatten wiedergegeben. Man er- 
hick hier die Bedeutung der Umwandlungstemperatur T;, der 
tmetallischen Phase, die nach den friitheren Messungen eingetragen 
Man erkennt weiter, daB nicht jede Bearbeitung eine solche Ober- 
iche enschicht hervorruft. Fiir diese Nickelplatten sind in der Abb. 7 
‘1 KRAMER, J.: Ann. Phys., Lpz. (5) 19, 37 (1934). — Z. Phys. 106, 676 (1937). 
CRAMER, J.: Z. Phys. 106, 692 (1937). 
hrift fiir Physik. Bd. 125. 
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ie 
nochmals die Abklingkurven angegeben, wobei zu beachten ist, daB 
die Reihenfolge der Kurven hier und beim Wiederanstieg oberhalb 
von J, verschieden ist. In der Abb. 8 ist das Ergebnis der Spitzen- 
zahlerversuche an Platin wiedergegeben, und zwar Kurve 1 und 2 a i 


Ausschlige/sec 
% 


0 ~~ 300°C 
Jemperatur 
Abb. 8. Platinplatten beim Erwarmen im Spitzenzahler. J und 2 geschmirgelt, 3 poliert. 


geschmirgelten Platten, Kurve 3 an poliertem Platin. Das Verhalten’ 
entspricht also ganz dem von Eisen. Besonders instruktiv wegen sein 
kleinen Effekts ist das Verhalten von Antimon, von dem friher ge eigt : 
wurde, daB& bei ihm die Bildung 
der nichtmetallischen Phase be- 
sonders leicht stattfindet?. Die 
Abb. 9 zeigt die Spitzenzihler- 
kurve fiir eine geschmirgelte 
Antimonplatte. Der Anstieg der 
Ausschlagszahlen bei der UL m- 
wandlungstemperatur T,, die wie- 
der nach den friiheren Messungen 
an diinnen Schichten eingetragen 
ist, ist auch in diesem Falle deut- 
24°C lich zu erkennen, aber zahlen- 
maBig ist er doch viel geringer 
als beim Eisen und Nickel. Es _ 
ist dies zweifelsohne eine Folge 
der Sprédigkeit dieses Metalls, bei dem eine plastische Bearbeitun 
und damit eine weitgehende Uberfiihrung in die nichtmetallische Ph 
an der Oberfliche auf Schwierigkeiten stéBt, das Metall splittert bei 
der Bearbeitung weg. ; . 

Die Bestimmung der Umwandlungstemperatur T, der nichtmetall 


Ausschlage/sec 


Abb. 9. Geschmirgelte Antimonplatte beim 
Erwarmen im Spitzenzabler, 


* Kramer, J.: Ann, Phys., Lpz.,(5) 19, 37 (1934). r 


= Tee a a ee ee 


aa 


_ Spitzenzahler ist diese 
- ausgesetzt, daB die Um- 


_ temperatur liegt. (Der 


 Angriff genommen, aber 


niedergeschlagen, danach erhitzt, & 4 Lagermefall aus 

um sicher zu sein, daB die kubi- & Mercedes -Benz-LHW 
_ sche Modifikation vorlag. Diese 3 

Schicht wurde dann wieder mit <2 


liegt die Umwandlungstempe- 


oe 


on eek Re eae fi 
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‘ da dazu das Material gewéhnlich durch Kathodenzerstéubung in die 
; nichtmetallische Phase iibergefithrt werden muBte, ein Vorgang, den 
man nicht sicher in der Hand hat, und der fiir viele Metalle nicht 


moglich ist. Mit dem 


Bestimmung jetzt sehr 
einfach geworden, vor- 


Ausschlége/sec 


wandlungstemperatur 
oberhalb der Zimmer- 


Versuch, mit dem 
Spitzenzahler an tiefge- 
kiihlten Metallflachen 
Untersuchungen vorzu- 
nehmen, war zwar in 


a 50 100 150 200 250 300°C 
Temperatur 


Abb. 10. Polierte Chromplatte beim Erwarmen im Spitzenzahler. 


aus zeitbedingten Um- 


- standen nicht zu Ende 
_-gebracht worden.) Die Bestimmung der Umwandlungstemperatur T,, 
_ gelang z.B. beim Chrom. Es wurde eine Chromschicht elektrolytisch 


auf eine metallische Unterlage 


dem Achaten intensiv bearbeitet. 

£ “ : 41 ohne Vorbehandlung 
Die Untersuchung im Spitzen- 2 Laufiache abgeschlifen 
zahler ergab die in Abb. 10 
wiedergegebene Kurve. Danach 


ratur J, der nicht metallischen 

Chromphase bei etwa 230° C. b > 
Auch zu rein technischen 0 50 700 = 150 = 200. 250°C 

Messungen laBt sich der Spitzen- femperanir 

zahler benutzen. Zum Beispiel 

interessiert sehr die Frage, wie 


Abb. 11. Lagermetall beim Erwarmen im 
Spitzenzahler. 


verandert sich die Oberflache eines Lagermetalls wahrend des Betriebs. 


Die Frage ist wichtig zur Beurteilung der Vorginge bei der Schmierung, 
beim Verschlei8 und beim Fressen eines Lagers. Es wurde, um ein Beispiel 
zu geben, die Lagerschale eines Pleuellagers aus einem Mercedes-Benz- 
Lastwagen nach einer Laufzeit von 30000 km ausgebaut, ein passendes 


-Stiick herausgearbeitet und das Stiick im Spitzenzahler untersucht. 
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Das Ergebnis dieses Versuches ist in der Kurve 1 der Abb. 114 wieder- 
gegeben. Man sieht, da® bei einer sehr scharf definierten Temperatur 
der Anstieg der Ausschlags- 


g? zahlen erfolgt, ein Umstand, 
= geareht der auf eine gut ausgeprag- 
s 3 te nichtmetallische Ober-_ 
8 flachenschicht hinweist. Die 


Kurve 2 wurde ebenfalls 
im Spitzenzadhler erhalten, 
nachdem die Laufflache vor- 
sichtig abgeschliffen wa 
Andeutungsweise fiihrt a 
auch diese Bearbeitung zu 
einer ahnlichen Oberflachen- 
schicht. Untersuchungen an 
anderen Lagermetallen er-_ 
gaben ahnliche Ergebnisse. — 
Es scheint so zu sein, daB rein empirisch bisher als Lagermetalle durch 

die ee solche ausgewahlt sind, bei denen eine nichtmetallische 
Oberflachenschicht existe nz 
fahig ist, bei denen also die 
Umwandlungstemperatur T. *, 
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' Abb. 12. Gedrehte Eisenplatte beim ————— im 
Spitzenzahler. 
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Fe geschmirge 


und poliert geniigend weit oberhalb der 

eins Zimmertemperatur liegt. Auf — 
x weitere Untersuchungen an 

“7S Lagermetallen und ihre Dis- 


kussion soll spater cing 
gangen werden. ‘ 

Die bisher gezeigten Er- 
warmungskurven lassen si h® 
in 2 Typen einteilen: Die 
eine Gruppe zeigt bei der Er- 
warmung im Spitzenzahler 
einen stetigen Anstieg der 
Ausschlagszahlen. Je nach 
der Zeit, die nach der Be- 
arbeitung bis zur Untersu 
chung im Spitzenzahler ver- 
flossen ist, liegt der Anstieg — 
bei verschieden hohen Temperaturen. Die zweite Gruppe wird dar- 
gestellt durch eine Kurve bei der bis zur Umwandlungstemperatur 
die Zahl der Ausschlage im Spitzenzahler klein und konstant bleibt, 
dann aber sprungartig ansteigt. Diese zu dieser Gruppe gehérenden — 
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Abb. 13. Eisenplatten, geschmirgelt und poliert (oben), 
geschmirgelt (unten) beim Erwarmen im Spitzenzahler. 
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Meta tfleclion besitzen eine unterhalb J, stabile nichtmetallische Ober- : 
f ichenschicht, wahrend die Kurven der ersten Gruppe auf eine 
M chung von normalem Metall mit der nichtmetallischen Phase hin- 
weis ie die bei jeder Temperatur instabil ist. Die Kurvenform und die 
a ge des Anstieges sind Funktionen der Zeit bzw. der Erwarmungs- 
Phosindickeit Zwischen diesen beiden Typen gibt es nun die verschie- 
ensten Uberginge, je nach der Art der Bearbeitung der Oberflache. 
inig ge Beispiele sollen das erlautern. So zeigt die Kurve der Abb. 12 an, 
da8 der Anteil der instabilen Mischung beider Phasen bei dieser gedreh- 
ten Eisenflache nur ge- 
gist, die Kurve nahert 
sich der idealen Umwand- 
lungskurve der reinen 
nichtmetallischen Phase. 
Dabei ist zu beachten, 
laB allein die Bearbei- 
gsart ,, Drehen“ zu den 
schiedensten Kurven- 


ist) 
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100 150 200°C 
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n den Bedingungen, 
un er denen gedreht wird. 455, 14. Kupierplatten poliert (1) und geschmirgelt (2) beim 
; Auch die Kurve oben in ‘ Erwarmen im Spitzenzahler. 
der Abb. 13, die sich auf 
eine geschmirgelte und polierte Eisenflache bezieht, zeigt an, daB auch 
hier der instabile Anteil gering ist, die reine nichtmetallische Phase 
wiegt. Umgekehrt ist es bei der unteren Kurve, bei der durch 
irgeln die instabile Mischung beider Phasen die Kurvenform 
. Bei den Metallen Kupfer oder Silber, bei denen die Umwand- 
os emperatur J, unterhalb der Zimmertemperatur liegt, sind bei 
yéhnlicher Temperatur Kurven, die eine von der Dicke unabhangige 
iwandlungstemperatur anzeigen, nicht méglich. In der Abb. 14 sind 
‘Spitzenzahlerkurven fiir eine polierte — Kurve 1 — und geschmir- 
: elte — Kurve 2 — Kupferplatte wiedergegeben. 


5. Diinne Metallschichten im Spitzenzahler. 


- Die friiheren Untersuchungen an der nichtmetallischen Phase wurden 
2 -Metallschichten vorgenommen, die entweder durch Kathodenzer- 
iubung oder Verdampfung hergestellt waren. Wie schon friiher an- 
eben, ergibt die Verdampfung unter guten Bedingungen die nicht- 
tallische Phase bei den guten Metallen héchstens andeutungsweise. 
- friiheren Untersuchungen, die sich im wesentlichen auf Leitfahig- 
tsmessungen bezogen, lassen sich jetzt durch Spitzenzahlerunter- 
hungen an solchen Schichten erganzen. Die Untersuchung einer 
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ee 
durch Kathodenzerstaubung hergestellten Antimonschicht ergab die 


Kurve der Abb. 15. Der Effekt ist scheinbar in diesem Falle bedeutend 
kleiner, weil dabei die Schicht im Hochvakuum einem durch ein sehr_ 
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Abb. 15. Antimon, kathodenzerstaubt, vor dem Spitzenzahler. x 
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diinnes Zaponlack-Hautchen verschlossenen Spitzenzahler gegenii er 
stand. Eine auf Glas aufgedampfte Selenschicht ergab im Spitzenzahler 
die in Abb. 16 wiedergegebene Kurve. Massives Selen ergab keinen 


Ausschlage/sec 


Temperatur 
Abb. 16. Selen, verdampft, im Spitzenzahler. 


oder nur einen geringen Effekt. Es bestand insofern ein Unterschied 
je nach der Art der Herstellung, daB in fliissiger Luft abgeschrecktes 
Selen sowohl bei Zimmertemperatur als auch beim Erwarmen eine 
gréBere Anzahl von Ausschlagen im Spitzenzahler ergab als Selen, das. 
in Wasser abgeschreckt war. Eine bestimmte Umwandlungstemperat ir 
ZT, laBt sich den Kurven nicht entnehmen, entsprechend der Tatsache, 
daB wahrscheinlich immer Keime des metallischen Selens vorhanden sind. 
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oes 3 ay . f 4 ‘ 
Nach den friheren fetes ist bei den Metallen, bei dened y . 


von der Dicke unabhangige Umwandlungstemperatur T, unterhalb 
Zmmertemperatut liegt, die nichtmetallische Phase nur in sehr 
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Abb. 17. Silber, verdampft, im Spitzenzahler, 2 dicker als 1. : 5h ee 


1 vollzieht sich bei um so tieferen Temperaturen, je dicker die ~ 
icht ist. Auch dieser Befund wurde im puto eee geprift. In 
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- Abb. 18. Silber, verdampft, im Spitzenzahler. 1 sofort nach Herstellung, 2 und 3 spater. 


r Abb. 17 sind 2 Silberschichten untersucht, die in einem Gang bei 
-verschieden grofSem Abstand durch Verdampfung hergestellt waren. 
‘Die zur Kurve 1 gehérende Schicht ist die diinnere, bei ihr steigt die 
hl der Ausschlage dementsprechend bei héheren Temperaturen an. 
i der Kurve 2 deutet der Buckel vor dem starken Anstieg auf Keime 
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des normalen Metalls hin. Bei dickeren Silberschichten steigt die Zahl 
der Ausschlige bis etwa 250°C nicht an, ein Zeichen dafiir, daB die 
Schichten schon einen stabilen Zustand erreicht haben. Die Verdamp- ” 
fung im Hochvakuum scheint iberhaupt die beste Methode zu sein, 
stabile ungestérte Metalloberflichen zu erhalten. Ein Buckel, wie ihn 
die Kurve 1 der Abb. 18 zeigt, ist bei dickeren Schichten selten. Bei. 
den Schichten der Abb. 18 handelt es sich um dickere Silberschichten, — 
die in gleicher Dicke in einer Verdampfung hergestellt sind, aber nach — 
verschieden langer Zeit nach der Herstellung im Spitzenzahler unter- 

sucht wurden, Schicht 1 25 min nach der Herstellung, Schicht 2 nach ~ 
2 Stunden und Schicht 3 48 Stunden danach. Die Untersuchung der ~ 
genaueren Verhiltnisse mu spateren Arbeiten vorbehalten bleiben, 
die Anwendungsméglichkeiten sind zu vielseitig. : 


6. Der Spitzenzdhler bei andern Umwandlungen. 

Wir haben bisher den Spitzenzahler fiir Untersuchungen an bear- 
beiteten Metalloberflachen und an diinnen Schichten eingesetzt. Eine 
Mindestvoraussetzung fiir das Ansprechen des Spitzenzahlers bei ~ 
metallographischen Vorgangen scheint die zu sein, daB der Vorgang ~ 
exotherm verliuft. Beim Ubergang von der nichtmetallischen Phase ~ 
zum normalen Metall ist diese Forderung erfiillt, da das normale Metall 
immer die stabilere Modifikation ist. Es gibt in der Metallographie_ 
aber noch andere Vorginge, die ebenfalls exotherm verlaufen und im ~ 
Spitzenzahler untersucht werden kénnten, z.B. Umwandlungen im 
festen Zustand. Ein geeignetes Metall ware Thallium, das bei 232° C © 
von der gewdhnlichen hexagonalen Phase in das kubische Metall iiber- 
geht. Die Untersuchungen im Spitzenzahler haben aber zu keinem 
sicheren Ergebnis gefiihrt, da die Zahl der Ausschlage schon vor der 
Umwandlung so groB war, daB eine etwaige Beeinflussung durch die” : 
Umwandlung darin untertauchte, das geringe Auflésungsvermégen der — 
vorhandenen Apparatur reichte in diesem Falle nicht aus. ; 

Interessante Ergebnisse ergaben die Versuche mit Chrom. ’ Dieses” 4 
Metall, das gewdhnlich kubisch kristallisiert, kann durch Elektrolyse 
in eine hexagonale Modifikation gebracht werden. Die Umwandlungs- é 
verhaltnisse scheinen noch nicht genau bekannt zu sein. Wird eine solche ~ 
elektrolytisch hergestellte hexagonale Chromschicht im Spitzenzihler 7 
untersucht, so verandert sich die Zahl der Ausschlage in der Weise, — 
wie es die Abb. {9 fiir 2 Schichten zeigt’. Das Interessante daran ist 
nun, daS der auch in diesem Falle deutliche unstetige Anstieg der © 
Ausschlagszahlen bei derselben Temperatur liegt, bei der auch die durch 
Polieren an der Oberfliche des gewdhnlichen kubischen Metalls gebildete — 


* Die Schichten wurden von Herrn Dipl.-Ing. GEBAUER, Solingen-Merscheid, > 
hergestellt, wofiir ich auch an dieser Stelle bestens danke. 
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metallische Phase in das normale Metall iibergeht, wie die Abb.10 
zeigt. Es scheint nicht ausgeschlossen zu sein, daB die hexagonale ~ 
Phase des Chroms mit der nichtmetallischen Phase identisch ist. Es 
ist von Wichtigkeit, daB beim Nickel ahnliche Verhiltnisse vorliégen: 
Auch dieses Metall laBt sich durch Elektrolyse in eine hexagonale 


PI ase tiberfithren. Auch bei Nickel ist das méglich, da auch in diesem 


Fal e die Umwandlungstemperatur T, oberhalb der Zimmertemperatur 
legt, eine Voraussetzung, die erfiillt sein muB, wenn die hexagonale 
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nichtmetallischen Phase identisch ist. Umgekehrt konnte in einer frii- 
heren Arbeit gezeigt werden, da8 beim Antimon und beim Platin die 
nichtmetallische Phase ebenfalls durch Elektrolye hergestellt werden 
kann?. Es ware sehr befriedigend, wenn allgemein gezeigt werden 
kOnnte, daB die nichtmetallische Phase kristallinen Aufbau hat, sich 
ab r vom gewéhnlichen Metall im kristallinen Aufbau grundsatzlich 
scheidet. Vom sog. amorphen Selen ist zudem schon bekannt, 
. es in kristalliner Form auftreten kann, und zwar in zwei verschie- 
en Modifikationen, die beide monoklin sind?. DaB bei der nicht- 
‘allischen Phase die Kristallstruktur nur schwer beobachtet werden 
1, ist nicht verwunderlich, da die Herstellung fiir die Ausbildung 
_Kristallen ungiinstig ist und die kleine Kristallisationsgeschwin- 
eit nicht durch Temperaturerhéhung vergréBert werden kann, da 
e sofort zu einer Umwandlung fiihren wiirde. Bei der Elektrolyse 
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Bei den Spitzenzdhlerversuchen liegt noch ein weiterer Hinweis vor 
daB die nichtmetallische Phase des Chroms mit der hexagonalen iden-_ 
tisch ist. Wie bei jedem Metall, dessen Umwandlungstemperatur ia 
oberhalb der Zimmertemperatur liegt, kann man auch beim Chro a 
durch entsprechende Bearbeitung eine instabile Mischung der nicht-" 
metallischen Phase mit dem normalen Metall herstellen, bei der die — 
Spitzenzahlerkurve an jeder gewiinschten Stelle zwischen der Zimmer- - 
temperatur und der Umwandlungstemperatur J, ihren steilen Ansti 
hat. Fir Eisen zeigt das die 
Abb. 5, fiir Platin die Abb. 8. 
Entsprechende Kurven fir — 
Chrom zeigt die Abb. 20, bei — 
der die Kurve 1 das Versuchs- | 
ergebnis an einer geschmir- | 
gelten, die Kurve 2 an eine 
polierten Chromflache wieder- 
geben. Die angedeutete Kur- 
ve 3 wiirde einer Oberflache 
aus der reinen nichtmetalli-- 
schen Phase zukommen, wie | 
es die Abb. 10 experimentell © 
; zeigt. Bei den elektrolyti- | 
0 50 100 $0 200 250°C  schen Schichten beobachtet 

Femmpecaktr _ mannun ganzentsprechendes. — 
Abb. 20. Chromplatten im Spitzenzahler. J geschmirgelt, Auch die hexagonalen Schich. 
2 poliert, 3 ideale Umwandlungskurve. Sale deed ee Sieat vielfach_ 
instabil, und diese zeigen dann Spitzenzahlerkurven, die denen der 
instabilen Mischungen der nichtmetallischen Phase mit dem normalen 
Metall vollkommen entsprechen, wofiir die Kurve 1 der Abb. 21 ein 
Beispiel zeigt. Die Schicht war wegen spontanen Aufrauhens zur 
Untersuchung eingeschickt, sie war schon abgelagert. Kurz nach der — 
Herstellung wiirde man auch in diesem Falle den Anstieg bei noch 
tieferen Temperaturen beobachten kénnen. — 

Ein weiteres Beispiel fiir die pe ieee: Ge des Spitzenzihlers ine 
der Metallographie zeigt das nachste Bild 22. Dabei ist in einem Spitzen- ‘ 
zahler mit senkrechter Achse eine kleine Probe Woop-Metall der Spitze — 
gegeniiber geschmolzen. Beim Heraufgehen mit der Temperatur ge ms 
schieht beim Ubergang in den fliissigen Zustand nichts, die Zahl der _ 
Ausschlige steigert sich erst bei héheren Temperaturen aus irgend- — 
einem noch nicht aufgeklarten Grunde. Beim Abkithlen dagegen steigt — 
die Zahl der Ausschlige beim Festwerden sprunghaft an, sie nimmt 
aber sofort wieder den normalen kleinen Wert an, sobald das Metall — 


erstarrt ist. Dieser Versuch weist besonders deutlich darauf hin, d AB 
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“Spitzenzihler und das Zahlrohr bei metallographischen Unter- 
Ingen nur dann ansprechen kénnen, wenn der Vorgang exotherm 
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Abb. 21. 1 Instabile elektrolytische Chromschicht im Spitzenzahler. 2 Ideale Umwandlungskurve. ae 
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verlautt. Es sei noch bemerkt, daB beim Niederschlagen von Metall- 
dampf in einem Zahlrohr keine VergréBerung der Ausschlagszahlen Re 
bachtet wurde. _ 


Ausschlige/sec 


Abb. 22. Woopsches Metall beim Erw4rmen im Spitzenzahler. 


. Der Spitzenzahler bei statischer und dynamischer Belastung des Metalls. 
Es liegt jetzt nahe, den Spitzenzahler fiir die Frage einzusetzen, ay 
welche Veranderungen die verschiedenen mechanischen, chemischen und | 


hermischen Prozesse an der Oberflache eines Metalls hervorrufen. 
- Allen diesen Fragen miissen eigene Untersuchungen gewidmet werden. 
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Zam SchluB sei noch auf eine andere Anwendung eingegangen, bei 
der die Bedeutung weniger auf metallographischem als auf technische m 
Gebiete liegt. Es wurden ZerreiBversuche im Spitzenzahler ausgefihrt 
in der Weise, daB an Stelle der Probeplatte ein Metallblech mittels 
einer Schraube von auBen bis zum Bruch gedehnt wurde. Es aie 

sich heraus, daB auch in diesem Falle der Spitzenzahler auf die bei d 
Dehnung erfolgten Veranderungen des Metalls anspricht. In der Abb. 2 23 
ist die Zahl der Ausschlage in Abhangigkeit von der Zeit aufgetragen, 
wihrend der sich die Belastungsschraube drehte. Diese Zeit wird un- 
gefaihr proportional der Belastung sein. Eine wirkliche ZerreiBmaschin 
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Abb. 23. Kupfer beim Zerrei8versuch im Spitzenzahler. 


war nicht vorhanden. Wie die Abbildung zeigt, steigt die Zahl der 
Ausschlage mit der Belastung an, sie fallt aber eigentiimlicher Weis 
lange vor dem Bruch wieder ab. Man muS zur Deutung der Kurve aber 
bedenken, daB der Spitzenzahler nur einen verhaltnismaBig kleinen 
Bereich abtastet, und daB der Bruch nicht in dieser Zone liegen muB. 
Ein Zahlrohr ware bei passender Probenform in diesem Falle giinstiger r. 
Zweifellos hangt der Anstieg der Ausschlagszahlen mit dem Beginn der 
plastischen Verformung zusammen. Bei einem Versuch, bei dem kurz 
nach dem Ansteigen der Ausschlagszahlen die Belastung abgeschaltet 
wurde, konnte eine bleibende Dehnung von 3% gemessen werden, bei 
einem andern Versuch betrug die Bruchdehnung etwa 25%. Beide 
Versuche wurden mit gegliihtem Kupfer ausgefiihrt. 
Bei dynamischer Belastung ergaben sich etwas andere Kurve ie 
aber der Spitzenzahler ist auch fiir diese Untersuchungen in see r 
Weise anwendbar, Bei diesen Versuchen wurde ein Probestab aus 
Kupfer quer durch einen kleinen Spitzenzahler gefiihrt, so daB die | 

Mefistrecke der Spitze gegeniiberstand. Der Stab wurde in einer rieiee en 
Torsions-Wechselfestigkeitsmaschine mit 2000 Wechseln je Minute 
wechselnd tordiert. In der Abb. 24 ist die Zahl der Ausschlige im 
Spitzenzahler in Abhangigkeit von der Belastung in kg-cm aufgetragen 
jhe le 
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sem | alle ist der Anstieg sehr unstetig; mit welcher Verinderung 
Stab dieser Punkt zusammenhingt, miissen weitere Untersuchungen 

ben. Der Querschnitt des Stabes betrug 7,3 mm?. Sowohl bei 
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‘ Belastung 
a ‘ _ Abb. 24. Kupferstab im Spitzenzahler bei wechselnder Torsionsbeanspruchung, 


r als auch dynamischer Belastung liegen die technischen An 
dungsmoglichkeiten der neuen Methode auf der Hand. 


i 


: ‘Abb. 25. Austrittsarbeit einer Antimonschicht nach der Herstellung durch Kathodenzerstaubung. 
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8. Schlufbemerkungen. 
ie hier als Beispiele fiir die neue Methode der Oberflachenunter- 
hung angegebenen Kurven sind mit ungentigenden Mitteln besonders 
blick auf das Auflésungsvermégen aufgenommen. Die Beispiele 
liten zunachst die Vielseitigkeit der Methode darlegen. Die Deutung 
<urven ist erst dann mit Sicherheit méglich, wenn die physikalischen 


ew we 


~ oe 


>, ted 
. ind 


it, ; a 
Suge pital 


Ae 
om 


- vey 


756. sree ae KRAMER: Sulienodlles pa Zableobs. yi 
Vorgange bekannt sind, die zum Ansprechen des Snitzencthioen und 
des Zahlrohrs fiihren. Die Versuche im Spitzenzahler kénnen kei ne 
Entscheidung dariiber bringen, ob das Ansprechen durch Flektronen 
oder Quanten herbeigefiihrt wird. Versuche mit verschlossenem Zahler 
sprechen dafiir, daB beides auftritt, sowohl Quanten als auch Elek- 
tronen. Dabei stand die Probeplatte im Hochvakuum dem Zahler_ 
gegeniiber. Es kann dann wieder nicht entschieden werden, welcher 
Vorgang der primare ist. Fiir den Austritt von Elektronen ist es zunachs st 
unverstandlich, woher die groBe, die Austrittsarbeit iiberwindende 

Energie kommen sollte. Versuche an Antimonschichten sprechen aber 
dafiir, daB die Austrittsarbeit im instabilen Zustand sehr klein, wenn 
nicht Null sein kann. In der Abb. 25 ist z. B. die Austrittsarbeit ir 
Photoelektronen an einer Antimonschicht dargestellt, die durch Katho- 
denzerstaubung hergestellt war. Die Abszisse gibt die Zeit an, die nach 
der Herstellung verflossen war. In der Zeit zwischen den einzelnen 
Versuchsreihen war die Schicht nicht in Hochvakuum. Anderersei 'S 
kann die Energie, die beim aufSeren Photoeffekt in Form von Licht, 
bei der glithelektrischen Emission in Form von Warme in das Metall 
hineingesteckt wird, wenigstens lokal durch die Umwandlungsenergie 
bei exothermen Vorgangen ersetzt werden. Ob diese Energie direkt 
oder auf dem Umweg iiber Warme eine Elektronenemission het vor- 
rufen kann, ist dabei unentschieden. Alle diese Fragen kénnen nur durch 
weitere Versuche méglichst mit verbesserten Hilfsmitteln entschieden 
werden. Die Anwendung der Methode fiir technisch interessierende 
Fragen iiber die Beschaffenheit von Metalloberflachen und den Ein-— 
flu8 von statischer und dynamischer Belastung wird davon nur indirekt 
betroffen. 4 


Braunschweig, den 9. Oktober 1947. 
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Dunkelstrom und lichtelektrischer Strom in Cu,O 


im elektrischen Wechselfeld *. 
Von 
B. GuDDEN ** und P. HENNINGER. 


Mit 2 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 24. August 1944.) 


‘Die Dunkelleitfahigkeit verschiedener Cu,O-Proben mit Leitfahigkeiten von 


_ 4—11-10°°Q-? m™ bei Raumtemperatur ist im untersuchten Bereich von 0 bis 


16 MHz frequenzumabhangig. Der lichtelektrische Strom einer sehr hochohmigen 
Cu,O-Probe (10-°Q24 m™) sinkt mit wachsender Frequenz zwischen 50 kHz und 
10 MHz auf rund 4/5; Versuch einer Deutung. 


_ Die dielektrische Konstante einer Cu,O-Probe wird zu 7,88 bestimmt; eine etwaige 


Anderung bei Belichtung bleibt unter 5°/p9. 


1. Im Poutschen Institut hat 1936 NAUMANN! untersucht, ob der 
lichtelektrische Primarstrom in isolierenden, farbzentrenhaltigen KBr- 
Einkristallen von der Frequenz eines elektrischen Wechselfeldes ab- 
hangt. Zweck der Arbeit war dabei folgender: Wiederholt hatten 
GUDDEN und Pou? darauf hingewiesen, daB Korngrenzen Hindernisse 
fiir die Weiterleitung lichtelektrisch ausgeléster Elektronen darstellen 
und damit verstaindlich gemacht, warum Prefpastillen aus gefalltem 
HgS, Pb,O,, Cu,O usw. keine lichtelektrische Leitfahigkeit beobachten 
lassen, wahrend gréBere Kristallchen sie regelmaBig gut zeigen. Nach 
der wellenmechanischen Theorie ist die strenge Periodizitat der Kristall- 
gitter eine wesentliche Voraussetzung fiir ungestorten Elektronen- 
durchgang durch einen Festkérper. Nur sind erfahrungsgema8 auch 


_ Einkristalle nur ein Haufwerk kleinster ideal gebauter Mikrokristallchen 


(Mosaikstruktur) und es kénnte sein, daB schon die mit der Mosaik- 
struktur verkniipften geringfiigigen St6érungen der genauen Periodizitat 
die Wanderung der Elektronen beeintrachtigen. Benutzt man eine 


_solche Feldstarke, daB der Verschiebungsweg (Schubweg einschlieB- 


lich thermischer Verlingerung) der Elektronen groB wird gegeniiber 
den Abmessungen der zu rund 1m angenommenen Bezirke idealer 


* R.W. Pout zum 60. Geburtstag gewidmet. 
** MeBverfahren und Messungen sind von P. HENNINGER 1938 ausgearbeitet 


’ und durchgefiihrt worden. Ein kurzer Bericht wurde von ihm auf der Physiker- 


Tagung in Baden-Baden 1938 gegeben. 
1 Naumann, A.: Ann. Phys. Lpz. (5) 27, 233 (1936). 
2 GuUDDEN, B. u. R. Pout: Z. Phys. 16, 170 (1923). 
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Struktur und laBt thee Feldstarke in ie Richtung peitlich periodisch h 
wechseln, so ist eine Leitfahigkeitssteige: ung zu erwarten, wenn der 
in einer Halbwelle zuriickgelegte Weg kleiner wird, als die Lange 
jener Idealbezirke, sofern die Grenzen wirklich die Weiterleitung) 
behindern. 

Da die Verschiebungswege proportional der Feldstarke anwachsen a, 
miiBte die Wirkung einer Frequenzsteigerung durch eine Erhohung de: 
Feldstarke ausgeglichen werden kénnen; der Einflu8 der Frequenz 
sollte jedoch unabhangig von der Bestrahlungsstarke, d.h. also der 
Stromstarke sein. : 

NAUMANN beobachtete nun in der Tat, da8 die lichtelektris che 
Leitfahigkeit in dem von ihm benutzten Frequenzbereich 102108. Az 
mit wachsender Frequenz betrachtlich anstieg; aber dieser Verlauf v 
unabhangig von der benutzten Feldstarke, dagegen um so stinker, j 
groBer die Bestrahlungsstarke war. Folglich konnte diese Frequen: 
abhangigkeit der lichtelektrischen Leitfahigkeit nichts mit der Mosa ke K- 
struktur zu tun haben. 

NAUMANN deutet die Erscheinung folgendermaBen: Lichtabsorptio on, 
fiihrt im elektrischen Feld zu einer Ladungstrennung und diese bedi 1 et 
eine Schwichung des elektrischen Feldes. Die entstehende Gegen- 
spannung AU ist proportional der je Raumeinheit getrennten Ladungen 
N und proportional der Strecke x, um die sie getrennt werden; letzteres 
gilt allerdings nur unter der nicht genannten Voraussetzung, daB die 
gesamte Lebensdauer der getrennten Ladungen infolge der durch ther 
mische Abspaltung an F-Zentren! vergréBerten Zeiten die Schwingun oS 
dauer des elektrischen Feldes — bei NAUMANN 10°2—1074 sec — er- 
heblich iibertrifft. 

Unter diesen Bedingungen sollte die relative Abnahme der virk- 
samen Spannung, also 4 U/U proportional der absorbierten Strah ings- 
leistung J und umgekehrt proportional der Wechselfeldfrequenz f, 
aber fiir festgehaltene Frequenz und Strahlungsleistung konstant sein 
In der Tat fand NAUMANN das Onmsche Gesetz giiltig und qualitativ - : 
allerdings auch nur qualitat'v — die geforderte Abhangigkeit von J | 
und f. Es war ihm méglich, durch Benutzung eines elektrischen Wechsel F 
feldes von rund 1000 Hz noch bei 1000mal héheren Strahlungsleistungen 
als im statischen Feld Leitfahigkeiten zu messen, die nicht durch 
Raumladungen verfilscht waren. Der urspriinglich gesuchte Effekt — 
Einflu8 der Mosaikstruktur — war jedoch nicht angedeutet. a 

2. Nach NAUMANNs Befunden macht sich also die Mosaikstruktur 
von KBr-Einkristallen? nicht stérend auf die lichtelektrische Leitung 

a 


? Hitscw, R. u. R. W. Pout: Z. Phys. 108, 55 (1937); 112, 252 (1939). 
2 DaB in anderen Fallen die Mosaikstruktur doch von EinfluB zu sein schei 
wird der eine von uns demniachst ausfiihren, 
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bemerkbar. Diese Stérung ist ja auch lichtoptisch praktisch nicht 
festzustellen. Es kénnte aber deswegen doch sein, da8 ein Kristallit 
gegeniiber einem Einkristall in der Elektronenweiterleitung benach- 
teiligt ist, weil an den Kristallkorngrenzen nicht nur die Orientierung 
es Raumgitters wechselt, sondern auch mit diinnen Fremd- oder Gas- 
ae zu rechnen ist. Die abweichende Beschaffenheit der Grenz- 
schichten macht sich lichtoptisch durch stark verminderte Durchsich- 
tigkeit auch bei regularen Gittern deutlich bemerkbar. Es erschien 
aher berechtigt, nach einem Einflu8 derartiger Korngrenzen im 
Kristallit zu suchen und als geeignetes Material bot sich wegen seiner 
Jeichten Herstellbarkeit das oft untersuchte Cu,0. 
_ Im Guppenschen Institut hatte zwar ENGELHARD! angegeben, daB 
sich Cu,O-Finkristalle elektrisch nicht anders verhalten als Cu,O- 
Kristallite, doch bezieht sich diese Angabe nur darauf, daB sich Cu,O- 
Einkristalle nicht weniger stark in ihrer Leitfahigkeit unterscheiden 
k6énnen als Kristallite und die gleiche starke Temperaturabhangigkeit 
eigen, so daB also Schwankung und Temperaturkoeffizient nicht durch 
Ubergangswiderstande an den Korngrenzen verursacht sind. 
Untersucht man den EinfluB einer Wechselfeldfrequenz am Cu,O, 
so bestehen gegeniiber NAUMANNs Messungen an KBr zwei wesentliche 
Unterschiede: 1. handelt es sich nicht um einen Isolator, sondern die 
Dunkelleitfahigkeit ist so groB, daB der NAumaAnNsche  Feldschwa- 
chungseffekt nicht auftreten kann; 2. liegen die vermuteten Leitungs- 
indernisse nicht in Abstanden von 1 wm, sondern von rund 0,1 mm. 
r die GréBe der Verschiebungswege im Cu,O ist unmittelbar nichts 
ekannt. Man kann aber aus den Messungen von SCHONWALD? eine 
mittlere Lebensdauer der freigemachten Ladungstrager von 2 - 10~* sec 
und aus ENGELHARDs! Arbeit eine Beweglichkeit der GroSenordnung 
50 cm/sec/V/cm entnehmen und erhilt fiir den Schubweg im Einheits- 
feld 40-*cm/V/cm. Bei einer Feldstiarke von 20—40 V/cm sollte also 
bei einer Veranderung der Wechselfeldfrequenz zwischen 10? und 107 Hz 
ein etwaiger Einflu8 der Korngrenzen durch eine mit wachsender Fre- 
quenz zunehmende Leitfahigkeit bemerkbar werden konnen. 
Es erschien zundchst nicht nétig, die Frequenzabhangigkeit am 
Jichtelektrischen Strom zu suchen, da nach ENGELHARD! die Be- 
-weglichkeiten thermisch und lichtelektrisch ausgeloster Ladungstrager 
im Cu,O genau gleich sind und daher identischer Leitungsmechanismus 
angenommen werden durfte. Entsprechendes wird ja auch fiir die im 
Poutschen Institut so eingehend untersuchte Leitung in Alkalihalo- 
geniden angenommen. Da Cu,O Ersatzleitung hat, ist nicht die Par- 
allele zur thermischen oder lichtelektrischen Elektronenabspaltung an 
| 2 ENGELHARD, E.: Ann. Phys., Lpz. (5) 17, 501 (1933). 
2 ScHONWALD, B.: Ann. Phys., Lpz. (5) 15, 395 (1932). 
Zeitschrift fur Physik. Bd. 125. 50 
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* Farbzentren (z. B. neutralen K-Atomen) zu Aone sondern zur he r- 
5 misch oder optisch verursachten Ersatzleitung, z. B. in KBr oder K] 
mit HalogeniiberschuB ?!. i, 

3. Gemessen wurde zunachst die Dunkelleitfahigkeit an 5 Cu,C O: 
Proben, die als plangeschliffene Platten von rund 3 cm? Flache und rund 
1mm Dicke vorlagen. Bei Hochfrequenz wurde folgendermafen ge 
messen: Die Platten konnten das Dielektrikum eines kleinen Platten- 
kondensators bilden, der parallel zu einem fein regelbaren die Kapazitai 
; eines Resonanzkreises bildete. Der Kreis war lose an einen mit Schwing- 
a quarz stabilisierten Sender von 440 bzw. 16000 kHz angekoppelt. Aufge 
. nommen wurde die Resonanzkurve, wenn das Dielektrikum von einet 


7 Ky Wasser-Dioxan-Mischung gebildet wurde, die etwa die gleiche dielek 
en trische Konstante und infolge eines geringfiigigen HCl-Zusatzes auch 
Te, etwa die gleiche Leitfaihigkeit wie die betreffende Cu,O-Probe hatte 

My Hohe des Resonanzmaximums und seine Lage (Kapazitatseinstellung 
ma wurde in Abhangigkeit vom Mischungsverhaltnis (H,O:C,H,O,: HC 
ee aufgenommen und der Wert durch Interpolation ermittelt, fiir den ein 
a Einschub der Cu,O-Probe weder Héhe noch Lage des Resonanzmaxi 
ie mums anderte. Da Dielektrizitatskonstante (DK) und Leitfihigkeit de 

7 iF Fliissigkeitsgemisches erfahrungsgema8 im benutzten Bereich frequen - 
j Tabelle 1. Leit/ahigkeit etniger Cu,O-Proben unabhangig sind, _konnten — ap 
3 ; bet Raumtemperatur. zugehdrigen Werte von DK) 


. zy hte Letingket tea 
ie der Probe | o_s0tHz | 440kHe | 16 MHz en ever 
AnschlieBend wordleail dit 
Cu,O-Proben vorsichtig ab 
sandet, um Sperrschichtbildt 
zu vermeiden, mit Ag- 
troden durch Aufdampfen im 
Hochvakuum versehen und de 
| Widerstand fiir Gleichspannung und Nieder- bzw. Mittelfrequenz 
¢ der MeBbriicke ermittelt. Tabelle 1 gibt MeBergebnisse an 5. 
; Platten mittlerer Leitfahigkeit. 
Die Streuung liegt zum Teil an etwas geringerer MeBgenauigkei 
im Resonanzkreis, zum anderen Teil an geringen Temperaturunter 
ve schieden. Jedenfalls zeigen die Ergebnisse keinen Gang mit der F re 
quenz, d, h, die Dunkelleitfahigkeit im Cu,O ist zwischen 0 und 16 1H 1; 
frequenzunabhangig *. Man erhalt dagegen einen mit wachsendei 
' Mottwo, E.: Nachrichten Ges, Wiss. Géttingen, math. -physik. K1., pe: 
» 215 (1935). — Ann. Phys., Lpz. (5) 29, 407 (1937). 
* Bedauerlicherweise ist in der kurzen Zusammenfassung iiber den Ba 
Baden-Vortrag [Phys. Z. 39, 911 (1938)] der Druckfehler _drequeaeee 


unbemerkt geblieben und daher auch in das Referat (Phys. Ber. 20, 966 (19 
ubergegangen. 


ne Cu,0 hip able Mente . 16 ‘. 


hie der Wachselspantiuig steigenden Strom an Cu,O- Proben, 
pe n nicht auf sperrschichtfreie Elektroden geachtet wird. Hier wird 
eine Frequenzabhangigkeit der Leitfahigkeit vorgetauscht. 

_ Demnach scheinen nicht einmal die Korngrenzen im gewachsenen 
Kristallit EinfluB auf die Leitung zu haben. Hierzu ist verschiedenes 
a bemerken: 1. Es handelt sich im Cu,O nach Vorzeichen von Hall- 
pannung und Thermospannung um Ersatzleitung; also um eine Lei- 
ungsart, tiber deren Mechanismus noch weniger bekannt ist als fiir 

erschuBleitung. 2. Das Kristallgitter ist regular und es kénnte durch- 

sein, daB in komplizierteren Gittern die Korngrenzen sich bemerk- 
bar machen}?. 

4, Unter Benutzung der ‘erwihnten Messungen ENGELHARDs, wo- 
nach im Cu,O Dunkelstrom und lichtelektrischer Strom den gleichen 
Mechanismus haben (iibereinstimmende ,,Beweglichkeit‘‘ der Ladungs- 
trager), hatte sich eriibrigen kénnen, auch noch fiir den lichtelektrishen 
= trom nach einer Abhangigkeit vom elektrischen Wechselfeld zu suchen. 

r Versuch wurde aber trotzdem von HENNINGER durchgefiihrt und 
hte das iiberraschende Ergebnis, daB der lichtelektrische Strom 

im Gegensatz zum Dunkelstrom frequenzabhiangig ist. 

_ Da die lichtelektrischen Stréme im Cu,O bei Raumtemperatur unter 

den iiblichen Einstrahlungen gewéhnlich nur sehr kleine Bruchteile der 

chzeitigen Dunkelstréme betragen, hatten, wie bei ENGELHARD, die 

-Messungen bei tiefer Temperatur (feste Kohlensdure oder fliissige Luft) 

ausgefithrt werden miissen; dies hatte apparative Verwicklungen ge- 
bracht. Zufallig befand sich jedoch unter den Cu,O-Herstellungen eine 

Probe, die — wohlinfolge besonders genauer stéchiometrischer Zusammen- 
ng — einen fiir Cu,O sehr hohen spezifischen Widerstand (10° Q m) 

hatte und fiir die daher schon bei Raumtemperatur lichtelektrischer 
und Dunkelstrom gleiche GréBenordnung hatten. (Bei 10-4 W Gliih- 
ichteinstrahlung 1:2,5). 

_ Die Probe hatte entsprechend ihrem hohen Widerstand einen hohen 
emperaturkoeffizient des Widerstandes (rund 3,5%/°C) und eine 

érstellenkonzentration von einigen 10~® (rund 1017 cm~*), 

-_Grundsitlch wire dasselbe MeBverfahren méglich gewesen, wie 

i der Dunkelleitung. Es erschien jedoch fraglich, ob bei der erfor- 
d Pefichen Hin- und Herbewegung der Cu,O-Probe im fliissigkeitsge- 
a lten Kondensator die elektrischen und vor allem die Belichtungs- 

erhaltnisse so konstant gehalten werden konnten, daB die angestrebte 

Genauigkeit erreicht wurde. 

"Daher wurde folgender Kunstgriff (HENNINGER) benutzt, der es 
ge estattete, ohne jede Ortsveranderung oder Anderung der Zusammen- 
1 Dies scheint nach Messungen im Hochfrequenzfeld am hexagonalen Selen 

der Fall zu sein, woriiber der eine von uns spater berichten wird. 
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setzung einer Fliissigkeit den lichtélektrischen Strom auf den gleic h- 
zeitigen Dunkelstrom zu beziehen. “% 
Der Kunstgriff besteht in der Ausnutzung der hohen Temperatur-— 
abhangigkeit des Dunkelstromes. Die Cu,O-Probe ist beiderseits sperr-_ 
schichtfrei versilbert, und zwar auf der einen Seite durchsichtig, so dab 
der aus ihr gebildete Plattenkondensator durchleuchtet werden kann. ~ 
Sie befindet sich in einem Paraffindlbad, dessen Temperatur gedndert 
(Riihrwerk!) und auf Zehntel Grad genau gemessen werden kann. — 
iy Zunachst wird bei Gleich- 
-  spannung belichtet und an- 
iN schlieBend ermittelt, bei wel-— 
a a cher Temperaturerhéhung des 
EAeN Olbades der gleiche Strom-_ 
TN zuwachs eintritt wie vorher 
. bei der Belichtung; sodann — 
x wird bei unveranderter Geo-— 
laa metrie und Belichtung das- 
ae selbe im elektrischen Wechsel- _ 
feld durchgefiihrt. Fiir Fre-— 
‘pict (ieee ie Birt <a> Re oe quenzen bis zu 10‘ Hz wurde ~ 
| « eine MeBbriicke benutzt, von 
ae ae 40 kHz aufwirts am Resonanz-_ 
; wer - kreis gemessen; die Abnahm = 
44 50 60 Sk. 7 des Resonanzausschlages durch 
MO? Mesintiaeber die Belichtung wurde beob-— 
seat aba 25¢°C — achtet und an Hand vorheri- 
Temperatur der Probe : ; fr 
pape ger Eichung mit Temperatur- ” 
anderung auf dquivalenten 
Dunkelstrom umgerechnet (Beispiel in Abb. 1). Bis 80 kHz ist das Ver- 
haltnis des lichtelektrischen Stromes zum Dunkelstrom genau dasselbe 
wie fiir das statische Feld und zwar einerlei, ob mit Briicke oder ] 
nanzkreis gemessen ist; unter der Voraussetzung, daB die benutzte hoch- 
ohmige Probe einen ebenso frequenzunabhangigen Widerstand hat, 
die vorher untersuchten fiinf besser leitenden, ist also auch der lichtelek- 
trische Strom bis 8 -10*Hz frequenzunabhingig. Bei weiterer Fre- 
quenzsteigerung sinkt aber das Verhaltnis — und also wohl auch der 
lichtelektrische Strom — linear mit dem Logarithmus der Frequenz 
und scheint bei rund 10? Hz einen konstanten Wert von rund 18% des 
im statischen und niederfrequenten Felde gemessenen anzunehmen 
(vgl. Abb. 2). <a 
Die elektrische Feldstarke — mit Réhrenvoltmeter gemessen 
wurde fiir alle Frequenzen konstant gehalten: 20 bzw. 40 V/cm. Die 
Frequenzabhangigkeit war fiir beide Feldstarken identisch. 
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_ Fiir den Dunkel- wie fiir den im statischen Feld gemessenen Strom- — oie : 


zawachs im Licht war das Oumsche Gesetz im gemessenen Bereich 
von 2—200 V/cm streng erfiillt. Die Angabe einer ,,Leitfahigkeit ist 
berechtigt. Der Stromzuwachs bei Einschalten von Gleichlicht erfolgt 
ohne auffallige Tragheit, aber bei Anwendung von Wechsellicht von 
200 Lichtwechseln je Sekunde ist die Wechselstromkomponente nur 
20% des Stromzuwachses im Gleichlicht derselben Einstrahlung. 
Der Stromzuwachs Ai wachst fiir das statische Feld und fiir Wechsel- 


_ feldfrequenzen bis 8 - 10* Hz etwa starker als proportional der Quadrat- Recr f 
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Abb. 2. , lel 
wurzel aus der Einstrahlung J (Ai ~ J%5*). Je héher die, Wechselfeld- mae 
frequenz ist, in desto weiterem Intensitatsbereich wird 41 ~ J. Die ss 
Intensitats- und. Wechselfeldfrequenzabhingigkeit ist unabhangig da- ete 
von, ob Gliihlicht oder nur der (durch Schwarzfilter ausgesonderte) fe Be 
- noch schwach absorbierte ultrarote Anteil eingestrahlt wird. + es 
‘ Der statisch oder niederfrequent gemessene Stromzuwachs im Licht | ae 3 
- nimmt mit steigender Temperatur zwischen 20 und 30°C um rund ‘S0 
-5% zu. a] 
Leider sind derartige Messungen nur an einer einzigen Probe durch- “Sona 

_ gefiihrt und es bleibt vorerst offene Frage, ob eine.seltene Besonderheit 4. 
vorliegt oder ob, wie wir annehmen, das Verhalten dieser’ Cu,O-Probe 1 
typisch und damit auch wichtig ist. a 
5. Unter der Annahme, daB das Verhalten dieses untersuchten licht- * ms 
-elektrischen Leiters mit elektronischer Dunkelleitung typisch ist, sei on oss 
mit allem Vorbehalt folgende Deutung versucht. HirscuH und Pout! e 


haben begriindet, daB bei ausschlieBlich elektronischer Dunkelleitung 


1 Hirscu, R. u. R. W. Pont: Z. Phys. 108, 55 (1937); 112, 252 (1939). 
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: a: 
im stationdren Fall eine Trennung von lichtelektrischem Primarstrom : > 
und Sekundarstrom 7, nicht gelingt, da letzterer fiir alle Feldstarken 
in konstantem Verkialinis zum ersteren steht. Er kommt nach die sen 
Vorstellungen dadurch zustande, da8 wahrend der Lebensdauer photo- 
chemisch geschaffener Stérstellen, z. B. aus KH durch Lichtabsorption — 
gebildeter Farbzentren ,,K‘‘, diese thermisch genau so zur Leitung be 
tragen, wie gleichartige, ohne photochemische Vorginge vorhanden ~ 
gewesene. Die Steigerung des Stromes riihrt danach davon her, da Bo § 
an der Nachlieferungselektrode (im Cu,O also an der Anode) die Fel rs 
stairke wachst, wahrend sie im iibrigen wegen der vermehrten Ladungs 


tragerzahl sinkt. _ 


Man kann sich nun iiberlegen, daB unterhalb einer bestimmten 
Periodendauer des Wechselfeldes, die der Lebensdauer der vom Licht 
beweglich gemachten Ladungstrager (im Cu,O: Defektelektronen) ent- 
spricht, diese Felderhéhung weniger und weniger wirksam wird und 
oberhalb einer Grenzfrequenz nur noch die primare Wirkung beob- — 
achtbar ist. - 


Uber diese Lebensdauer der vom Licht beweglich gemachten Tr ‘ger 
liegen an der untersuchten Probe keine Messungen vor. SCHONW. 1 
hat 1932 Lebensdauern von rund 10->sec beobachtet; diese Wet te 
wiirden also passen. Zu unterscheiden ware von dieser Lebensdauer — 
der beweglichen Trager die wesentlich gréBere der photochemisch ge 
schaffenen Spenderstellen, die die Leitfahigkeit im statischen 
niederfrequenten Feld erhédhen, deren Vorhandensein aber bei Wechse os 
lichtmessungen im statischen Feld nicht bemerkbar wird, sofern nur 
ihre Lebensdauer merklich verschieden ist von der Periodendauer des 
Wechsellichtes. In dieser Deutung wiirde also der im Wechsellicht 
(200 Hz) beobachtete Bruchteil (20%) des bei Dauerlicht gemessenen~ 
Stromzuwachses ebenso der Primarstromanteil sein wie der im hoch 
frequenten Wechselfeld bei Dauerlicht gemessene Bruchteil (18%) des im A 
statischen Feld gemessenen Stromzuwachses. uae 


Ist diese Auffassung richtig, so wire also auch im elektronischen’ 
Dunkelleiter eine Trennung von Primar- und Sekundarstrom in doppe 
ter Weise durchfiihrbar und es besteht Hoffnung, auch hier zu zuverlassi- 
geren Ergebnissen tiber Quantenausbeute, Schubwege usw. zu gelang “4 
Auf die Unsicherheit dieser Trennung wird in der Abb. 2 mit Frage 
zeichen hingewiesen. : 

6. Zur Deutung der Leitungsvorginge im Cu,O ist es wichtig z 
wissen, ob ein Ionengitter vorliegt oder eine homéopolare Bindung, Um 
die Ersatzleitung im Cu,O verstandlich zu machen, wird meist davon i 


} ScH6nwatp, B.: Ann. Phys., Lpz. (5) 15, 395 (1932). 


“ YA ; 7 ‘ 
vesprochen!, daB Cu* in Cu** iibergeht und ‘Stet MoLiwo2- 
tont die Parallele zwischen Cu,O und KJ mit iiberschiissigem Jod; 
Berdem hat WaGNER* bei sehr hohen Temperaturen eine gering- 
sige Tonenleitung in Cu,O nachgewiesen (Uberfiihrungszahl bei 
| “4000° C: 5-10-4). Mit dieser polaren Auffassung des Cu,O-Gitters im 
Widerspruch steht eine Messung V6LKis* aus dem GuppeEnschen 
Institut; er bestimmte die dielektrische Konstante einiger Cu,O-Proben 
bei der Temperatur fliissiger Luft (bei héheren Temperaturen war die 
Leitfahigkeit fiir eine Messung der dielektrischen Konstanten zu hoch) 
d fand im Mittel den Wert 7,0 bei 30 kHz und 2,3 MHz. Die Quadrat- 
urzel aus diesem Wert liegt mit 2,63 sicher nicht hoher als die fiir lange 
W Wellen extrapolierte Brechzahl. Somit sprach die V6LKische Messung 
regen polaren Bau des Cu,O-Gitters. 
Im Hinblick auf diesen Widerspruch haben wir nach dem im zweiten 
Abschnitt angegebenen Verfahren® beildufig auch die dielektrische 
peestante einer Cu,O-Probe bei Rawmtemperatur bestimmt. Da ae 
eitfahigkeit der Cu,O-Proben zwischen 10-5 und einigen 10°? Q7 m 
lag, das MeBverfahren aber voraussetzt, daB das Verhdltnis von te 
tivem Blindwiderstand zum Wirkwiderstand den Wert 5 méglichst 
nicht unterschreitet, muBte die MeBfrequenz so hoch wie méglich ge- 
ahlt werden. Andererseits kann bei zu hohen Frequenzen die elektro- 
tische Leitfahigkeit der Vergleichsfliissigkeit infolge von Dipolverlusten 
equenzabhangig werden; wir haben daher die Frequenz 10 MHz nicht 
ib erschritten. Eine derartige Messung an einer Cu,O-Probe der Leit- 
igkeit 4,1-10-*021m_" liefert fiir die dielektrische Konstante den 
2 ert €= 8,75 + 0,1. Dieser Wert ist hdher als der bei —190° C ge- 
essene Wert von VOLKL, aber seine Quadratwurzel mit 2,96 iiber- 
; die zu 2,8 angegebene optische Brechzahl nicht so viel, daB 
auf polaren Bau des Gitters geschlossen werden miiBte. 
aa Es erscheint dringend erwiinscht, derartige Messungen zu wieder- 
_holen und unter anderem festzustellen, ob die dielektrische Konstante 
des , Cu,O so temperaturabhangig ist, daB der Unterschied gegentiber 
-VoLKL erklirt wird, oder ob sie entgegen sonstigen Erfahrungen stark 
ee kturabhangig ist und von Probe zu Probe schwankt. Eine Ver- 
me der DK-Werte durch die Leitfahigkeit als solche, erscheint 
ach dem MeBverfahren. ausgeschlossen; méglich ware allerdings, daf 
infolge der mit steigender Temperatur wachsenden Zahl von Stérstellen- 
ten die Polarisierbarkeit des Gitters verandert wiirde. 


1 Waener, C.: Z. techn. Phys. 16, 327 (1935). 
2 Mottwo, E.: Nachrichten Ges. Wiss. Gottingen, math. -physik. K1., N. F. 
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1, 215 (1935); 3, 149 (1939). — Ann. Phys., Lpz. (5) 29, 407 (1937). 

8 Waener, C. u. J. GuNDERMANN: Z. phys. Chem. Abt. B 37, 155 (1937). 
4 Vérxr, A.: Ann. Phys., Lpz. (5) 14, 193 (1932). 

5 Siehe auch M. WIEN u. W. HackeEL: Z. Phys. 38, 767 (1937). 
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Es wurde daher an der in Abschnitt 4 Swear st Sh) Cu,O-Probe 
mit ihrem besonders giinstigen Verhaltnis zwischen Stromzuwachs | im 
Licht und Dunkelstrom nach einer Beeinflussung der dielektrische a 
Konstante durch Belichtung gesucht. Bei 10°* W Glihlichteinstrahlung 
betrug der Stromzuwachs bei 6 und 15 MHz rund 8% des gleichzeitig 
y Dunkelstroms; dabei anderte sich die dielektrische Konstante innerha 
der 0,5 Joo betragenden MeBgenauigkeit nicht. Auch dieser Einz 
befund erscheint uns der Mitteilung wert, weil die von einem von fas s 
zusammen mit PoHL aufgefundene und auf Leitfahigkeit begre pi 
Mikrobereiche zuriickgefiihrte? Erhéhung der scheinbaren_,,dielektri- 
schen Konstante‘’ bei Belichtung nach kiirzlich erschienenen Ver- 
offentlichungen* bei Zink- bzw. Cadmium-Sulfiden und -Seleniden 1 
Be tof? allgemein verbreitet sein soll. , 
hy Wir bedauern, daB durch das Ausscheiden des einen von uns (H) diese 
Untersuchung unabgeschlossen blieb. Es erscheint dringend erwiinsch 
derartige Messungen zu wiederholen, auf viele Proben und verschiedene 
. Stoffe auszudehnen, die Temperatur- und Intensitatsabhangigkeit einzu- 
oe beziehen und zu priifen, ob der Deutungsversuch aufrechtzuerhalten ist. 
ar 


1 GuppDEN, B. u. R. Pout: Z. Phys. 1, 365 (1920). 
Bo: 2 KUHLEWEIN, H.: Erlanger Ber. 58/59, 387 (1926/27) dort weiteres Sch 
3 Wescu, L.: Ann. Phys., Lpz. 40, 249 (1941). 
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Eine massenspektrographische Methode 
zur Erzeugung von Schwirzungsstufen auf photoz 
graphischen Platten mit mittelschnellen Protonen. 


Von 
JENS GEERK * und PETER BRIX in Gdttingen. 
Mit 9 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 31. January 1947.) 


Es wird eine Methode angegeben, welche die Herstellung von Schwarzungsstufen 
mit Ionenstrahlen auf kleiner Plattenflache erméglicht und damit einer bestehenden 
Schwierigkeit bei der Aufstellung photographischer Schwarzungskurven fiir Ionen 
abhelfen soll. Das Prinzip besteht darin, daB in einem THomsonschen Parabel- 
spektrographen eine stufenf6rmige Eintrittsblende senkrecht zu den Ablenkfeldern 
verwendet wird. Unter Ausnutzung der Inhomogenitat des Kanalstrahls entsteht 
dann in der Auffangebene eine abgestufte Stromdichteverteilung, die jeweils fiir 
eine Energie elektrometrisch durchgemessen und zur Auswertung der Schwar- 
zungen photographiert werden kann. Die giinstigste Lage der Blende und die 
Bestimmung der Teilchenenergie im MeB8bereich wird an Hand der gerechneten 
elektrischen und magnetischen Abbildung eines breiten Jonenbiischels durch 
kreisférmige Ablenkplatten diskutiert. Die Methode wird experimentell mit 
Protonen im Energiebereich von einigen keV erprobt, es wird die Versuchsanord- 
nung und die Auswertung beschrieben. 


1. Einlettung. 

Die Tatsache, daB die Silberbromidkérner einer photographischen 
Emulsion durch die Einwirkung auftreffender Ionen entwickelbar ge- 
macht werden kénnen, findet in der heutigen Physik ihre Anwendung 
vornehmlich auf zwei verschiedenen Gebieten. Einerseits werden 
energiereiche Einzelteilchen in der Kernphysik und Héhenstrahlfor- 
schung durch ihre Bahnspur aus hintereinanderliegenden geschwarzten 
Kérnern nachgewiesen. Bei den energiedrmeren Ionen der Massen- 
spektrographie — und nur diese sollen gemeint sein, wenn wir im 
folgenden kurz von Ionen sprechen — handelt es sich andererseits 
um den Nachweis einer Vielzahl von Teilchen. Damit entsteht die 
Aufgabe, aus der Schwarzung der entwickelten photographischen 
Schicht auf die Anzahl der aufgetroffenen Teilchen zu schlieBen. 


Die Schwarzung oder optische Dichte D ist definiert als der deka- 
dische Logarithmus der Opazitat 0, die wiederum das Verhialtnis Jp// 


* Jetzt in Weil am Rhein. 
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der auf die Schicht auffallenden Lichtmenge zu der Rigiecheeb eet en 
darstellt: D dios does . (at) 


Wenn die Schwarzung von der Teilchenstromdichte 7 und der Zeit | 
der Einwirkung nicht einzeln abhangt, sondern eine Funktion des | 


1s: 
Produktes i¢ is D=f(it)=f(x), (2) ; 


so spricht man von der Giiltigkeit des BuNnsEN-RoscoEschen mee” 
prozitatsgesetzes. Dabei ist x die Teilchendichte (Teilchenzahl/Flach 
auch gemessen als Ladung/Flache), der Funktionsverlauf D = f(: 
wird durch die Schwarzungskurve dargestellt. 

Nun ist itber die Schwarzungskurven und die Giiltigkeit des Rezi- 
prozitatsgesetzes fiir die verschiedenen Ionenarten, Energien und 
Plattensorten nur verhaltnismaBig wenig bekannt. Das liegt wohl in 
der Schwierigkeit begriindet, im Massenspektrographen anderweitig 
bekannte Veranderungen der Ionenstromdichte vorzunehmen!. Meh 
fach wurden die verschieden haufigen Isotope eines Elementes zur 
Herstellung von Schwarzungsmarken benutzt, dabei die Tei nang 
dichten jedoch nur relativ angegeben?. Nur in 2 Fallen sind auch die 
Teilchendichten gemessen worden*, wobei die einzelnen MeBSpunkt 
der Schwarzungskurven allerdings aus lauter getrennt aufgenommenen 
Schwarzungsflecken und damit von einer groBen Plattenflache ent- 
nommen werden muBten. a 

Im folgenden wird eine Methode beschrieben, die es erméglicht, 
fiir verschiedene Teilchenenergien einen ganzen Satz von anderweiti 
bekannten Intensitatsmarken auf kleiner Plattenflache unterzubringen, 
ahnlich wie es etwa bei Licht mit der Stufenblende geschieht. Das 
Verfahren wurde experimentell fiir mittelschnelle Protonen ausge- 
arbeitet und erprobt, diirfte jedoch auch fiir eine Reihe anderer Ionen 
brauchbar sein. Dadurch ist die Méglichkeit geschaffen, zundchst 
mit Protonen durch systematische quantitative Untersuchungen ~ = e ? 
praktische und theoretische Kenntnis der photographischen Wirkung 
von Ionenstrahlen so zu erweitern, wie es z. B. fiir Elektronen und 
«-Strahlen langst geschehen ist. ~ 


> 


2. Prinzip der Versuchsanordnung,. ’ 


“ 


Das Prinzip der Versuchsanordnung besteht darin, da® in ei om 
normalen THOMSONschen Massenspektrographen an Stelle der feinen 3 
Lochblende zur Ausblendung eines scharfen Kanalstrahles eine breite 


1 LIcHTBLAU, aa u. J. Marraucn: Z. Phys. 117, 502 (1941). <a 

2 LicHTBLAU, : Phys. Z. 41, 82 (1940). — Mattaucn, J. u. H. Ewatp 
Z. Phys. 122, 344 gatas — Ewatp, H.: Z. Phys. 122, 686 (1944). 

* BainsripGE, K. T.: J. Franklin Inst. 212, 489 (1931). — Kortatn, 
Ann, Phys. (5) 26, 705 (1936). 


a 


Massenspektrographische Methode zur Erzeugung von Schwarzungsstufen. 769 


‘Spaltblende senkrecht zu den Ablenkfeldern verwendet wird (Abb. 1). 
Auf dem Auffangschirm erfiillen dann Teilchen gleicher spezifischer 
Ladung und verschiedener Geschwindigkeit statt einer scharfen Parabel 
einen breiten Streifen, der von zwei parabelihnlichen Kurven begrenzt 
wird. Dadurch, daB im Kanalstrahl die Stromdichte vom Zentrum 
“nach auBen abfillt, entsteht auch auf dem Schirm eine kontinuierlich 
‘abnehmende Ionenstromdichte, die durch ge- 
eignete Wahl der Blendenform noch beeinfluBt 
werden kann. 

__. Die Verteilung der Ionenstromdichte wird 
“nun einmal elektrometrisch gemessen, indem 
‘bei konstantem elektrischen Ablenkfeld das 
-magnetische Feld vergréBert und damit der 
_ Strombelag iiber den Spalt eines Faradaykifigs 
_hinweggefiihrt wird. Dann wird bei konstanten 
_Ablenkfeldern eine photographische Platte ex- 
-poniert, nach der Entwicklung in der entspre- 
“chenden Hohe parallel zur magnetischen Aus- 
lenkung durchphotometriert und damit. die 
_Schwarzung bestimmt. Nach richtiger Zuord- 
nung der Ionendichten (elektrometrisch gemes- 
sene lonenstromdichten mal Expositionszeit) zu 
den Schwarzungen laBt sich die Schwarzungs- 
kurve zeichnen. Der Faradaykafig ist fest in 
der Apparatur eingebaut, die Ionenenergie lat 
sich jeweils durch Anderung der elektrischen 

- 4 ¥ , Abb. 1. Schema der Versuchs- 

Ablenkung variieren. Es bedarf zundchst einer guoedonshg: ‘Mee tal anen. 
Untersuchung, unter welchen Bedingungen die 
Zuordnung der geschilderten elektrometrischen und photometrischen 
MeBverfahren zulissig ist und wie weit die notwendige Voraussetzung 
einer einheitlichen Ionenenergie gilt. 

Ein Ion der spezifischen Ladung e/m und der Geschwindigkeit v 
werde in ein zur y-Achse paralleles homogenes elektrisches Feld der 
Feldstarke F und magnetisches Feld der KraftfluBdichte —B (Abb. 1) 
hineingeschossen. Beschrankt sich der Feldraum auf die Lange 2K 
in z-Richtung, so wird nach den bekannten THomsonschen [ormeln 
die elektrische und magnetische Ablenkung auf einem Schirm im Ab- 
stande / vom Feldmittelpunkt: 


{ 2eK Rf 
gu BERS 3) ee (4) 


Die Ableitung gilt unter der Voraussetzung kleiner magnetischer Ab- 
lenkungen, wobei die Ablenkwege fiir alle Teilchen mit verschiedener 
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Geschwindigkeit noch als gleich angenommen werden kénnen. Die 
Konstanz der Ablenkwege trifft aber fiir ein breites Teilchenbiindel bei 
den spater verwendeten kreisformigen Ablenkplatten sicher nicht mehr 
zu. Um die Verhiltnisse in diesem Fall iiberblicken zu kénnen, wurde 
die Integration der Bewegungsgleichungen unter folgenden verein- 
fachenden Annahmen streng durchgefiihrt: . 
1. Die Felder beschrainken sich auf den Raum zwischen zwei kreis- 
formigen Ablenkplatten und sind dort homogen. \ as 


2. Es wird ein Teilchenbiischel betrachtet, welches von einem auf 
der z-Achse liegenden Ursprungszentrum (der Kanalbohrung) ausgehend 
durch eine schmale Spaltblende in der xz-Ebene ausgeblendet wird. 


3. Der Winkel o zwischen der z-Achse und der Bahn des ankom- 
menden Teilchens soll klein gegen 1 sein. | 
Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Koordinaten eines 
abgelenkten Teilchens in der Ebene der Photoplatte berechnen. Sie 
hangen bei gegebenen Apparatdimensionen von den Ablenkfeldstarken, 
dem Winkel o, der Energie und der spezifischen Ladung des Teilchens 
ab. Die Rechnung ist elementar durchzufiihren, fiihrt aber zu recht 
unhandlichen Endformeln, auf deren Wiedergabe hier verzichtet werden. 
soll. Sie wurden numerisch ausgewertet mit folgenden Apparat- 
konstanten, die dem spateren Versuch entsprechen: Radius der Ablenk 
platten R = 15 mm, Entfernung der Kanalbohrung 215 mm und der ~ 
Photoplatte / = 140mm, beides vom Feldmittelpunkt aus gemesser 
(vgl. Abb. 4). "3 
Das Ergebnis ist in Abb. 2 dargestellt. Die Abbildung entspricht 
der spateren Aufnahme des Schwarzungsbereiches auf der Photoplatte, 
bei der die Ablenkfelder so eingestellt wurden, daB an den ,,Ort des 
Faradaykafigs‘? gerade Teilchen mit einem o = —0,025 und der 
gewtinschten Energie gelangten. Die Energien sind gemessen in Ein-_ 
heiten der Energie E,, welche sich aus der einfachen Formel (4) mit 
¥p = ¥o ergeben wiirden. Die Darstellung ist fiir beliebige Werte von 
yo, aber nur fiir den hier verwendeten Wert x9 = 39,2 mm giiltig, i” 
Den charakteristischen Verlauf der Kurven konstanter Energie 
kann man sich auch geometrisch leicht veranschaulichen. Die Gerad 
y = ¥ gibt die Richtung an, in welcher der Schwarzungsbereich durch- 
photometriert werden soll. Die Figur zeigt, da® entlang einer solchen’ 
Parallelen zur x-Achse die Energie nicht konstant ist. Es laBt sich aber. 


' Brix, P.: Diss. Géttingen 1946. be 

* Der Ort des Faradaykafigs mit den Koordinaten x9, y, soll im folgende 1 
immer auf die Ebene der photographischen Platte bezogen werden. Da der Sp alt 
des Faradaykafigs nicht in der Plattenebene liegt, ist damit der DurchstoBpun kt 
desjenigen Strahles gemeint, der ohne Platte gerade auf die Spaltmitte des Kafigs 
gelangen wiirde. ‘a 


i b 


whe 


ie na . 
ae hode ‘ar fh gung ri Schwarangatfe, 


etwe Ppsnebriscti um o¢ = —0,01 herum, ein Bereich abgrenzen, in 
dem die Energieunterschiede klein sind. Es wurde spater das Intervall 
— — 0,025 <o< 0 mit einer als tragbar erachteten Energieunschirfe von 
a 1 5% ausgewahlt, was einer Lange der Spaltblende von etwa 5 mm oo 
ind einer ausreichenden Breite des Schwarzungsbereiches von etwa Rear 
Pe 


9 mm entspricht. 

j Bei der elektrometrischen Messung wird durch Anderung des erat 

Magnetfeldes der ganze Strombelag iiber den Faradaykiafig hinweg- at), 
Dabei werden nicht genau dieselben Teilchen erfaBt wie bei ih y 


50 


60 mm. 


2. Abbildung des Ionenbiischels auf der photographischen Platte (berechnet). Teilchen mit gleicher ( 

ng gsrichtung liegen entlang der Linien o = const; Teilchen mit gleicher Energie entlang der Linien hie 
E, = const. Punktiert: Der durch Lage und Lange der Blende experimentell gew4hlte Ausschnitt. y 4 
* ‘ , mn 


de Photometrierung, da sich auch die y-Ablenkung geringfiigig mit- eee 


zeigt, und kénnen daher in Kauf genommen werden. 


“andert. Die Unterschiede beider Verfahren bleiben in dem oben aus- a 
gewahlten Intervall aber unter 1% der Teilchenenergie, wie die Rechnung an 


oe fA - 3. Berechnung der Tetlchenenergte. a 
Abb. 2 zeigt, daB fiir den MeBbereich die Teilchenenergie Ey = e U, s ; 
ir m Mittel etwas gr6Ber ist als E y in unserem Fall um « = 4%. Beriick- a Yes 
4 si shtigt man diesen Korrektionsfaktor : x rm 
a i 1+a=E,/E,, (5) a a: 
“si o laBt sich Gl. (4) zur Energieberechnung verwenden, wobei man ae 


_zweckmaBig statt der elektrischen Feldstarke F noch die Ablenk- 
- sp nnung U, einfiihrt: 
ay Uy= 5 Ui +4), (6) 
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elm enthalt. Sie 1aBt sich bestimmen durch Ausmessung der Ordinat 
yo fiir die ,,Parabelkopfe‘ auf Aufnahmen, bei denen U, und Uy be 2 
kannt sind!. Man erhalt die einfache Beziehung 


_ Us yvo(it+a2) 
ae ore (4+a’)- 


SchlieBlich muB beriicksichtigt werden, daB die Ionen im elektrisch en 
Ablenkfeld noch Energie aufnehmen. Wahrend die z-Komponente de 
Geschwindigkeit erhaltenbleibt und allein fiir die GroBe der elektrische 
und magnetischen Ablenkung mafgebend ist, tritt zusatzlich 
Geschwindigkeitskomponente in y-Richtung auf. Die Energie 
um den Faktor (1 + v3/v2) erhéht. Dabei ist v,/v, = yo/f, wenn / “a 
den Abstand Feldmittelpunkt-Photoplatte bedeutet. 

In unserem Falle wurde die dimensionslose Konstante A aus SA Au! 
nahmen zu 


, 
5 


: , 
K =12,24+4% ( 
bestimmt. Mit y,/f = 28,2 mm/140 mm wird dann die mittlere Energie 
im MeBbereich durch die Beziehung a 
E=12,7eU ( 
gegeben. ‘3 
Die Unsicherheit dieser Energieangabe ist hauptsachlich durch d 
Fehler von K bedingt. Er fallt heraus, wenn man sich, was oft 4 
Fall sein wird, nur fiir relative Energieangaben interessiert. AuBe: = 
wird eine Energieunscharfe bewirkt durch die systematischen Ab 
; chungen von der mittleren Teilchenenergie beim Durchschreiten 4 j 
\ MeBbereiches, durch die endliche Héhe des Kafigspaltes bzw. Phot 
meterspaltes und durch die endliche Breite der Spaltblende. Da 
Einfliisse werden sich aber zum grofen Teil gegenseitig aufheben B 
in einer gréBeren Streuung der MeSpunkte der Schwarzungsk ww 
resultieren und damit spaiter herausgemittelt werden kénnen. 


4. Ausfihrung der Apparatur. 


Der Massenspektrograph wurde unter Wiederverwendung vorh: 
dener Hauptteile des Spektrographen von LuKANOW und Scuié 

7a 

neu aufgebaut. Im folgenden werden nur die wichtigsten eres 

Punkte besprochen, wegen weiterer Einzelheiten sei auf die Arbeit v 

LUKANOW und ScHUTzE und Abb. 3 verwiesen. 


: aa “die * von den Teilchen im Parabelkopf durchfallene Potentialdifferenz 
durfte ‘piekti der Entladungsspannung am Kanalstrahlrohr gesetzt werden; vegl. 
die Untersuchungen an der Linie Hy von W. ScuttzE: Wiss. Veréff. Siemens 
Werk 17, 135 (1938). 

: * Luxanow, H. u. W. ScutizzE: Z. Phys. 82, 610 (1933). 
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a) Vakuumbedingungen. Die Entladung brannte in Wasserstoff bei 
35 ...40-10°* Torr. Bei einer Kanalbohrung von 0,33 mm Durchmesser 
und 3mm Lange konnte im Raum zwischen Kanal und Spaltblende 
mit einer LEyBOLD-Stahlpumpe Modell B ein Druck von 12+ 10-° Torr 
und im Beobachtungsraum 
mit einer LEYBOLD-Stahl- 
pumpe Modell E ein Druck Farad Sie 4 Llektrometer 
von 5 -10~° Torr (mit dem ap ns ei 
Mac LEop gemessen) auf- 
rechterhalten werden. 

b) Spaltblende. Um im Stahjpumpe 
MeBbereich zunichst einen 
linearen Abfall der Pro- 
tonenstromdichte zu _ er- Gummidichtung 
zeugen, wurde die Ionen- 
verteilung im Kanalstrahl 
mit einem parallelen Ein- 
trittsspalt von 0,2 - 10 mm? 
durchgemessen. Dazu wur- 
de durch Verkanten der 
Anode das _Intensitats- 
maximum in + x-Richtung 
(Abb. 1) nahe an ein Spalt- 
ende verlegt!. Abb. 4a 
zeigt das Ergebnis der Mes- 
sung fiir die Protonen und 
Hj-Ionen?, an Hand der 
Abb. 4b und 4c wird erlau- 
tert, wie durch Ortliche An- 
derung der Spaltbreite ein 
annadhernd linearer Abfall 
der Protonenstromdichte 
im gewiinschten o-Bereich Abb. 3. Aufbau des Massenspektrographen, 

(s. oben) erreicht wurde. 
Die geringe Breite der Hj-Verteilungskurve ergab gleichzeitig die 
giinstige Gelegenheit, die meisten Hj-Ionen auszublenden, bevor sie 
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1 Die Lage des Maximums lieB sich leicht dadurch feststellen, da8 unter den 
Eintrittsspalt ein diinnes Stahlblech gelegt und der Kanalstrahl einige Minuten 
angestellt wurde; dann war auf der Unterseite des Bleches die Stelle des Maximums 
durch einen von konzentrischen farbigen Ringen umgebenen dunklen Punkt ge- 
kennzeichnet. 

2 AuBerdem wurde die H,-Verteilung gemessen; diese ebenfalls intensive Linie 
war sehr schmal. Es sei noch erwahnt, da8 bei Anwesenheit von Quecksilberdampf 
die Hj-Linie an Stelle des Maximums im Zentrum eine Einbuchtung aufwies. 
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in den Beobachtungsraum gelangen und dort durch Streuung stéren 
konnten. 

Mit dem Ziel, endgiiltig einen treppenférmig abgestuften Verla 
der Ionenstromdichte im MeBbereich zu erhalten, wurde die eine Spalt. 
backe durch vorsichtiges Einfeilen sigezahnférmig gestaltet (Abb. 5). 
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Abb. 4a. Mit parallelem Eintrittsspalt gemessene Stro m- 
Protonen dichteverteilung der Hj - und Hg -Ionen (von der Mef le 
reduziert auf die Ebene des Eintrittsspaltes). Mittlere- 
Teilchenenergie 5,0 keV, Anodenspannung 20,5 kV. Anoden- 
zylinder von 60mm Durchmesser und 200 mm 


- 
ec green ON 


ange; 
Kanal von 0,4:mm Durchmesser und 3 mm Lange. W hi 
des Biindelausschnittes zwischen Spaltlange 4 und 10 mn on 

(entspricht + 0,005 > 6 > — 0,025). 
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Abb. 4b. Anderung der Spaltbreite an 4 Stellen im Verh‘ 
der erwiinschten zur gemessenen Intensitat. (Der Spall 
wurde hergestellt aus Teilen von Rasierklingen mit ai 
schweiBten Zwischenstiicken aus Nickelblech; diese 
durch Behammern gedehnt, bis die errechneten B 
erreicht waren.) 


Abb. 4c. Gemessene Verteilung der Protonens om 
reduziert auf die Spaltebene, nach Einbau des 
der Abb. 4b. 
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Abb 4a—c. Stromdichteverteilung in einem Wasserstoffkanalstrahl und Herstellung eines linearen 

Abfalls der Protonenstromdichte im MeBbereich, 7 


Die schrage Begrenzung der einzelnen Stufenfelder und der Spaltend en. 
hatte etwa die Richtung der Parabeltangenten an der MeBstelle und war 
so gewihlt, daB im MeBbereich méglichst keine Randunscharfen durch 
die endliche Blendenbreite entstanden. 3 
c) Plattenschleuse. Der Oberteil des Massenspektrographen mit der 


Plattenschleuse nach ANDRESEN* wurde so aufgesetzt, daB durch > 
1 ANDRESEN, E, G.: Phys. Z. 33, 774 (41932). { 
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stiickweises Weiterdrehen der photographischen Platte der Schwarzungs- 
bereich mehrmals photographiert werden konnte. Durch ein unterhalb 
_ der Plattenbahn fest angebrachtes Abdeckblech mit 2 x 2cm groBem 
Ausschnitt wurden alle Kanalstrahlteilchen bis auf die in der Umgebung 
des MeBbereiches von der Platte ferngehalten. Die Plattenkassette 
_ bot Platz fiir einen Plattenstreifen von 4 x 9 cm, auf dem 4 Aufnahmen 
untergebracht wurden (Abb. 6). Auf ein und dieselbe Handelsplatte 
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: Abb. 5. Stufenblende mit Ortlich verschiedener Spaltbreite. 


(Format 9X 12cm), die in 3 Streifen zerschnitten wurde, konnten dem- 
nach maximal 12 Expositionen vorgenommen und zusammen entwickelt 
werden. 

Um bei den Aufnahmen den Schwarzungsbereich genau in der dem 
Ort des Faradaykafigs entsprechenden Héhe durchphotometrieren zu 
kénnen, muBte auf jeder Platte eine Markierung angebracht werden. 


7 a a ee 
Sl ss aii y 
LE et La 4 


Abb. 6. Mit Protonen auf Agta-Autolithplatten hergestellte schwaizungsstuien. 


Zu diesem Zwecke wurde in den quadratischen Ausschnitt des Abdeck- 
bleches eine Kerbe eingefeilt, die sich durch die Hj-Ionen scharf ab- 
zeichnete (s. Abb. 6). Die Aufladungserscheinungen der photographi- 
schen Schicht? wurden beseitigt durch ein auf der Schicht aufliegendes 
Netz aus 0,1mm Molybdandraht, welches die MeBstellen freilieB. 

d) Faradaykafig und Elektrometer. Der Faradaykafig bestand aus 
dem Spalt, dem Gitter zum Anlegen einer Gegenspannung und dem Auf- 
fanger. Der Spalt in Form eines schmalen Parallelogramms hatte die 
Richtung der Parabeltangenten an der Mefstelle und die Abmessungen 
0,4 mm in x-Richtung und 1,8 mm in y-Richtung. Durch eine negative 
Gitterspannung von durchweg 50 V wurde der EinfluB von Sekundar- 
und Streuelektronen ausgeschaltet. Die Ionenstrome wurden mit einem 
vollkommen abgeschirmten LinDEMANN-Elektrometer gemessen, wel- 
ches bei einer Einstelldauer von 4 sec noch bequem 2 - 10°! A abzulesen 


gestattete. 
7 3 Korzatu, R.; Ann. Phys. (5) 26, 705 (1936). 
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5. MeBmethodik und Auswertung. 


a) Aufnahme und Auswertung der Elektrometerkurven. Da das MeB- 
verfahren eine einwandfreie Konstanz der Ionenquelle bedingt, wurde 
mit den Messungen friihestens nach 3stiindigem Brennen der Gasent- 
ladung begonnen. Die Anodenstromstarke wurde dann, gegebenenfalls 
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Abb. 7. Beispiel einer Elektrometerkurve. Die Kurve EK 84 wurde vor, EK 85 nach der Exposition 

aufgenommen. In der Ordinatenrichtung sind die Kurven zu besseren Darstellung gegeneinander ver- 

schoben; maBgebend ist jeweils der Nullstrich, in dem auch eine geringe Nullpunktwanderung 2um 
Ausdruck kommt. Protonenenergie 5,8 keV, 100 Skt 2 0,66 + 1078 A/em?, 


durch primarseitiges Regeln des Hochspannungsgerates, genau auf einem 
konstanten Wert gehalten. Die so erzielten Abweichungen lagen unter- 
halb + 0,5%, dafiir bewirkte jedoch das Regulieren geringe Anderungen 
der Entladungsspannung, die aber prozentual die Stromdichteverteilung 
im Mebbereich weniger beeinfluBten als entsprechende Schwankungen 
in der Anodenstromstirke, 

In den Stromkreis des Ablenkmagneten war ein Drehwiderstand 
von 70 Windungen eingeschaltet. Die iibrigen Schaltelemente wurden 


i 


fee & 


| gaa 
¢ ‘ 


Massenspektrographische Methode zur Erzeugung von Schwarzungsstufen, 777 


jeweils so abgeglichen, da die 70 Umdrehungen gerade ausgenutzt 
wurden, um den Strombelag iiber den Schlitz des Varadaykifigs hin- 
wegzufiihren. Nach jeder halben oder ganzen Umdrehung wurde eine 
Elektrometerablesung gemacht und der Elektrometerausschlag als Funk- 
tion der Zahl der Umdrehungen aufgezeichnet (Abb. 7). Zwei solche 


- zusammengehorige ,,Elektrometerkurven" - je eine vor und nach der 


Exposition der photographischen Platte — stimmten in der Regel auf 
1—2% miteinander iiberein. Wie aus Abb. 7 ersichtlich, ist der beab- 
sichtigte stufenformige Verlauf der lonenstromdichte nicht ganz erreicht 
worden. Er ist bei fest vorgegebener Spaltblende fiir verschiedene 
Teilchenenergien auch nicht erreichbar; denn jeder Energie entspricht 
eine andere Stromdichteverteilung im Kanalstrahl und damit vor der 
Blende!. Es zeigt sich aber, daB den 9 Feldern der Stufenblende 
ebensoviel Knicke bzw. Maxima der Elektrometerkurven entsprechen, 
die in allen aufgenommenen Kurven eindeutig erkannt werden konnten. 
Fiir diese 9 Punkte wurden die zugehérigen Ionenstromdichten be- 
rechnet. 


b) Aujnakme und Auswertung der Photometerkurven. Da frisch in 
den Beobachtungsraum gebrachte Platten das Vakuum durch Gas- 
abgabe wesentlich verschlechterten, wurden sie zunadchst 2—3 Stunden 
im Vakuum entgast. Die Platten wurden im Beobachtungsraum bei 
abgeschalteter elektrischer Ablenkspannung in der Kassette trans- 
portiert und durch Einschalten des Ablenkfeldes exponiert. Die Kon- 
densatorplatten waren durch einen Widerstand von 3 MQ iiberbriickt. 
Durch Vorversuche wurde sichergestellt, daB Streulicht und beim 
Transport an die MeBstelle gestreute Teilchen keine st6rende Schwarzung 
hervorriefen. 

Die stets in gleicher Weise entwickelten Platten wurden mit einem 
lichtelektrischen Registrierphotometer von ZeiB photometriert. Die 
Linearitat der Eichkurve des Photometers wurde laufend iiberpriift. 
Als Objektspalt wurde ein Spezialspalt verwendet, der dieselbe Form 
und, auf den Plattenort reduziert, dieselbe GréBe hatte wie der Spalt 
des Faradaykafigs. Hierdurch wurde der Mittelung der lonenstrom- 
dichte durch die endliche Flache des Faradaykafigs eine Schwarzungs- 
mittelung iiber die entsprechende Flache auf der Platte zugeordnet 
und die Abweichung vom wahren Verlauf in erster Naherung kompen- 
siert. Die 4 Schwarzungsbereiche eines Plattenstreifens wurden in einem 
Zuge durchphotometriert, anschlieSend zur Bestimmung des Platten- 
schleiers noch der untere, nicht bestrahlte Plattenteil und eine unent- 
wickelt fixierte Platte. In Abb. 8 sind einige Photometerkurven wicder- 


1 Je hdher die Teilchenenergic, desto steiler war der Abfall der Stromdichte 
vom Maximum aus, und desto gréBer war damit das umfabte Stromdichteverh4ltnis. 
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gegeben, die zu den Elektrometerkurven der Abb. 7 gehoren. Zur Be- 
stimmung der Schwarzungen wurden die Photometerausschlage mit 
einem Komparator fiir dieselben markanten Punkte ausgemessen, die 
auch bei den Elektrometerkurven ausgewertet worden waren. Bei 
mittleren und groBen Schwarzungen (Abb. 8b u. c) war die Zuordnung 
einwandfrei méglich. Wo bei kleinen Schwarzungen die Punkte nicht 
mehr eindeutig erkannt werden konnten (Abb. 8a), lieBen sie sich mit 


Null 


b c a 


Abb. 8a—c. Beispiel eines Photometerstreifens. Die Photometerkurven gehéren zu den Elektrometer- 

kurven der Abb.7. Expositionszeiten: a 8 sec, b 100 sec, c 480 sec. Die scharfe Zacke zwischen 2 Aufnahmen 

riihrt von den H}-Ionen her (vgl. Abb. 6), die Schwarzung beiderseits des Schwarzungsbereiches hat 

ihre Ursache in gestreuten Korpuskeln. J, Unentwickelte Vergleichsplatte; J, Entwicklungsschleier 
im nicht bestrahlten Plattenteil. 


Hilfe des AbszissenmaBstabes festlegen, der aus den benachbarten 
Photometerkurven von langer belichteten Aufnahmen genau bestimmt 
werden konnte. 


6. SchluB. 


Es wurden mit Protonen von 2...7 keV Energie mehrere Platten- 
sorten ausprobiert. Bei lIonenstromdichten von etwa 1078 A/cm? 
muBten zur Erzeugung brauchbarer Schwarzungen SCHUMANN-Platten 
etwa 0,02 sec, Agfa Autolith- und K-Platten einige Sekunden bis Minuten 
und gewohnliche Reproduktionsplatten bis zu 1 Stunde exponiert 
werden. Ein Beispiel fiir eine Schwarzungskurve in der iiblichen 
logarithmischen Auftragung ist abschlieBend in Abb. 9 dargestellt. 
Diese Schwirzungskurve wurde zur Kontrolle aus drei verschiedenen 
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Aufnahmen (auf derselben Platte) bei Variation der Entladungsbedin- 
gungen und damit der Stromdichteverteilung ermittelt; die Streuung 
der MeBpunkte gibt ein Ma8 fiir die erzielbare Genauigkeit. Uber die 
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Abb. 9. Schwarzungskurve fiir Agfa-Autolith-Platten mit Protonen von 5,8 keV Energie. Entladungs- 

bedingungen (Anodenspannung und Anodenstromstarke): a 25,2kV, 1,18 mA; b 23,7 kV, 0,60 mA; 

¢ 24,5 kV, 0,830 mA. Expositionszeit 300 sec. Entwicklung 10 min mit Final-Feinkorn-Tankentwickler 
(Agfa) bei 16°C. Plattenschleier gleichmaBig von allen Schwdrzungen abgezogen. 


mit Autolith-Platten erhaltenen Schwarzungskurven soll in einer an- 
schlieBenden Arbeit ausfiihrlicher berichtet werden. 


Die vorliegende Arbeit wurde in den Jahren 1944/45 durchgefiihrt. 
Herrn Prof. Dr. W. WALCHER sind wir fiir die Anregung zu dieser 
Arbeit und fiir sein stetes Interesse zu groBem Dank verpflichtet. 


Gottingen, II. Physikalisches Institut der Universitat. 
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Untersuchungen iiber das Mesonenspektrum 
é auf Meereshohe. 
Von 
KARL-HEINZ HOCKER. 
(Kaiser Wilhelm-Institut fiir Physik, Max Planck-Institut, Hechingen *). 
Mit 3 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 18. Juli 1947.) 


Ansatze iiber die Genetik der kosmischen Strahlung, die in zwei friiheren Arbeiten 

auf Grund vorliegender Erfahrungen in der oberen Atmosphare entwickelt wurden, 

werden hier zur Berechnung gemessener Intensitaten auf Meereshéhe benutzt 

und mit der Erfahrung verglichen. Das Energiespektrum der Mesonen kann 

quantitativ dargestellt werden in Ubereinstimmung mit den Messungen. AuBer- 

dem ergibt sich eine Deutung fiir die beobachtete Entstehung durchdringender 
ionisierender Strahlen aus Neutralen. 


1. Einfiihrung. 

Wir haben in zwei vorangehenden Arbeiten unsere Kenntnisse tiber die 
verschiedenen Erscheinungsformen der kosmischen Strahlung in der obe- 
ren Atmosphare vom Standpunkt einer primaren Protonenkomponente 
diskutiert?. Wir haben die vorliegenden Experimente verstehen kénnen, 
wenn wir folgenden Mechanismus fiir die Zusammenhange zwischen 
den verschiedenen Komponenten ansetzen: Wenn ein Proton an einem 
Nukleon vorbeifliegt, so ist bei sehr groBen Energien (> 2 — 3 - 10° eV) 
das Feld der Wechselwirkung (das Meson) in der Lage sich abzulésen. 
Dieser Vorgang steht in Parallele zu der Erzeugung eines oder mehrerer 
Lichtquanten beim Vorbeigehen eines Elektrons an einem geladenen 
Teilchen. Wahrend bei den leichten Teilchen nun dieser ProzeB im 
Prinzip bis zu geringen Energien herabreicht, ist das bei den schweren 
Teilchen nicht der Fall. Das liegt daran, daB das Feld der Wechsel-— 
wirkung hier an eine von 0 verschiedene Ruhmasse — die Mesonen- 
masse — gekniipft ist, so daB, wenn eine Ablésung des Feldes méglich 
sein soll, das Feld zum mindestens soviel Energie enthalten mub, wie 
der Teilchenmasse entspricht. Weiter ist im Fall des elektromagne- 
tischen Feldes der Zahl der zugeordneten Teilchen keine Grenze gesetzt, 

* Jetzt am Institut fiir theor. und angew. Physik der Technischen Hochschule 
Stuttgart. 


1 Hocker, K. H.: Z. Phys. 124, 351 u. 392 (1947). Zit. als I bzw. II. — Vgl. 
auch Z. Naturforsch. 2, 69 (1947). 
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weil das einzelne Teilchen eine beliebig kleine Energie erhalten kann. 


Beim Feld der schweren Teilchen dagegen ist die Anzahl begrenzt 


-durch die Ruhmasse der Teilchen, die, wenn sie auch mdoglicherweise 


nicht immer den iiblichen Wert der Mesonmasse von ~ 200 m rp, sondern 


auch kleinere Werte hat, doch + 0 ist. 


: 


' 


In der oberen Atmosphire haben wir mit den Eigenschaften ene rgie- 
_armer Mesonen die Erfahrung beschreiben kénnen. Unter ,,energie- 
armen“ Teilchen verstehen wir solche, deren kinetische Energie von der 
_ GréBenordnung der Ruhenergic oder darunter ist; bei Mesonen rechnen 
wir als ,,energiearm‘ solche, deren Gesamtenergie unter’ 3,5°« 408 eV 
liegt. In der unteren Atmosphire haben wir es ausschlieBlich mit ener- 
_ giereichen Mesonen zu tun, die bei der Zerfallseigenschaft der Mesonen 
die einzigen sind, die bis auf Meereshéhe herabgelangen kénnen. Die 
erzeugende Protonenkomponente ist auf Meereshdhe schon bis auf das 
+-10-4-fache ihres Wertes am Rand der Atmosphire abgesunken 
(bei einem Wirkungsquerschnitt fiir Mesonen erzeugende Streuung 
von 1,8-10-* cm® je Nukleon und einem Energieverlust je Streuung 
von 0,048 - E,), so daB es eine wesentliche Erzeugung von Mesonen 
auf Meereshdhe nicht mehr gibt. Wir werden also hier im Gegensatz 
zar oberen Atmosphare die energiereiche Mesonengruppe untersuchen. 

Abgesehen von der Unterteilung der Mesonen erzeugenden Elemen- 
tarprozesse in solche, die einzelne energiereiche, und solche, die mehrere 
energiearme Teilchen liefern, war ein wesentlicher Zug unserer ent- 
wickelten Hypothese, daB die erzeugten Teilchen zunachst keine Ladung 
tragen, also neutrale Mesonen — Neutrettos — sind. Auf den Weg 
durch die Materie verwandeln sich die Neutrettos anlaBlich von Streu- 
prozessen am Nukleon in geladene Mesonen um. Der Wirkungsquer- 
schnitt fiir diesen. ProzeB ist fiir energiearme Teilchen, deren kinetische 
Energie die Ruhenergie nicht wesentlich iiberschreitet, von der GréBe 
4—5-10-*5cm?, bei héheren Energien geht er in einen wesentlich 
kleineren Wert (einige 10-7 cm?) iiber. Wahrend der erste aus den 
Untersuchungen in der oberen Atmosphare bestimmt wurde, folgt der 


zweite aus Beobachtungen in der unteren Atmosphare. Wir haben ihn 


in der oben angegebenen Gréfe in unserer fritheren Arbeit aus dem 
Breiteneffekt auf Meereshéhe abgeschatzt. Er folgt in dieser GréBe 
auch aus dem von H. MAass! gemessenen Absorptionskoeffizienten einer 
,,Wellenstrahlung“‘, die wir mit unseren Neutrettos identifizieren. Daraus 
folet 2 = (1,9 + 0,9) - 10-7 cm?. Wir halten die obere Grenze._ fiir 
richtiger als niedrigere Werte und rechnen im folgenden zunachst mit 
Q=2,8-10-27cm?. Wir werden die Maassschen Mefergebnisse von 
unserem — Standpunkt aus am SchluB der Arbeit erneut diskutieren. 


5 “Maass, H.: Ann. Phys., Lpz. (5) 27, 507 (1936). — Vgl. auch S. LEISEGANG: 
Z. Phys. 116, 515 (1940), dort weitere Literatur. 
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a 4 “1 Saw 
Offen bleibt vorlaufig die Peape nach oe Rite pee de el 
geladenen Mesonen in neutrale, die sowohl auf Grund allgemeiner 
theoretischer Gesichtspunkte wie auf Grund der Messungen vor 
GREISEN! und von Witson und HucHEs? nahegelegt wird (vgl. die 
kurze Diskussion in Protonen II, S. 410). Gegen diesen ProzeB sprechen ve 
die (unveréffentlichten) Versuche von BAGGE und von EHMERT mit | 
relativ diinnen Absorbern und die von Brrus und NIsHINA® mit dicken’ 
Absorbern, in denen vergeblich nach Liicken in Mesonenbahnen, die 
man Neutrettos hatte zuordnen kénnen, gesucht wurde. Um die mathe- 
matischen Schwierigkeiten méglichst herabzudriicken, werden wir hie 
von einer Riickverwandlung absehen. Der dadurch entstehende még- 
liche Fehler kann fiir unsere Betrachtungen nicht wesentlich sein, 
da bei einem Wirkungsquerschnitt von 2,8 - 10-7 cm? die Atmospharen- 
dicke nur ausreicht, daB die sie durchsetzenden Teilchen eime Streuung 
im statistischen Mittel erleben. it 
Da der Mechanismus der Erzeugung der Sekundaren festliegt, 
werden wir hier das theoretisch bestimmte Spektrum mit der Er-_ 
fahrung vergleichen miissen. Aus der Intensitat auf Meereshohe ver- 
glichen zu der in der Stratosphare werden wir errechnen kénnen, wie 
haufig energiereiche Mesonen im Vergleich zu energiearmen vor- 
kommen. Die Giite der Ubereinstimmung unserer Rechnung mit den 
MeBergebnissen wird einen Schlu8 gestatten auf die Brauchbarke ait 
unserer Hypothese, die wir auf Grund des Erfahrungsmaterials d 
oberen Atmosphare aufgestellt haben. 


2. FormelmaBige Darstellung der Intensitaten. 


In probit! I haben wir im Abschnitt C eine Formel abgelevtey 
die die Mesonenintensitat auf Meereshdhe zu berechnen gestattet. — 
ist dort allerdings unter etwas anderen Vorstellungen abgeleitet worden a 
als wir sie jetzt haben, vor allem ist angenommen, daB geladene Mesonen 


durch Protonen direkt erzeugt werden. Sie lautet: _ 
i a 
B ; ; 
q°s*H, A \~-s—1 E E+A-L : ’ 
cen Het (eGR fea | 
0 
= E ees ae 
XLEFaE (> 4 L—1') -Té dL’ 


g(E, L)dE bedeutet die Zahl der (energiereichen) Mesonen mit der 
Energie zwischen E und E + dE an der Stelle L. g bezeichnet den 
* GREISEN, K.: Phys. Rev. 63, 223 (1943). Sie 


* Witson, V.C. u. D. I. HuGues: Phys. Rev. 63, 161 (1943). 
* NISHINA u. Brrus: Naturwiss. 28, 779 (1940). 
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- oa . <> . 
der bei einem StoB auf die Mesonen-Neutretto-Komponente _iiber- 
tragen wird. 


Se AEP s iS = 4,8). Bis ey gen forte (2) 


y To . 6 . y 
I ist der Energieverlust der Mesonen durch Ionisierung der Materie * 
geinheit (L = 1), Apu: = 1,75 - 107 eV. L und die Héhe iiber dem 


sspiegel hangen zusammen iiber die Formel 7 d Se Y 

* res, : ie , oe 
| Hedge (3) ee 
1. I Gl. (40b); Ny Zahl der Nukleonen in cm* atmosphirer Luft 5 oe | 


an ter Normalbedingungen. » = - 10-5 cm—, Y Wirkungsquerschnitt fiir — 
den ProtonenstoB = 1,8- 10-2 cm?, h Héhe iiber dem Meer in cm]. 
L ro 0 entspricht dem oberen Rand der Atmosphare. Auf Meereshdhe 
t=) ist ‘ 


St Pees 779 (a) oie 


Jber Einzelheiten der Bezeichnung vergleiche man die Zusammenstel- Seat 
in I. ae 
n I war die Gleichung fiir langlebige Mesonen (rt; = 2- 1078 sec) ia 
hrieben unter der Voraussetzung, daB daneben auch kurzlebige 
men in der dreifachen Anzahl entstehen, die praktisch spontan 
fallen. Der dadurch bewirkte Faktor } ist hier fortgelassen, da 
Grund der Uberlegungen in II nur eine Mesonensorte wesentlich 
ein kann}. é." =a 
Um die Formel (1) anschaulich deuten zu kénnen, formen wir sie 


se 
£ is ne 
B’ wir: Seeks 
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be Diese Aussage, die die gleichzeitige Erzeugung von 2 Mesonensorten verschie- 
Lebensdauern nebeneinander betrifft, wird durch die inzwischen erfolgte Ent- 

ung des ,,schweren‘‘ Mesons nicht betroffen, da das gewohnliche Meson (wahr- 

inlich ausschlieBlich) durch Zerfall des schweren Mesons entsteht. Da weiter das Kis 

idem Zeriall auBerdem entstehende Neutrino oder Neutretto mit einer etwa 100- ; 
n Elektronenmasse — es ist mit unserem Neutretto nicht identisch! — keine 

nnte Wechselwirkung mit Materie aufweist, sind die aus der Erfahrung resul- 

nden Aussagen iiber kosmische Strahlung, soweit man nicht an den Zerfalls- 

selbst denkt, bis auf eine Korrektur in der Energiebilanz unabhangig davon, + yA 

(neutrale oder geladene) gew6hnliche Meson direkt oder iiber ein (neutrales 
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Es bedeutet e~4” die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Proton vom 4 
oberen Rand der Atmosphire bis an die Stelle L’ gelangt. Die Wahr- . 


scheinlichkeit einer Streuung unter Mesonenerzeugung zwischen L’ und 
L’ + dL’ ist in unseren Einheiten dL’ (vgl. I, B). 


Bs 


Der Faktor (Fz) + 4°" 1 ezeichnet die Wahrscheinlichkeit, daB ein 


Teilchen der Energie E + 4:L = E’ die Strecke vom Entstehungs- 
ort L’ bis zum Beobachtungsort L zuriicklegt ohne zerfallen zu sein. 
Es ist nimlich die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Teilchen — Ge- 
schwindigkeit c — von der Hohe h’ bis zum Beobachtungsort gelangt, 
e~*let) Da +t =t,- E/uc?, wird nach den Gl. (2), (3) und (3a) 
i 
B a 


—yh'-—> EX\ ee 
sa Tet fi a> E a de 
é eae = (;) . (4) 


Nun hat ein ionisierendes Meson, das am Beobachtungsort die Energie E 


hat, am Ort seiner Entstehung (L’) eine héhere Energie, namlich ~ 


E+A-(L—L’). Die Formel (4), die fiir eine konstant bleibende 
Energie abgeleitet ist, kann also fiir ionisierende Teilchen nicht beniitzt 
werden. Wie die Differentialgleichung lehrt, ist in diesem Fall die 
Nicht-Zerfall-Wahrscheinlichkeit nach (4) zu ersetzen durch einen aus 
zwei Faktoren bestehenden Ausdruck, von denen der eine gebaut ist 
wie (4), wobei fiir E’ E+ A-L eingesetzt ist; es wird also — gewisser- 
maBen in erster Naherung — eine Energie fiir die Berechnung des Zer- 
falls benutzt, die das Meson haben wiirde, wenn es am oberen Rand 
der Atmosphare entstanden ware. Nach diesem Ausdruck berechnet 
man die Wahrscheinlichkeit, daB das Teilchen an den Beobachtungsort ge- 
A 


langt, zu hoch. Das korrigiert der zweite Faktor (1 L - 
der stets <1 ist. 

Der letzte Faktor auf der rechten Seite der Gl. (1a) ist bedingt 
durch das primare Protonenspektrum. Ein Meson, das auf Meeres- 
hdhe (L) die Energie E hat, wird an der Stelle L’, an der es selbst 
die Energie E + A+ (Ly)—L’) hat, von einem Proton erzeugt, dessen 
Energie E,, so groB sein muB, daB die abgegebene Energie 

E*.E,=E+A-(L)—L’) (5) 
ist. Der Faktor ({E + A> (L — L')JE*)\"*—* = E,*~' driickt also 
aus, daB das differentielle Spektrum der primaren Protonen propor- 
tional zu E*~* ist. 


oder geladenes) kurzlebiges Zwischenglied gréBerer Masse von der primaren Kom- 
ponente erzeugt wird. Wir werden daher in der Arbeit der Einfachheit der Dar- 
stellung zuliebe davon absehen, laufend das schwere Meson zu erwahnen. 


A-(L— 2) E+4-b 8 
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Die Formel (1) miissen wir nun erweitern, um die Entstehung der 
Mesonen auf dem Wege iiber neutrale Teilchen zu beriicksichtigen. Im 
Gegensatz zu den Mesonen erfahren ja diese neutralen Teilchen keinen 
Energieverlust durch Ionisierung der Atmosphire; wir werden daher 
auf Meereshéhe mehr Teilchen vorfinden, als nach Gl. (1) errechnet 
werden. Diese Teilchen werden aber nicht alle ionisierend sein, da nur 
ein Teil von ihnen auf dem Weg durch die Atmosphire eine Ladung 
gewonnen haben wird. So kénnte je nach GréSe der beteiligten 
Wirkungsquerschnitte die jetzt zu berechnende Intensitit ionisierender 
Teilchen tiber oder unter der Intensitat liegen, die nach Gl. (1) berechnet 
wird. Um diese Schwankungsméglichkeit gréBenordnungsmakig zu 
erfassen, vereinfachen wir die Gl. (1) zunachst so, daB wir den Energie- 
verlust durch Ionisierung vernachlassigen, also die Zahl der Neutrettos 
errechnen unter der Voraussetzung, daB sie sich nicht in Mesonen um- 


' wandeln. Wir erhalten so eine obere Grenze fiir die auf Grund des 


komplizierteren Mechanismus zu erwartenden Mesonenzahl. Sie lautet 


5 


1 B 
E 


pent femur (i) fe)". 
tt) 


Sie folgt aus Gl. (1) formal dadurch, daB A = 0 gesetzt wird. 


Wir konnen nun an die Formel fiir die Berechnung der Intensitat 
der Mesonen herangehen, wenn diese auf dem Umweg tiber ,Neutrettos 
entstehen. Die Situation ist folgendermaBen. Ein Proton gelangt an 
die Stelle L’ in der Atmosphare und st6B8t dort auf ein anderes Proton 
oder ein Neutron unter Erzeugung eines energiereichen Neutrettos. 
Dieses hat eine gewisse Chance, an die Stelle L’’ zu kommen, ohne vorher 
eine Ladung aufgenommen zu haben und ohne vorher zerfallen zu sein. 
Bei L’’ geschehe die Umwandlung in ein geladenes Meson. Der Wir- 
kungsquerschnitt fiir diesen ProzeB sei 2. Dann lauft das Teilchen weiter 
unter Ionisierung der Atmosphare. Wir geben im folgenden die Formel 
an und erlautern die einzelnen Faktoren anschlieBend. Die Formel 
heiBt : 


L L 


B 
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eee ET 4\E+4:(L—L” —=(L’-L’) ,2 
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Durch Ionisierung der Atmosphare verliert das Meson die Energie 
A-(L—L"). Das Neutretto, aus dem es hervorgeht, hat also die Energie 


(7) 


.E,=E+A+(L—L"), und dem Proton Eonant die Bacebies i 
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Re. zu. Die Haufigkeit ist proportional zu E;* = [letzter 
Faktor in (7)]. Der Faktor e~4” dL’ gibt die Abnahme der Protonen- 
intensitat in der Atmosphire infolge der Erzeugung von Sekundaren 
und die StoBwahrscheinlichkeit wieder. Der entsprechende Ausdi ack 

ET) eee 
é a . Bo 


beriicksichtigt den méglichen Zerfall der Neutrettos zwischen L’ und L", 
B’ B’ 


d aie bedeutet dasselbe fiir die Neutrettos. (=) 


und (4- y + at 1+ Aen e) £+A-L entsprechend Agua A : : 
der Mesonen zwischen L’” und L. Durch die Integrationen wird L’ unc 


L" jeder Wert. zwischen dem oberen Rand der Atmosphare und dem 
Beobachtungsort zugeordnet. r 

AuBer der Intensitat der Mesonen interessiert uns noch die Zahl d 
Neutrettos, die wir auf Meereshdhe vorfinden. Diese Zahl ist, wie ni 
den vorangegangenen Darlegungen ohne weiteres verstandlich se Ke 


diirfte: 
L 


z 
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3. Auswertung und Diskussion der Formeln. 


Die Funktionen g, g, g, und g, sind in der Abb. 1 graphisch dar- 
gestellt. 

Die Integrale in den Formeln (1a), (6), (7) und (8) kénnen nur zum 
Teil durch analytische Ausdriicke wiedergegeben werden, zum i 
miissen sie numerisch ausgewertet werden. Wir beschranken uns in 
folgenden auf Intensitaten in Meereshdhe. Dafiir ist L = Ly = 114, 
der Exponent in dem haufig vorkommenden Ausdruck e~ 4” hat einen 
Wert von der Gré®enordnung 10. Die Exponentialfunktion selbst ist 
also eine sehr kleine Zahl. Daher ist es oft méglich, die Integrati n 
iiber L’ nicht bis L = 114, sondern bis o© zu erstrecken, ohne einen 
betrichtlichen Fehler zu machen. Diese Tatsache nutzen wir aus bei 
den Gl. (6) und (8). In beiden Fallen wird die Anwendung des Verfahrens 

L’\ BE 


allerdings unméglich, wenn der Faktor far uh SL. 66 prose 


Werte annimmt, da das Produkt mit e~4” nicht klein wird gegen 
die Werte, die fiir die Integration iiber L’ bei L’ < L entscheide id 
sind. Das tritt ein fiir E < B’, Aber selbst in diesem Fall ist der Wert 
der Funktionen g,(£) und g(£) fiir konkrete Werte von E, nadmlich 
(E = B'/n, n ganze Zahl), noch explizit zu berechnen. Die Werte liegen 
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geniigend dicht, um sicher interpolieren zu konnen. Fiir groBere Energie- 
werte gelten mit einem Fehler < 3 %, sobald E > 4-10°%, die Nahe- 
rungslosungen : 
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Energie [eV] 
Abb. 1. Intensitaten auf Meereshoéhe. g, und g, stellen die Energiespektren der Mesonen und Neutrettos 
dar; ausgezogene Kurven fiir E* = 0,048, gestrichelte Kurve fiir E* = 0,056. g ware das Spektrum fur 
von den Protonen direkt erzeugte Mesonen, @ dasselbe unter Vernachlassigung der Energieverluste durch 
Ionisierung der Atmosphare, beide Kurven fiir E* = 0,048. Die Kreise geben MeGresultate von BLACKET?T 
und Wiison wieder. 


Fir E~>B’ sind g,(Z) und g(£) proportional zu Bee h eda de 
Faktoren (AL)~?'” und die [-Funktion, die die Zerfallseigenschaft 
enthalten, dann gegen 1 gehen. Das heiBt physikalisch, dal fiir so 


hohe Energien der Zerfall nicht mehr wesentlich ist. Fur Ea 2 
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wirken die drei von E abhangigen Faktoren gegeneinander so, daB 
schlieBlich das Glied (A L)~¥'” iiberwiegt. Das bedeutet, daf bei den 
geringen Energien die Teilchen gréBtenteils zerfallen sind, bevor sie 
an den Beobachtungsort kommen. Die Intensitat nimmt mit abnehmen- 
der Energie ab. Die Funktionen fiihren also iiber Maxima, die aut 
Meereshohe etwa bei 6 - 108% eV liegen. Unterhalb dieser Energien nimmt 
die Funktion g, noch nicht monoton ab, sondern steigt noch einmal an. 


Die diesen Anstieg bedingenden Teilchen sind in maBigen Héhen (~ 2km) ~ 


erzeugt worden. Sie haben daher keine Gelegenheit, im vergleichbaren 
Umfang wie die in der Stratosphaire entstandenen Teilchen in Mesonen 
iiberzugehen. Bei der Kurve g wirkt sich dieser Sachverhalt nur in 
einem Buckel aus. Die Protonenintensitat ist am Entstehungsort dieser 
Teilchen zwar schon sehr stark abgeklungen, aber wegen des E~*~'- 
Spektrums sind diese energiedrmeren Teilchen relativ haufig. Leichte 
Veranderungen im Protonenabfall beeinflussen diesen Teil der Kurven 
naturgemaB stark (vgl. Abschnitt 4). 

Entsprechende Ergebnisse erhalten wir bei der Annahme einer 
Direkterzeugung der Mesonen gemai Gl. (1). Fiir hohe Mesonenenergien 
liegt die Erzeugung der Teilchen iitberwiegend in groBen Hoéhen, d. h. 
bei kleinen L’. Wir kénnen daher bei Beobachtung in méaBigen 
Hohen (L > L’) in den Ausdriicken 4: (lL —L’) L’ gegeniiber L ver- 
nachlassigen und erhalten als Naherungsformel fiir Gl. (1) 

RB’ 


8 Peer te ei = ee, 
g(E,L) = Lae. (FPS) (any Fae x 


x] OT Tt) 


=8(E+4-L, L).[1+ 5% 


Fir kleine & berechnen wir g(E, L) graphisch. Der Kurvenverlauf ist 
ahnlich dem von g(£, Ll). Auch hier gibt es zwei Maxima: eines bei 
5-108eV und ein zweites etwas oberhalb 2-108 eV. Beide sind ver- 
glichen zur Kurve g etwas zu tieferen Energien verschoben, was durch 
den Energieverlust der Mesonen infolge der Ionisierung der Atmosphiare 
durchaus verstindlich ist. 

Bei hohen Energien nahern sich alle Kurven der E~* ~!-Verteilung. 
Sie haben in diesem Bereich mehrere deutlich erkennbare Knicke. Die 
Kurve g bei 2-40®eV und zwischen 4 und 5-10%eV, die Kurve g, 
etwas weniger scharf, um 3-10®eV. Mit abnehmender Energie steigen 
die Intensitéten von diesen Werten an langsamer als sie es bis dahin 
getan haben. Das liegt daran, daB die Teilchen, die am oberen Rand 
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der Atmosphire mit einer Energie <5+10®eV entstanden sind, mit 
merklicher Wahrscheinlichkeit zerfallen, ehe sie Meereshdhe erreichen. 
Neutrale Teilchen einer Energie um 5: 10° eV legen im Mittel eine 
Strecke von 30 km zuriick; das ist gerade die Héhe in der Atmosphire, 
in deren Umgebung die Mehrzahl der Sekundaren entsteht. Bei der 
Kurve g liegt der Knick bei einem um ungefahr 2+ 10% eV geringeren 
Wert, da Mesonen auf Meereshéhe dieser Betrag durch lonisierung der 
Atmosphare verlorengegangen ist. Der zweite Knick der Kurve g be 


10 


q5 


Protonenintensitat 


— 
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Abb. 2. Abfall der Mesonen erzeugenden Protonenintensitat in der Atmosphare. 


2-10%eV ist auf ein dhnliches Wechselspiel zwischen dem Abfall 
der Protonenintensitat einerseits und dem Zerfall der Sekundaren 
andererseits zuriickzufiihren: Die Protonenintensitat geht in einer 
Hohe von 8—10 km recht plotzlich auf Werte zuriick, die von 0 nicht 
mehr merklich abweichen (Abb. 2). Unterhalb dieser Hohe konnen also 
kaum noch Mesonen entstehen. Um aber die Strecke von 10 km durch- 
dringen zu k6énnen, braucht ein Neutretto der Halbwertszeit von 
2-10-8sec eine Energie von 2- 10% eV, das ist ein Wert, der der Lage 
der Knicks entspricht. Die mit geringerer Energie entstehenden Teilchen 
zerfallen iiberwiegend, bevor sie Meereshéhe erreichen, 


4. Vergleich der berechneten Mesonenintensitat mit der Erfahrung. 


Die Kurve g, vergleichen wir nun mit dem experimentell bestimmten 
Mesonenspektrum auf Meereshéhe. Bei der Bewertung des Vergleichs 
muB man beriicksichtigen, da wir die Intensitat der vertikal einfallenden 
Strahlen berechnet haben, die Experimente aber auch seitliche Strahlen 
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erfassen. Den (geringen) Fehler kann man abschatzen aus den Energie-_ 
spektren, die TRuMpy und von Usiscu? fiir verschiedene Einfallswinkel © 
auf Grund einfacher Annahmen iiber die Mesonenerzeugung aus-— 
gerechnet haben. Die Beriicksichtigung des Schrageinfalls fiihrt zu_ 
einem etwas flacheren Abfall des Energiespektrums oberhalb 1 - 10% eV. 
Die Beeinflussung des vertikal einfallenden Energiespektrums ist von 
der GréBenordnung wie sie auch eine Variation der Lebensdauer des 
Mesons um einige 10% haben wiirde, so da sich eine Beriicksich- 
tigung fiir uns nicht lohnt. In Abb. 1 sind die Ergebnisse der Messungen 
von BLACKETT? eingetragen. Man erkennt, daB die ausgezogene theo- 
retische Kurve die Messung einschlieBlich ihrer Feinheiten fiir Energien 
oberhalb 1+10%eV gut wiedergibt. Insbesondere wird die Anomalie 
im Verlauf der MeBpunkte zwischen 2 und 3 - 10% eV angedeutet. Ihre - 
Ursache ist in denselben Griinden zu sehen, die bei den Kurven g und g | 
zu einem Knick in der Intensitat fiihren. Da sich dieser Knick hier — 
oberflaichlich betrachtet — zu einem Buckel ausbildet, liegt daran, daB 
die in der héchsten Stratosphare erzeugten Sekundaren mit E < 5-10% eV 
wegen ihres Zerfalls im Mittel Meeresh6he nicht mehr erreichen (wie 
vorher) und die in maBigeren Héhen noch erzeugten Neutrettos eine 
gegentiber den obigen verringerte Wahrscheinlichkeit haben, sich auf — 
ihrem Weg durch einen Ter! der Atmosphiare in geladene Teilchen 
umzuwandeln. Wir haben also jetzt gegen friiher einen Ausfall an 
geladenen Teilchen aus zwei Griinden. Da der erste Grund den zweiten ~ 
nach sich zieht, handelt es sich um einen Effekt héherer Ordnung, der 
mehr bedeutet, als in der Kurve etwa nur einen scharferen Knick — 
herbeizufiithren. Von diesem Standpunkt aus sollte man nicht von 
einem Buckel im Mesonenspektrum bei 3+ 10®%eV sprechen, sondern — 
eher von einem Loch, einem Ausfall von Teilchen bei Energien <3-10%eV. _ 
(Die Differenz zwischen der Energie 5 - 10% eV, die sich auf die Strato- — 
sphire bezieht, und dem Wert 3-10 eV, der fiir Meereshéhe gemeint 
ist, beruht wieder auf den Verlusten durch lIonisierung der Atmosphire.) 
Unsere Auslegung wird verdeutlicht, wenn wir nun die Neutretto- 
intensitat in der kritischen Gegend betrachten. Wir finden, daB g, 
einen Buckel dort aufweist, wo bei g, ein Loch ist. Wir haben also’ 
in diesem Energiebereich prozentual mehr neutrale Teilchen. Das ist 
auf Grund unserer oben angestellten Uberlegungen ein sehr plausibles — 
Ergebnis. Allgemein wird gelten, daB je geringer die Energie ist, d.h. 
je tiefer (im Mittel) die auf Meereshdhe existierenden Teilchen entstehen, 
um so geringer die Wahrscheinlichkeit wird, daB das entstandene 
Neutretto sich umwandelt, konstanten Wirkungsquerschnitt voraus- 
gesetzt. Die Summe yon Mesonen- und Neutrettointensitat benimmt _ 


1 Trumpy, B. u. H. v. Ustscx#: Arch. Math. og. Naturidenskab. 44, Nr 12. 
* Brackett, P.M, S.: Proc. roy. Soc., Lond. (A) 165, 1 (1938). 


“ 


Untersuchungen iiber das Mesonenspektrum auf Meereshéhe. 791 


sich daher, ungeachtet der besonderen Ziige der Summanden, weitgehend 
ahnlich wie g und g. In dem im Augenblick betrachteten Energiebereich 
z. B. zeigt die Summe von g, und g, gerade wieder den charakteristi- 
schen Knick, den wir bei g und g ausfiihrlich diskutiert haben. 

Bei Energien > 3-+10%eV zeigt unsere Kurve g, einen Abfall,- der 
zu den MeBpunkten besser paBt, als etwa die Kurve g, die gelten wiirde, 
wenn geladene Mesonen von Protonen direkt erzeugt wiirden. Da die 


_Entstehung der Mesonen iiber Neutrettos ein charakteristischer Zug 


unserer Uberlegungen ist (im Gegensatz zu neueren Ansatzen ameri- 
kanischer und englischer Physiker) sei hierauf hingewiesen. 
Unterhalb 10% eV beginnt die Mesonenintensitat nach den Messungen 
von WILsoN! mit abnehmender Energie zu sinken. -Unsere Rechnung 
gibt diesen Gang zunachst nicht wieder (ausgezogene Kurve g, in Abb. 1). 
Da die Sekundaren dieses Energiebereiches, die wir auf Meereshéhe 
beobachten, im wesentlichen in mittleren Héhen in der Atmosphire 
entstanden sind, liegt der Gedanke nahe, daB die Diskrepanz dadurch 
bewirkt sein kann, daB unserer Rechnung ein zu geringer Protonen- 
abfall zugrunde liegt. In der Tat kann man durch VergréBerung des 
Exponenten A - l um etwa 20% den Intensitatsverlauf auch fiir diesen 
Energiebereich richtig darstellen (gestrichelte Kurve g, in Abb. 1). Die 
Anderung kann auf die GréBe A = E*-s, oder auf L, d.h. den Wir- 
kungsquerschnitt fiir die anomale Streuung der Protonen, bezogen 
werden. Auf Grund der Diskussion der Experimente in der oberen 
Atmosphire, wie wir sie in II vorgenommen haben, ist es am wahrschein- 
lichsten, daB die Abanderung ‘auf E* zu beziehen ist, so daB diese Zahl 
statt bisher 0,048 jetzt 0,056 wird. Die GréBe E* gibt ja den bei einer 
anomalen Streuung erfolgenden mittleren Energieverlust des Protons 
an, der auf Grund der erweiterten Diskussion der Experimente also 
jetzt 6% der Protonenenergie ausmacht. Diese Abanderung des frither 
bestimmten Wertes steht mit den Erfahrungen in der oberen Atmosphare 
nicht im Widerspruch. Sie wird sich so auswirken, daB die Zahl der 
erzeugten energiearmen Mesonen etwas groBer wird. Der so errechnete 
Protonenabfall ist etwas steiler, als er aus Experimenten tiber die Erzeu- 
gung ,,harter Schauer‘ einschlieBlich Mesonenpaare folgt?. Wenn man 
diese Prozesse als Erzeugung von Neutrettos-Mesonen durch Protonen 
deutet, kommt man auf eine kleine Differenz. Sie kann, wenn sie sich 
als reell erweist, durch eine sorgfaltigere Darstellung der Funktion 2 (£), 
die wir in dem uns hier interessierenden Energiebereich als konstant 
angesehen haben, vermieden werden. Man nehme dazu an, daB Q(E) 
fiir E <10%eV mit abnehmender Energie gréBer wird und so allmahlich 


i ensex. I. G.: Nature, Lond. 158, 414 (1946). 
2 Suutt, R. P.: Phys. Rev. 61, 6 (1942); 69, 188, 261 (1946). — JANossy, L.: 
Roc. Roy. Soc. A 179, 361 (1942). 
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(statt sprunghaft, s.u.) den stra Coniatechen groBen Wert fiir nea 
arme Neutrettos erhalt. In diesem Fall ist das gemessene eae Y 
spektrum auf Meereshdhe auch mit einem flacheren Abfall der Primaren — 
vertraglich. ‘ 

Bei einer gleichmaBigen Variation von 2 iiber die ganze Energieskala 
ergibt sich kein grcBer EinfluB auf die Struktur der Kurve g,(E, L). xk 
Lediglich die Intensitat variiert. In dem untersuchten Bereich von 
3,5-108 bis 2-10%eV wachst sie bei Verdopplung von Q (auf 
5,6 - 1072? cm?) um 18% nahezu unabhangig von der jeweiligen Energie. _ 
Wir kénnen also hier keinen Schlu8 auf die GréBe von 2 iiber die uns — 
bereits bekannte GréBenordnung hinaus ziehen. “ae 

Die bisherige Betrachtung beschrankt sich auf Energien > 3,5- 10% e\ es i 
Wie wir aus friitheren Untersuchungen wissen, wachst der Wirkungs- — 
querschnitt fiir die umwandelnde Streuung der Neutrettos stark an, | 


_ sobald die Energie in die Gré8enordnung der Ruhenergie konin at. 


Schematisieren wir den Verlauf von Q2 so, dab 
92 =2,8-10°27 cm? fir E>3,5 -10%eV 
Q—=4,4-10°-*5 cm? fiir E<3,5-108 eV, 


so kénnen wir die Intensitaten bet kleinen Energien abschatzen. "7 
wahre Sachverhalt wird natiirlich durch diesen Ansatz giinstigenfalls 
sehr roh wiedergegeben, doch da die Mehrzahl der Sekundaren nicht un-_ 
mittelbar iiber dem Meerespiegel mit der Energie < 3,5 - 108 eV, sondern 
in mittleren Hohen mit gréBerer Energie von den Protonen erzet 
sein missen (die Mesonen kommen auf Energien < 3,5 - 108 eV erst du ; 
die Verluste infolge Ionisierung), wird der Wirkungsquerschnitt fiir 
Energien <3,5-108eV kaum einen entscheidenden Einflu8 ausiiben, 
so da wir trotz der rohen Ansatze brauchbare Ergebnisse erwarte on 
diirfen. Wir haben die Intensitat bei E = 1,8-108%eV berechnet und 
finden einen Wert, der sich sehr gut in die Reihe der MeSpunkte ein- 
ordnet. Der Anteil der Sekundiren, die mit einer Energie <3,5 - 108 Vv 
entstehen, betragt nur etwa 10% der Gesamtzahl. Die Mehrzahl d 
Teilchen. entsteht also mit grdBerer Energie in gréBeren Héhen. 


aa 
5. Der UberschuB an positiven Mesonen. F 


Die positiven Mesonen sind nach Ausweis der Messungen haufiger . 
als die negativen*. Und zwar betragt der Uberschu8 der positiven 
(nach BLackETT!) im Mittel 7% der Gesamtzahl der Mesonen. Das 
kann als ein Hinweis aufgefaBt werden dafiir, da® die Protonensté Be 
nicht restlos unter Erzeugung neutraler Mesonen verlaufen, sonde1 n, 
daB ein kleiner Buchteil unter Erzeugung geladener Mesonen erfolgt. 


sy = 
¥ 
' Brackett, P.M. S.: Proc. roy. Soe., Lond. (A) 165, 1 (1938). ae 
* Jones, Haypn: Rev. Mod. Phys. I, 235 (1939). ie . 
aN (" 


Untersuchungen iiber das Mesonenspektrum auf Meereshdhe, 7938 


_ LaBt man das zu, so wird bei den geladenen Mesonen die positive Ladung 
iiberwiegen, da die reagierenden schweren Teilchen zu 75% positive 
adung tragen, nur 25% sind neutral. Also werden auch die resul- 
tierenden geladenen Mesonen zu 75% positiv, zu 25% negativ sein. 
Da wir einen Uberschu8 von positiven Mesonen in Héhe von 7% be- 
obachten, bedeutet das, daB tatsachlich 14% aller StéBe unter Erzeugung 
von geladenen Sekundiren erfolgen. Eine Halfte dieser Sekundiren 
bezieht ihre Ladung aus dem stoBenden Proton (unter Uberfiihrung 
in ein Neutron), der Rest aus dem angestoBenen Proton oder Neutron. 
‘Setzt man voraus, daf in der obersten Atmosphire gleichviel Protonen 
und Neutronen vorhanden sind, so ergibt sich aus der diskutierten 
-Messung die Folgerung, da8 ein primares Proton im Mittel nach 100/7 = 
44 Streuakten, d. h. auf Strecken von der GréBe L = 14 durch Emission 
eines positiven Mesons in ein Neutron iibergeht. Falls die Umladung 
von Neutron in Proton (unter Emission eines negativen Mesons) mit der 
gleichen Wahrscheinlichkeit erfolgt, sollte es fiir L >> 14 gleich viel 
Yeutronen und Protonen in der primaren Komponente geben. 

Diese Konsequenzen sind experimentell priifbar. Denn die Neutronen 
sollten sekundar tiber Neutrettos Mesonen erzeugen wie die Protonen. 
In der Stratosphaére miiBte man folglich in der Umgebung von L = 14, 
und #1cht in wesentlich gr68eren Hohen (kleinere L-Werte), eine merkliche 
Re iccito-Mesonen erzeugende Neutronenintensitat finden. Dagegen 
sollte man solche Neutronen in mit Protonen vergleichbarer Zahl bereits 
9ei L = 3 — 4 erwarten, wenn von den Primiaren direkt nur geladene 
Mesonen erzeugt werden. Auf Meereshéhe sollte die Auslésung ,,harter 
Schauer‘‘ (Mesonenschauer) in gleicher Weise durch neutrale wie durch 
isierende Strahlung erfolgen. 

_ Bei der Untersuchung dieses Prozesses ist zu beachten, daB er nicht 
n ait der Streuung der Neutrettos, die zu einem geladenen Meson fihrt, 
verwechselt wird. Ein charakteristischer Unterschied in den beiden 
Prozessen besteht darin, daB der Streuprozef der Neutrettos prinzipiell 
nur zu einem geladenen Meson fiihrt, wahrend die Neutronenstreuung bei 
ausreichender Energie viele Sekundare ergibt. Auf Grund dieses Unter- 
schiedes kann man aus einer Messung von SCHEIN und TABIN? in einer 
Hohe > 14 km (L<19) die dort vorhandene Neuttonenzahl errechnen. 
Die Autoren messen die Mesonenintensitat, die hinter 2 cm Pb aus nicht- 
ionisierender Strahlung entsteht. Sie betragt 28% von der Intensitat der 
_harten Komponente. Von diesen sind 7/, Einzelginger, werden also auf 
Neutrettoumwandlungen zuriickzufiihren sein, wahrend 1/, aus 2 oder 
_mehr gleichzeitig registrierten ionisierenden Strahlen besteht, die nicht 
auf Neutrettoumwandlungen zuriickgefiihrt werden kénnen. Wenn man 
-hierfiir Neutronen als ursdchlich ansieht, so ware deren Intensitat 


1 ScHEtn, M. u. J. TaBin: Phys. Rev. 63, 60 (1943). 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 125. 52a 
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3 - 28% =3,5% der harten Komponente. Bezieht man die Intensitat 
auf die Mesonen erzeugende Protonenkomponente, so bekommt man 
folgende Zahlen 


Hohe in cm Hg 3 6 9 42 
Neutronen/Protonen 0,053 0,070 0,088 0,105 


Diese Zahlen lassen sich zu dem Uberschu8 an positiven Mesonen aut 
Meereshdhe so gut kombinieren, daB der oben ausgesprochene Gedan 
iiber die Ursache des Uberschusses an positiven Mesonen sehr viel | in 
Plausibilitat gewinnt. Jedenfalls scheinen die Neutronen in dieser ©) 1€ 
noch sehr viel seltener zu sein als Protonen, eine Aussage, die nur mit 
Hilfe des neutralen Mesons verstanden werden kann. 
Bei der Untersuchung der harten Schauer auf Meereshéhe fand en 
JANossy und Rocuester!, daB neben ionisierenden (Protonen) auch 
neutrale Teilchen (Neutronen) diese Schauer auslésten. Die dur <a 1 
neutrale Strahlung ausgelésten Schauer machten etwa 1/3 aller beoba 


teten Schauer aus. Auch das ist im Einklang mit der obigen Vorstellung 


6. Die relative Intensitat auf Meereshohe. 


Wir wollen die berechnete Intensitat auf Meereshéhe in Bezie nuns 
setzen zu der friiher berechneten Intensitat in groBen Héhen (vgl. 1) 
Wir haben zu zeigen, daB die errechnete Intensitat relativ zur Intensita 
im Maximum der Jonisation der Erfahrung entspricht. In unseren For 
meln haben wir noch den unbestimmten Faktor g. g = 1 bedeu 
daB die gesamte, von den Primaren abgegebene Energie in die ,,energie 
reiche‘‘ Neutretto-Mesonenkomponente geht, die auf Meereshdhe fi 
die dortige Intensitat ausschlaggebend ist. Ergibt sich g < 1, so heiB1 
das, daB ein nennenswerter Energiebetrag auch noch in andere Kompo 
nenten geht. Wir berechnen das Integral iiber g,(E, L)dE an Han 


der Kurve in Abb. 1. Es ergibt sich f g,(E, L)\dE = 0,032-q-Hy: E>5 
6 i 
Diese Zahl muB mit der gemessenen Intensitit verglichen werden. Die 


gemessene Intensitat auf Meereshéhe ist nach PFoTzER®? 1/;, von der m 
Maximum der Ionisation, das ist bei einem Luftdruck Aquivalent zu et 
8cm Hg. Also muB die gerechnete Intensitat auf Meereshéhe auch ¥, 
der gerechneten Intensitat im Maximum sein. Die Gesamtintensitat it 
ree Sa der Ionisation ist in unseren Einheiten von der 

Z* Hy ES *. Danach sollte g etwas gréBer als 1 sein. Nun ist das ' 
Definition der Zahl g nicht méglich. Wir miissen also iiberlegen, etwa 
durch Variation von Wirkungsquerschnitten diese Diskrepanz zu besei 
gen. Es gelingt schon dadurch, daS man den Wirkungsquerschnitt Q 2 


* JAnossy, L. u. G. Rocuester: Proc. roy. Soc., Lond. (A) 181, 180 Pe 
* Protzer, G.: Z. Phys. 102, 23 (1936). ; a 
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verde ppelt (vgl. den Schlu8 von Abschnitt 4). Dadurch wird die Mesonen- 
in tensitat auf Kosten der Neutrettos erhéht. Ein weiterer Zuwachs an 
Intensitat wird dadurch gewonnen, daB man fiir die Lebensdauer des Neu- 
trettos und Mesonen den gemessenen Wert von 2,2: 10-® sec an Stelle des x, 


q = 
al bgerundeten 2 - 10> sec benutzt. Wenn auch diese Zuwiichse zur oben 


—" 


rQ a 0%: j 
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‘echneten Intensitaét gut ausreichen, um die aufgetretene Differenz r Re 

zu beseitigen, so sind sie doch nicht so gro, da8 man schlieBen kénnte, Ne 
da8 ein Teil der Energie der Primaren in andere Komponenten als die oe mi ‘ ; 

er ergiereichen Neutrettos geht. Insbesondere werden neben den ee 
ergiereichen Neutrettos nicht noch eine gréBere Zahl langsamer Pabat 


Neutrettos erzeugt, wie wir in II auf Grund unzulanglicher Vorausset- aan 
zungen abschatzten'. Wir haben also in der Erzeugung energiearmer Os 


nd energiereicher Neutrettos keine physikalisch verschiedenartigen : i fy 
Prozesse zu sehen. Vielmehr hangt die Energie der Neutrettos — soweit gine 
im Rahmen unserer Analyse der kosmischen Strahlung dariiber Aus- a 
a gemacht werden konnen — nur von der Energie der sie erzeugenden f are A 
Primaren ab. Die Unterteilung in energiearme und energiereiche Neu- ae: 


ettos und Mesonen ist allein aus praktischen Griinden durch die ver- se 
iedenen Wirkungsquerschnitte nahegelegt und naturgema8 sehr Bary 


na Ma ae 
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7. Vergleich der berechneten Neutrettointensitat pita 

. mit den Messungen von MAASS. Be ig 

_Nachdem wir das empirisch bekannte Mesonenspektrum mit der ‘8 1% 
T heorie verglichen und eine befriedigende Ubereinstimmung festgestellt ar. 

ben, wenden wir uns der von der Theorie behaupteten groBen Zahl ithe 

on Neutrettos zu. Der Nachweis dieser neutralen Teilchen ist méglich aa 

suf Grund ihrer Eigenschaft, sich bei Streuprozessen an Protonen und ber 

sutronen in geladene Teilchen (Mesonen) umzuwandeln. Man wird ‘a Yi 


inter dicken Materieschichten 2 Gruppen von ionisierenden 
chen finden; neben den Mesonen, die als ionisierende Teilchen bereits ry 
Materieblock eintreten und ihn durchsetzen, gibt es diejenigen, 


Ss Zweifachkoinzidenzen vergleicht, die man bei Anordnung eines 
Absorbers zwischen und iiber den Zahlrohren erhalt. Im ersten Fall “ie 
ahlt man nur die als ionisierende Mesonen auftreffenden Teilchen, im : 

eiten auch alle die Neutrettos, die nach Durchsetzung des Absorbers 


in geladene Mesonen iibergegangen sind. Der Versuch ist 1936 in dieser ‘gine 


ua Dagegen sollten Protonen mit E = 10" eV neben energiereichen Neutrettos 
- nahezu gleicher Haufigkeit auch Elektronen oder Photonen erzeugen. Das 
aus der Haufigkeit der groBen Luftschauer in der Atmosphare in Héhen mit 
niger als 40 cm Hg Druck [Einzelheiten siehe bei H6ckeEr, K.H.: Z. Naturforsch. 
a (1948) und Ross1, B.: Rev. Mod. Phys. 20, 537 (1948) § 15]. 
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einfachen Form von H. Mass! ausgefiihrt worden, allerdings ohne eine , 
feste theoretische Vorstellung iiber die Art der auslésenden neutrale an 
Strahlung. Diese ist erst von ARLEY und HEITLER® als Neutrettos ge-_ 


Abb. 3. Zahlrobranordnung Mesonen hinter diesen Absorbern aus. Das lieg rt 
zur Registrierung von daran, daB bei kleinen Energien (um 4-108 eV) 


Mesonen, die durch neutrale 


Strahlung ausgelést werden, Gas Verhaltnis der Neutrettointensitat zu der 


gréBer ist als bei héheren Energien (= 10%eV). Zu der Mesonen: 
intensitat geringer Energie, die man direkt hinter dem Umwandler 


57, 


deutet worden. Der Versuch ist spater von 
anderen Autoren 19 wiederholt worden, wobei 
4- und 5fache Koinzidenzen benutzt wurden, und > 
die resultierende ionisierende Strahlung mehr 
oder weniger dicke Absorber durchsetzen muBt a. 
Abb. 3 gibt als Beispiel eine Zahlrohranordnu 1g 
von SCHEIN, JESSE und WoLLAN® wieder, in~ 
der die Koinzidenzen 1, 2,3 und 2, 3, 4 gleic - 
zeitig registriert werden. Die Differenz zwischen 
beiden MeBergebnissen ist die Zahl der Neu-— 
trettos, die in 2cm Pb umgewandelt werden 
und deren Folgeprodukte 8cm Pb durchsetzen 
kénnen. Durch diese Arbeiten sind die Messungen 
von Maass grundsatzlich bestatigt worden, wenn 
auch der prozentuale Beitrag der Neutrettos zu 
der Mesonenintensitat hinter einer bestimmten 
Materialdicke von allen diesen Autoren geringer 
gefunden wird. Jrotzdem kann man daraus 
nicht zwimngend schlieBen, daB die MAAsssche ‘3 
Zweifachkoinzidenzen etwa durch eine groBe Zah 
zufalliger Koinzidenzen verfalscht worden sei en. i 
Denm die bei den spateren Versuchen benutzten | 
zusatzlichen Absorberschichten wirken sich i 
Richtung auf (prozentuale) Verminderung des An- 
teils der Neutrettos an der Gesamtintensitat de x 


OHO ; 


One) 


Mesonenintensitat (Abb. 1) um einen Faktor 2 _ 


: MAAss, H.; Ann. Phys., Lpz. (5) 27, 507 (1936). MY 
* ArvEy, N. u. W. HeitLeR: Nature, Lond. 142, 158 (1938). “a 
3 ScHEIN, M. u. V. C. Wilson: Phys. Rev. 54, 304 (1938). 7 
4 SHonka, F. R.: Phys. Rev. 55, 24 (1939). 

5 ScHEIn, M., W. P. JEssE u. E.O. Wotan: Phys. Rev. 56, 643 (1937)3 
847 (1940). xP 
® Scuein, M., E.O. WoLtan u. G. GROTZINGER: Phys. Rev. 57, 1027 (1940 a 
? Rosst, B. u. V, REGENER: Phys. Rev. 58, 837 (1940). ton 
8 REGENER, V.: Phys. Rev. 64, 252 (1943). 
® TaBIN, J.: Phys. Rev. 66, 86 (1944). 

10 LEISEGANG, S.; Z. Phys. 116, 515 (1940). 
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beobachtet, tragen also die Neutrettos relativ mehr bei, als zu der mit 
hohen Energien. Hierzu kommt weiter, daB die Neutrettos geringer 
Energie (3,5-108eV) einen gréBeren Wirkungsquerschnitt fiir die 
‘Umwandlung haben, und daher mehr Mesonen hinter Materieschichten 
liefern. Gerade diese Mesonen aber werden durch die Absorber weg- 
-gefangen, so daB der Prozentsatz, unter dem neutrale Strahlung zur 
-Mesonenintensitat hinter einem Umwandlungsblock betragt, mit stei- 
gender zusiatzlicher Absorberdicke abnimmt. Man kann sich den Unter- 
-_schied also qualitativ als einen realen Effekt verstandlich machen und 
kann vermuten, daB er nicht ur auf einer Verfalschung der Maassschen 
BiteBergetmisse < durch zufallige Koinzidenzen beruht. Die quantitative 
“Seite der Frage beleuchten von den oben zitierten Experimenten die 
on LEISEGANG. LEISEGANG findet mit einer im wesentlichen gleichen 
ahlrohranordnung wie MAAss, erginzt durch eine Nebelkammer im 
Strahlengang, nur den halben Effekt. Anscheinend ist dadurch der 
Fehler der MAAssschen Messung ausgedriickt. 

Um die Ergebnisse dieser Versuche mit der Erfahrung vergleichen 
zu k6nnen, haben wir die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der 
in Neutretto bestimmter Energie in der Streuschicht gegebener Dicke 
ein Meson iibergeht und von der Materie nicht absorbiert wird. Diese 
ahrscheinlichkeit ist mit der Neutrettointensitat zu multiplizieren 
d iiber alle Energiewerte zu integrieren. Um die Rechnung nicht 
nit den bei einer Reihe der angegebenen Versuche benutzten zusatzlichen 
bsorberschichten zu belasten, legen wir unserem Vergleich die Meb- 
ordnung von Maass zugrunde. Dann sollte die Zahl, deren Be- 
rechnung wir eben skizziert haben, direkt das MeBergebnis darstellen. 
Nach dhnlichen Uberlegungen, wie wir sie in den vorstehenden Ab- 
itten durchgefiihrt haben, ist die Intensitat der aus Neutrettos 
in einer Materieschicht der Dicke 1, entstehenden Mesonen gegeben 
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“ 
nL deutet an, dab die ataandite auf Meereshohe studiert wird. 
Ape = 107 eV ist der Energieverlust eines Mesons, den es bei Durch- 
_setzen einer Strecke im Eisen von der Lange einer StoBeinheit (L = 1, 
“entsprechend 1,16 cm Fe) erfahrt. (Die Streuschicht bestand bei MAass 
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aus Eisen.) Wenn man bei der Berechnung der Zerfallswahrschein ich. 
keit des Neutrettos den Energieverlust des Mesons infolge Ionisiet an g 
vernachlassigen darf, so kann man die Formel wesentlich durchsichtige or 
anschreiben. Man erhalt dann ' 
- fe 
Are’ seed vices wee 


£e1 (EZ, Lo, L4) = Ba(E, Lo) f(t: E as Post: 
0 


Die Naherung reicht fiir unsere Zwecke aus, solange wir nicht zu dicke 
Umwandlungsbliécke benutzen oder sehr kleine Energien untersu en. 
Nach Formel (9a) berechnen wir etwas zu geringe Intensitaten. 

Wir werten das Integral der Gl. (9a) aus fiir verschiedene Schicht “ 
dicken L,. Die Ergebnisse sind in der nachfolgenden Tabelle darges oll It. 


Tabelle 1. 
Dicke Fe (cm) | E-10-*=4 yee 16 | = 6d 
10 0,093 | 012 | O12 | 0,12 rr 
20 | 0,13 |} 047 | O23 | 0,23 r 
30 | 0,16 0,20 0,26 | 0,33 Sar 
40 0,19 0,23 | 0,29 | 0,41 8s 
50 (0,21) 0,25 / 0,32 | 0,48 
60 | (0,22) | . 0,26 0.35. } O54 
—> 00 0) ac: | oO ; 


Die Tabelle besagt, daB z. B. hinter 20 cm Fe 13% der Neutretto: 
einer Energie von 4 - 10° eV, die auf das Eisen auftreffen, sich in Mesonen- 
verwandelt haben; entsprechend die héheren Energien. Das Integral 
J & dE iiber diese Intensitaten haben wir der durchgehenden Meson 


zahl, also if g, dE, gegeniiberzustellen. Die untere Grenze des Integr als 
ist dadurch bestimmt, daB £,,;,(%) ausreichen muB, damit x cm Fe 
durchsetzt werden kénnen (z. B. Eyyin (20) = 3,3 > 108 eV). Das Ergebnis 
der Rechnung stellen wir wieder in einer Tabelle dar. 
" 


oa 


Tabelle 2. 
Dicke Fe (cm) | 10 | 20 | 30 40 | 50 | 60 
Relative Mesonenzahl fg,dE (29 | 28 a7 26 las | | 24 


Zuwachs aus Neutretto fg. dE 150 )° 3.0" one 1 4,2 4,6 / 4,9 | (E > 3- 10% 
Experimentell bestimmter | 


: | 
Zuwachs (Maass) | 3.2] 4,0] 5,3| 54] 48] 46 


Wenn wir den theoretisch berechneten Zuwachs mit dem von MAass 
gemessenen vergleichen, so bewegen sich die Intensitaten etwa in der 
richtigen Hohe, doch wird der empirisch bestimmte Verlauf nicht genau 
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Jergegeben, Der charakteristische Unterschied liegt in den relativ 


wz kann nicht in der Steilheit des Prbldasantfalic zu suchen sein; 
bei der Diskussion der Mesonenintensitat erwahnte Variation ce: 
kungsquerschnittes und des Energieverlustes der Protonen E* - E, 
nacht bei den Zahlen der zweiten Reihe der Tabelle nur wenige Pearent 
_ Schwerwiegender ist dagegen die Variation von Q. Man kann 
h Verdoppelung von dem bisher angenommenen Werte fiir Q den 
iven Gang der Mesonenintensitaét g,, hinter verschieden dicken 
ieschichten besser beschreiben, doch ergibt sich fiir die absoluten 
‘te nur etwa 1/, der gemessenen Intensitat. Das liegt daran, daB die 
Neu Ricticintensitat die die Erdatmosphaire ohne Umwandlung durch- 
setzt, jetzt soviel geringer ist. — Diese Deutung wiirde den vorher 
erwahnten Autoren recht geben (vor allem SHONKA und LEISEGANG), 
ren -Experimente zeigen, daB der Effekt nicht so groB ist, wie ihn 
ss angibt. Sie wiirde gleichzeitig dem in Abschnitt 6 erdrterten 
Sivérhalt gerecht, wir modchten daher bei vorsichtiger Bewertung 
-vorliegenden experimentellen Daten den Wirkungsquerschnitt Q 
die Grenzen 3-10-27 und 6-10°27cm? einschlieBen, betonen aber, 
die Darstellung des Umladungsprozesses durch einen oberhalb 
108 eV energieunabhangigen Wirkungsquerschnitt ein relativ rohes 
tfahren ist. 


&. Zusammenfassung. 


- Wir schlieBen damit die Diskussion iiber die Energiespektren auf 
reshdhe ab. Das Ergebnis ist in Anbetracht mancher Unsicherheiten 
die Daten befriedigend. Das Schema 


Neutrinos 


_Streuung 3% 


—> Neutrettos yor rr Neutrettos 


bh) 
< 


er fay 
me: i> Elektronen 


zur Deutung der Erscheinungen der kosmischen Strahlung in 
beren Atmosphire aufgestellt haben, gestattet, auf Meereshohe die 
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worden ist. Es fiihrt ferner zu einem Verstandnis der ete ii ar 
die von nichtionisierender Strahlung (Neutrettos) ausgelésten Meson 
Die Neutrettointensitat verlauft in groBen Ziigen der Mesonenintens 
parallel, erreicht aber nur die Halfte bis 1/,, ihrer absoluten Werte 
nach GréBe des Wirkungsquerschnittes, unter dem die Umwandlung | 
Neutrettos in Mesonen erfolgt (Q). Dieser Wirkungsquerschnitt 
fiir Energien groBer als 3,5 -108 eV zwischen 3 und 6 - 10727 cm? liegen. 

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, daB die H 
ausgedriickt durch das obige Schema, mehr leistet als die Ansatze 
auf Grund der alteren Theorie, die den Rechnungen von EULER und 
HEISENBERG! zugrunde liegen, aber auch mehr als neuere theoretisch 
Vorstellungen, die eine Direkterzeugung von Mesonen durch die Pro- 
tonenkomponente annehmen?’ 8, 

1 Euver, H. un. W. HEIseNBERG: Ergebn. exakt. Naturw. 17, 1 (1938). c 


2 Hamitton, I., W. HEITLER u.-H. W. PENG: Phys. Rev. 64, 78 (1943). 
3 BeTHE, H.A.: Bull. Amer. Phys. Soc. 21, Nr 5 (1946). 
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